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Chez les 


4] À Théorie des Lignes courbes fait 
| Une partie confidérable des Mathé- 
matiques : Elle commence où finif 
fent les Elémens, au delà defquels 
onne va point fans elle. On ne fau- 
roit s'en pañler dans les Sciences 
tie dont la perfe@ion dépend de la Géo- 
Die, telles que la Méchanique, l'Aftronomie, la 
“hyfique. Les Syftèmes modernes fuppofent nécef- 
airement cette connoïflance. 

Si l'étude en ef utile, elle n'eft pas moins a- 
gréable, Des variétés perpétuelles , rappellées conf 
Famment à l'unité, offrent à l'Efprit un fpettacle dont 
ne fe laffe jamais. 

dilies Courbes ont- elles toujours fait un des 
a 3 pr'in- 
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principaux objets des fpéculations des Géométres. 
À peine la Géométrie fortoit-elle de l'enfance, 
qu'elle s'occupa des Sections coniques: bientôt a- 
près elle admira les propriétés de la Conchoïde, de 
la Cifloïde, des Spirales, ( Courbes très différentes 
de celles que nous défignons par cenom, & quifont 
les Hélices des Anciens) & de plufieurs autres Li- 
gnes , dont le nom & la connoïflance a péri avec 
la plûüpart des monuments de l'ancienne Géométrie. 

Dans ce qui nous en refte, on voit que files An- 
ciens ont eu autant d'elprit & de génie que les Mo- 
dernes ils leur cédent par la Méthode, par cet art 
infiniment utile de déduire d'un feul Principe univer- 
fel un grand nombre de Vérités , de les foumettre 
à des Règles générales, de les développer par des 
conféquences uniformes, & de les lier les unes aux 
autres, de la maniére la plus propre à faire naître de 
nouvelles découvertes. 

Ce queles Anciens avoient démontré fur les Cour- 
bes, quelque important, quelque fubtil qu'il fut, n'é- 
toit pourtant qu'un amas de Propofitions particulié- 
res, quine pouvoient guéres fervir à en trouver d'au- 
tres , qu'autant que ces Recherches donnoient des é- 
xemples & des modèles, qu'un Efprit né Géométre 
s'efforçoit d'imiter. Une grande application & l'étu- 
de opiniatre d'une Courbe pouvoit y faire voir des 
propriétés finguliéres : L'Inventeur en étoit redeva- 
ble à fon génie, & fouvent à la Fortune. ; 


EE 
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Il'en étoit à peu près de même de toutes les bran- 
ches des Mathématiques , jufqu'à l'invention de l’Al- 
gébre ; moyen ingénieux de réduire les Problè- 
mes au Calcul le plus fimple & le plus facile que 


la Queftion propolée puifle admettre. Cette clefuni- 
verfelle des Mathé 


matiques en a ouvert la porte à 
plufieurs Efprits, pour lefquels elle eut toujours été 
fermée fans ce fecours: On peut dire que cette dé- 
couverte a produit une véreble révolution dans les 

Ciences qui dépendent du Calcul. 

IL y a donc, ce femble , de l'humeur, & une for- 
te de caprice, à méprifer une Méthode fi utile, & 
à faire gloire de employer que l'Analyfe géomé- 
tique des Anciens. Celle-ci, je l'avoue, a fur l'AI- 
gébre le mérite d’une évidence plus fenfible, & d'u- 
ne certaine élégance qui plaît infiniment: mais il 
Sen faut beaucoup qu'elle foit aufli commode & 
aufli univerfelle. Donnez lui donc, fi vous voulez, 
a préférence; mais ne donnez point d'exclufion à 
l'autre Méthode. Les’ Vérités mathématiques ne font 
Pas fi faciles à trouver, qu'on doive chercher du 
merite à fe fermer quelcune des routes qui peuvent 
y conduire. 

C'eft fur-tout dans la Théorie des Courbes qu'on 
éprouve bien fenfblement l'utilité d'une Méthode 


aufli générale que l'eft celle de l'Aleébre. Des Car- 
TES, dont lefprit inventeur ne brille pas moins dans 
a Géométrie 


que dans la Philofophie , n'eut ne 


plü- 
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plûtôt introduit la maniére d'exprimer la nature des 
Courbes par des équations algébriques, que cette 
Théorie changea de face. Les découvertes fe mul- 
tipliérent avec une extraordinaire facilité: chaque 
ligne de Calcul enfantoit de nouveaux Théorémes. 

Par ce moyen, l'art fupplée au génie, &:le ge- 
nie aidé d'un art fi fecourable a eu des fuccès qu'il 
n'auroit jamais obtenu par fes propres forces. Car 
ce qu'il y a d'admirable ici, c’eft qu'on ne fauroit 


découvrir par le moyen de l'Algébre quelque pro- - 


priété d'une Courbe particuliére, qu'elle ne faffle 
aufli-tôt connoitre des propriétés femblables, ou ana- 
lôgues , dans une infinité d'autres Courbes. 

Ajoutez que lAlgébre feule fournit le moyen de 
diftribuer les Courbes en Ordres, Clafles, Genres 
& Efpéces: ce qui, comme dans un Arfenal où les 
armes font bien rangées, met en état de choifir, fans 
héfiter, celles qui peuvent fervir dans la Rcfolution 
d'un Problème propofé. , 

C'eft à l'Illuftre Mr. NewToN que la Géométrie 
eft fur-tout redevable de cette diftribution. Son Enu- 
mération des Lignes du troifiéme Ordre eft un ex- 
cellent modèle de ce qu'il faut faire en ce genre, & 
une preuve convaincante que ce grand Homme a- 
voit pénétré jufqu'au fonds de ce que la Théorie des 
Courbes a de plus delié & de plus intéreflant. 

Il eft facheux que Mr. NEwTON fe foit contenté 
d'étaler fes découvertes fans y joindre les Démonf- 

trations » 
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rations, & qu'il ait préféré le plaifir de fe faire admi- 
rer à celui d'inftruire. : 

Ge n'eft pas que dans une Leéture attentive de 
fon Traité on ne puifle apercevoir quelques traces 
de fa Méthode: on découvre que fes principaux gui- 
des dans ces Recherches ont été la Doétrine des S4- 
r1es infinies ; qui lui doit prefque tout, & lufage 
du Parallélogramme analytique, dont il eft l'Inven- 
.* On peut même entrevoir qu'en quelques en- 
droits il n'a pas füuivi ces guides avec l'exactitude 
qu'on admire dans {es autres ouvrages. 

Ces légéres inadvertences n'ont pas échappé à 
Mr. STIRLING, qui a développé les Principes & la 
Méthode de Mr. NEWTON, dans l'excellent Com- 
Mentaire qu'il nous a donné fur fon Livre. On ÿ 
VOit qu'il ne manquoit prefque rien à Mr. STIRLING 
Pour donner une Théorie complette des Courbes, 
& qu'il n'auroit laiflé que peu de chofes à dire, sil 
ne Sétoit pas attaché avec trop de fcrupule à ne 
Point s'écarter de fon Auteur. 
7. NICOLE a donné, dans les Mémoires de L_A- 
cadémie Royale des Sczences, une explication auf 
nette qu'exaéte des Principes que Mr. NEWTON a pû 
livre dans fon Enumération des Lignes du troifiéme 
Ordre: c’eft grand dommage qu'un commencement 
fi heureux n'ait pas eu de fuite. Que ne pouvoit-on 
Pas attendre du génie & du favoir de Mr. NicoLE? 

On trouve dans le même Recueil quelques M£- 


moires 
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moires de Mr. DE BRAGELOGNE, rélatifs à une E- 
numération des Lignes du quatriéme Ordre, quil a- 
voit entreprife à limitation de celle que Mr. NEw- 
TON a donnée des Lignes du troifiéme Ordre, Ily 
a de très bonnes chofes dans ces Mémoires ; mais 
l’Auteur s'étant arrêté au milieu de fa courfe, on ne 
voit pas fi fa Méthode étoit la plus propre à le me- 
ner avec exactitude & avec certitude à l'Enuméra- 
tion qu'il avoit en vue: Il s'étend aflez fur les Points 
multiples, qui fervent de fondement à la fubdivifion 
des Genres en Efpèces, & en Variétés; mais il ne dit 
rien, ou ne dit que peu de chofes, des Branches in- 
finies, dont doit dépendre la Divifion générale des 
Courbes de chaque Ordre en leurs Clafles & Genres. 

Voilà ce que j'avois devant les yeux lorfque je 
commenÇai cet Ouvrage. La longueur du tems qu'il 
a refté entre mes mains devroit lui avoir donné un 
dégré de perfettion, que je crains avec raifon 
qu'on ny trouve pas. 

L'illuftre Mr. $ GRAVESANDE, qui mhonoroit de 
fon amitié & dont la perte me fera toujours amere, 
mavoit communiqué fes Recherches fur les Séries, 
&'ce qu'il avoit ajouté aux découvertes de Mrs Tay- 
LOR & STIRLING. Quelques obfervations que je fis 
{ur fa Méthode parurent lui plaire, & trop prévenu 
en ma faveur, il eut la bonté de me dire, qu'ayant 
la clé de ja Théorie des Courbes il ne me feroit pas 
difiicile d'en faire ufage. Si j'ai eu tort de l'encroi- 

re, 
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re, qu'on pardonne cette erreur au refpet dont j'é- 
tois pénétré pour ce grand Homme, 

Get Effai étoit à peu près fini, quand Mr. l'Ab- 
bé DE Gua fit paroître l'Oage de l'Analyfe de Des- 
CARTES pour découvrir les propriétés des Lignes 
géométriques de tous les Ordres. La fabftitution qu'il 
y fait du Triangle algébrique au Parallélogramme 
de NEWTON eft une idée heureufe, dont Jai profi- 
té avec reconnoifflance, aufl bien que de quelques 
autres penfées ingénieufes de cet Auteur : mais je 
nai pas cru devoir le fuivre dans la méprife où il 
eft tombé fur les Branches infinies des Courbes & 
ur leurs Points multiples, pour avoir négligé l'u- 
fage des Séries infinies, ou pour avoir voulu juger 
d'une Série entiére par fon feul premier térme. 

J'aurois tiré une grande utilité de l'Zrrrodu&tion à 
LAnalyfe des infiniment petits de Mr. EULER , fi 
ce Livre m'avoit été plûtôt connu. Son objet étant 
prefque le même que le mien, il n'eft pas furpre- 
pant que nous nous. foions fouvent -rericontré dans 
les Conclufions. Mais la différence des Méthodes eft 
auff &rande, qu'elle peut l'être quand on travaille fur 
un même füjet : ce que je ne dis point pour préfirer 
la route que Jai prife à celle qu'à tenu Mr: EULER ; 
mais feulement pour avertir le Ledteur de cette di- 
Verfité. Voici une légére idée de l'ordre que j'ai cru 

évoir füuivre. 
Premier Chapitre expofé en général la pate e 
b 2 es 
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des Lignes courbes, & la maniére de les repréfen- 
ter par des Equations. On divife d'abord les Lignes 
en réguliéres & irréguliéres. Celles-ci n'ont ni Dé- 
finition, ni Defcription règlée & connue. Celles-là 
font décrites par une loi certaine, qui conftitue leur 
effence ou leur nature. On divife enfuite les Li- 
gnes réguliéres, en celles qui peuvent être décrites 
fur une fuperficie plane, & celles qui ont une dou- 
ble courbure. Puis on expofe la maniére d'exprimer 
par une Equation la nature des Lignes à fimple cour- 
bure : invention heureufe de DESCARTES, qui ren- 
ferme le Principe, ou du moins le Germe, de tout 
ce que les Modernes ont découvert fur les Cour- 
bes. Delà on palle à la diftinétion des Lignes en al- 
gébriques & méchaniques: on definit les Courbes 
exponentielles & les interfcendantes, qui tiennent en 
quelque forte le milieu entre les méchaniques , & les 
algébriques. Onentre dans quelque détail fur la ma- 
siéré dont une Courbe algébrique eft repréfentée 
par fon Equation : On indique le moyen de difcer- 
ner fi une Equation Pets exprime une feule 
Courbe, ou l’affemblage de plufieurs. On parle des 
Branches de Courbes, finies ou infinies, réelles 
ou imaginaires. On fait voir en quel fens le cours 
d'une Ligne algébrique eft continu ; quoique la 
Courbe puifle être compofée de parties détachées. 
On montre enfin la maniére de décrire une Courbe 
en affignant la pofñtion d'une infinité de fes points; 

| non- 
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non-feulément lorfque fon Equation peut être refo- 
1uë ; mais encore eh plufieurs autres cas. II faut ROUE 
tant avouer quil manque une Mines generale 
pour cela : fi l'Algébre pouvoit la CORRE TION de 
rOit, par cela feul, tout ce qui-eft néceflaire pour la 
connoiflance des : Courbes. 
Onindique, dans le fecond Chapitre, une ma- 
niére générale de transformer l'Equation d'une Cour- 
be, quand on veut la raporter à d'autres coordon- 
nées que celles dont le raport eft exprimé par l'Equa- 
tion propofée. On donne, pour faire ces transtor- 
mations, dans les cas les plus utiles & les plus com- 
muns, des imaniéres abregées, qui peuvent être fu- 
perflues lorfque l Equation eft fort fimple, mais qui 
eviennent prefque néceflaires, ou du moins très 
commodes , quand cette Equation eft d'un dégré af- 
fez élevé, ou qu'elle eft compofée d’un grand nom- 
bre de termes. 
Le troifiéme Chapitre développe la divifion des 
18nes algébriques felon leurs différents Ordres: On 
ÿ Voit les Equations générales de chacun de ces Or- 
res » le nombre de ire termes, celui des Points 
donnés par lefquels:on peut faire paffer une Ligne 
dun Ordre donné, & le nombre des Points dans 


lefQquels une Ligne d'un‘ Ordre donné peut rencon- 


Hérune Ligne du même Ordre, ou d'un autre Or- 
TE auffi donné, 


A | Fa Règle qui détermine ce nom- 
FE ET tés importante dans la Théorie des Cour- 


XIV PREFACGE 


bes , vplufeurs grands: Géométres. l'ont. fappoe, 
mais perfonne, que je fache, n'en a donné la Dé: 
monftration. On la prouve ici, par une maniére, 
expliquée dans lAppendice N°. 2, de faire évanouir 
une, grandeur indéterminée ; au moyen de deux E- 
quations dans lefquelles elle entre. C'eft-R propre- 
ment un Problème de pure Algébre; mais les Mé- 
thodes connues ayant paru infufhifantes, on en a 
cherché une autre , qui rend la chofe facile au moyen 
d'une façon finguliére d'employer les nombres, ou 
chiffres, pour exprimer les indéterminées &. leurs 
fondions. L’ufage de cette Notation peut s'étendre 
à d'autres Recherches, & en général cette Méthode 
eft aflez féconde en Corollaires utiles dans. l'AI- 
gébre. 

La Règle démontrée dans le Chapitre précédent 
étant le fondement de la Méthode ufitée pour la conf- 
truction des Egalités, on en a pris occafion de faire 
dans le Chapitre quatriéme quelques Remarques: fur 
cette conftruction. On en dévelopele Principe; on 
en détermine létendue; on en marque les limita- 
tions. On indique fa fource des difhcultés que.Mr. 
RoLze a élevées. contre cette Méthode, & les 
moyens d'éviter furement les: inconvénients qu'il ï 
a trouvés. On propofe enfin une maniére générale 
de fixer le he & la nature des racines d'une 
Egalité, de difcerner les imaginaires.des réelles ,.& 
parmi celles-ci les négatives des affirmatives: On 


l'ap- 
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lappliqueaux Egalités du fecond,, troifiéme & qua- 
triimendégré; ce qui eft nécellaire & fuMifant pour 
la fuite de cet Effai. 
€ Chapitre cinquiéme démontre un Théorème 
fort général fur la valeur du produit de toutes les 
ordonnées d'une même abfcifle ; & il en fait l'appli- 
cation aux Courbes du fecond & du troifiéme Or- 
dre. Ce feul Théorème renferme tout ce que les An- 
CIENS ont démontré fur la comparaifon du quarré de 
ordonnée avec le rectangle des portions du diamè- 
tre dans les Se@tions Coniques :ice qui fait la plus 
rande partie de ce qu'ils ont connu de ces Cour- 
Fe On l'étend à ee Cas dont les Anciens 
n'ont, pas fait mention; .&on. donne les propriétés 
analogues des Courbes du troifiéme Ordre. Il nya 
aucune difficulté à le fuivre dans.les Courbes des 
Ordres fupérieurs. 

Dans le Chapitre fixiéme, on confidere d'abord 
deux Lignes telles que la fomme des ordonnées de 
l'une eft égale à la fomme des ordonnées de l'autre : 
ces ordonnées ayant une même abfcifle. On fait voir 
que l'une; de ces Lignes peut, en, une infinité, de 
Cas, ‘être laflemblage de plufieurs. -Droites. . & que 
toutes ces Droites peuvent fe réduire à une feule » qui 
eft alorsle Diamètre dela Courbe, On démontre que 
Chaque. Courbe a néceffairement un ou plufieurs Dia- 
metres. On définit les Diamètres curvilignes, & le Dia- 
mètre abfolu. On prouve que dans les Lignes du 7, 

cond 
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cond Ordre tout Diamètre eftun Diamètre abfolu, 
mais qu'il n'en eft pas de même dans les Courbes des 
Ordres fupérieurs. On enfeigne à chercher les Diame- 
tres abfolus d'une Courbe. On explique ce que c'eft 
qu'un Contre-Diamètre & un Centre général. On 
donne des Règles pour les trouver. 

Il s'agit dans les Chapitres fuivants de ce quil y 
a de plus remarquable dans le Cours d'une Ligne. 
Ce font fes Branches infinies & fes Points finguhers. 
C’eft par les Branches infinies qu'on divife les Cour- 
bes de chaqué Ordre en leurs Genres, & c'eft par 
les Points finguliers qu'on fubdivife en Efpèces les 
Courbes de chaque Genre. 

Pour déterminer ces Branches & ces Points, on 
n'a point de Méthode plus füre & plus générale que 
celle des Séries. C’eft pour cela quon a crû devoir 
l'expliquer avec foin danse Chapitre feptiéme; d'au- 
tant mieux que cette Méthode n'a été donnée jui- 
qu'ici que d'uné maniére imparfaite; qu'on a laiflé 
fans Démonftration une partie du proctdé qu'il faut 
fuivie; & que ce procédé, de la façon qu'il eft pro- 
polé dans les Auteurs, conduit fouvent à des réful- 
tats bornés & par à vicieux. La vraye Méthode des 
Séries eft fondée fur le Parallélogramme de Mr:NEw- 
TON, invention excellente, mais dont lAuteur n'a 
pas donné la Démonftration, dont il femble même 
navoir pas fenti tout le prix. Après lui, Mrs. Tay- 

LOR & STIRLING en ont étendu l'ufage; mais leurs 
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Règles n'ont ni la généralité ni l'exaditude nécef 
faires. Mr. S'GRAVESANDE les a redifiées jufqu'à 


un certain point. Cependant fa Méthode, qui n'eft 


qu'un abrégé de la Méthode générale, n'en confer- 


VE pas toute l'univerfalité; elle n’a lieu que dans cer- 


tains Cas, & dans ces Cas elle n’eft pas toujours au- 
tant abrégée qu'elle pourroit l'être: il en eft même , - 
où elle Peut jetter de l'erreur d'une énumération. 
imparfaite. Pour éviter ces inconvéniens; on a crû 
voir remonter aux Principes de la Méthode des 
Séries & en démontrer exactement le procédé. On 
en donne même lInvefligation, & on indique quel- 
es Moyens d'abréger les calculs à la longueur 
efquels É Méthode générale eft fujette: On s’eft 
ici ir à ce qui eît néceflaire pour la Théorie 
des Courbes. La matiére eft vafte, & on pour- 
roit en compofer des Volumes fans l'épuifer. 

e Chapitre huitiéme ef employé à déterminer 
le nombre, la nature » & la pofition des Branches 
infinies que peut avoir une Courbe dont l'Equa- 
ton eft donnée. 

Ces Branches S'éloignent infiniment ou de l'A- 
xe des abfcifles, ou de celui des ordonnées , ou de 
fun & de l'autre. Cela Re diféerne aifément, pref- 
de par la feule infpeëtion de l'Equation propofée. 

2,en indique la maniére ; après quoi on explique 
4 Miérence des Branches hyperboliques & parä- 
boliques. On donne, pour. cet effet, une idée des 
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Hyperboles & des Paraboles de tous les Ordres : 
on expofe les variétés du nombre & de la pofition 
de leurs Branches, & on fait voir en quels Cas el- 
les font réelles ou imaginaires.  Enfuite on donne 
les moyens de reconnoitre fi les Branches infinies 
qu'indique | Equation d'une Courbe font imaginai- 
res ou réelles; de décider, dans ce dernier Cas, 
fi elles {ont hyperboliques ou paraboliques, c’eft- 
àa-dire, fielles ontune Afymptote droite, ou fi el- 
les n'en ont point; & dans le Cas où elles ont cet- 
te Afymptote, de déterminer fa pofition; de trou- 
ver, dans tous les Cas, leurs Afymptotes- cour- 
bes, c'efl-à-dire la Courbe la plus fimple qui rè- 
gle la pofition, & , pour ainfi dire, la marche 
des Branches infinies de la Courbe propofée. Ces 
Règles font éclaircies par un grand nombre d'Ex- 
emples choïfiss Et ce Chapitre eft terminé par 


quelques Théorèmes généraux fur le nombre de 


Branches infinies & d'Afymptotes droites, que peu- 
vent ou ne peuvent pas avoir les Courbes des dif- 

férents Ordres. | 
Dans le Chapitre neuviéme, on établit les Di- 
vifions gén‘rales des Lignes Courbes, fondées fur 
le nombre, la nature, & la pofition de leurs Bran- 
ches infinies. On fait voir quil n'y a que trois 
Courbes du fecond Ordre; l'Éllipfe, fous laquelle 
eft comprife le Cercle; lHyperbole; & la Para- 
bole: ce qui donne, en peu de mots, ce qu'on + 
pelle 


LL ,  étnenir dim 
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pelle 1à Gonftruëétion des Lieux Géométriques. 
On réduit les Courbes du troifiéme Ordre à qua- 
tre Clafles, qui fe fubdivifent en quatorze Genres, 
conformément à ce que Mr. NEWTON à établi dans 
fon Enumération des Lignes du troifième Ordre, 
dont cet article peut être regardé comme un petit 
Commentaire. [1 y a neuf Clafles des Courbes du 
quatriéme Ordre, & chacune fe fubdivife en di- 
vers Genres; mais l'énumération en -eft comme im- 
poflible. - 11 a donc fallu fe borner à donner les 
Principes néceflaires pour réduire à fa Claffe & à 
fon Genre toute Cou donnée de cet Ordre. On 
indique feulement que celles du cinquiéme Ordre 
ont onze Clafles, & l'on propofe une Règle géné- 
rale fur le nombre des Branches hyperboliques & 
paraboliques , que peuvent avoir les Courbes d’un 
Ordre quelconque. 

Les Chapitres füuivants font deftinés à l'examen 
des Points finguliers d'une Courbe. Ces Points 
Ont ou Points multiples , ou Points d'Inflexion. 
Les Points multiples font ou doubles, ou triples, 
ou quadruples &c. Les Points d'Inflexion ont une 
Inflexion ou fimple, ou double, ou triple; &c. Les 
Inflexions d'un dégré impair font vifibles ;- celles 
d'un dégré pair font invifbles , &-ne fe manifef. 


Entique par le Calcul: on les nomme Serpente- 
ments. 


to 
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On indique au Chapitre dixiéme la maniére de 
connoitre fi un Point ailigné d'une Courbe donnée 
eft fimple ou multiple ; & dans ce dernier Cas, 
quel eft le dégré de fa multiplicité; de chercher fi 
une Courbe d'Equation donnée a des Points mul- 
tiples, où ils font, & quels ils font; de marquer 
les conditions qui peuvent donner des Points mul- 
tiples à une Courbe dont l'Equation ou la Conftruc- 
tion eft donnée. Enfin on indique quel eft le nom- 
bre de Points multiples que peuvent avoir les Cour- 
bes des différens Ordres. & quel peut être le dégré 
de leur multiplicité. On montre, par exemple, que 
les Courbes du cinquiéme Ordre ne peuvent avoir 
quun Point quadruple, & qu'alors elles ne peu-. 
vent avoir aucun autre Point multiple: qu'elle ne 
peuvent avoir qu'un feul Point triple, mais qu'a- 
vec celui-là elles peuvent avoir. trois Points dou- 
bles; enfin qu'elles peuvent avoir jufqu’à fix Points 
doubles, quand elles n’ont aucun autre Point mul- 
tiple. à 
Le Chapitre onziéme donne les moyens de difcer- 
ner les dre efpèces des Points TE ou mul- 
tiples, par le nombre & la pofition de leurs Tan- 
gentes. On y explique la maniére de mener les 
Tangentes dun Point quelconque. Cette manié- 
re». qui revient dans le fonds aux Méthodes con- 
nues & en particulier à celle des Infiniment pee 

e 
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eft démontrée ici par cette feule confidération, que la 
Sécante d'uñe Courbe devient fa Tangente lorfque 
les deux Points de fe@tion {e réuniflent en un ul. 
La folution du Problème des T angentes mêne trop 
naturellement à celui de Maximis © Minimis, 
pour quil fut permis de n'en rien dire. La Métho- 
de qu'on propole revient encore aux Méthodes con- 
nues; Mais On y à joint quelques Remarques qui, 
fans être abfolument nouvelles , ne font pas com- 
munes. Elles fervent à difcerner un Aaxiinum d'un 
Minimum, & à diftinguer les uns & les autres des 
Points multiples & des Points d'Inflexion, avec lef- 
quels il eft aifé de les confondre.’ On tire de ceite 
Méthode quelques ufages pour déterminer le cours 
des Lignes Courbes, & on finit par la maniére de 
trouver les Points d'Inflexion fimple où multiple, 
que peut avoir une Courbe d'Equation donnée. 

n entre au Chapitre douziéme dans un plus 
grand détail fur la courbure des Lignes Courbes 
en leurs différents Points. Elle fe mefure par la cour- 

ure du Cercle, qui étant uniforme dans tout le 
contour d'un même Cercle, varie {elon que le Cer- 
cle eft plus grand ou plus petit. On enfei gne à trou- 
ver , pour chaque Point d'une Courbe don- 
née, le Cercle de même courbure. La méthode 
Uon donne pour cela, & qui neft qu'une füui- 
te des principes établis dans le Chapitre précé- 

C3 dent, 
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dent, réfoud facilement ces Problèmes: Trouver 
en quels Points de {on cours une Courbe a une 
courbure donnée , une courbure infinie , une 
courbure infiniment petite, fa plus grande ou fa 
plus petite courbure, &c. On compare entr'elles 
les courbures infinies, & aufli les courbures infini- 
ment petites; & on en afligne les dégrés, en indi- 
quant pour chaque Point, dont la courbure n'eft 
pas finie, la Parabole de même courbure; car ici 
le Cercle eft inutile, puifque tout Cercle a une 
courbure finie. Cette comparaifon laifle entrevoir 
une variété infinie dans les Points finguliers des Cour- 
bes. On n'en fauroit épuifer le détail. C'eft affez 
d'en énumérer les efpèces les plus fimples, celles 
qui peuvent convenir aux Courbes des prémiers 
Ordres, autour defquelles roulent nos fpéculations. 
On ataché de le faire, dans le treiziéme & dernier 
Chapitre, pour tous les Points multiples dont font 

fufceptibles les Lignes dés prémiers Ordres. 
L'Appendice contient trois Démonftrations qui 
auroient trop interrompu la fuite du Difcours fi on 
les avoit infrées où elles font citées. Il n’y a pro- 
rement que celle du N°. 2. qui foit ne El- 
le eft extraite d'un plus long Mémoire fur ce même 
fujet, lequel devroit faire partie d'un Traité d'Al- 

ébre. 

Tel eft le Plan que je me fuis propofé dans É 
Effai. 


— pannes 
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Effai. C'eft a mes Leéteurs à juger fi je l'ai rempli. 
Jai tant de graces à leur demander , que je ne leur 
ferai point d'excufes, ni fur le ftyle , OÙ je n'ai cher- 
ché que la clarté; ni fur certains détails, que jai 
crû néceflaires aux jeunes Géométres en faveur def. 
ques Jécris; ni fur la longueur de cet Ouvrage, 

ont je fuis moi-même fürpris. Elle vient principa- 
lement du nombre d'Exemples que j'aporte pour il- 
luftrer les Règles que je donne. Je fens fort bien 
que les Savans en voudroient moins > maïs en échan- 
geles Commençans en défireroient peut-être davan- 
tage. Je puis dire aux uns, que je ne crois pas a- 
voir placé un feul Exemple fans quelque raifon par- 
ticuliére ; & j'ofe affurer les autres que je ne penfe 
pas qu'ils trouvent dans les Règles aucune dicule 
té qui ne foit éclaircie par quelque Exemple, 
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INTRODUCTION 
L’'ANALYSE 


LIGNES COURBES ALGEBRIQUES. 


CHER A PIERRE PT. 


De la Nature des Lignes Courbes en général, 
© de leurs Equations. 


ESS) O UTE Ligne eft Résuliére ou 
PAR BAT re. Les Lignes irréguliéres font 
| font décrites fans aucune régle 
ou connuë. Tel eft Le trait que 
hazard un Ecrivain. 
Point l’objet de la Géométrie 
aucune prife, 


Lrégulie- 
celles qui 
certaine , 
forme au 
Ces Lignes ne font 
: elles ne lui donnent 
Car un Géométre, pour chercher & dé- 

A mon- 


PLanc.l. 


Fig. 3 
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montrer les propriétés d’une Ligne , doit partir de fa Cxar. 1: 


Définition, ou, ce qui eft la même chofe, de la manié- 
re dont cette Ligne peut être conftruite ou décrite Mais 
les Lignes irréguhéres n’ont aucune Définition ou Defcrip- 


tion réglée & connuë , qui les diftingue de toute autre Li- 
gne. 


2. Les Lignes réguliéres font, au contraire, celles qui 
font décrites fuivant une Loi conftante qui détermine la po- 
fition de tous leurs points. Il y a quelque propriété unifor- 
me qui convient également à tous les points d’une même 
Ligne réguliére, & qui ne convient qu’à eux feuls. Cette 
propriété conftituë la Narwre ou l'Efénce le cette Ligne. 
Ainf la nature du Cercle confifte dans légalité de fes raïons. 
C'eft cette égalité des raïons qui diftingue la circonférence 
d’un Cercle de toute autre Ligne courbe, & qui détermine 
la pofition de tous les points de la Ligne circulaire , en les 
fixant tous à une même diflance du centre. 


3. Cette Définition des Lignes réguliéres convient avec 
celle des Lieux géométriques. Les anciens Géométres don- 
noient ce nom aux Ligues, Droites ou Courbes, dont cha- 
que point étoit également propre à réfoudre un Problème 
géométrique indéterminé, | 

Si l’on propofë, par exemple , de décrire, fur une Li- 

" gne droite donnée AB, un Triangle d'une grandeur don- 
née: ce Problême eft indéterminé ; parce que fur la Droite 
AB on peut décrire une infinité de Triangles égaux, qui 
feront tous de la grandeur donnée, & qui donneront ainf 
une infinité de Solutions. Comme tous ces Triangles égaux 
AcB, ACB, AcB &c. ont leurs fommets c, C,c, &c. 
fur une même Droite cCc paralléle à AB | Eucr. 1. 37], 
cette Droite cCe eft ce qu’on appelle le Lrez des fommets 
de tous les Triangles égaux à ACB décrits fur la ba AB. 

De 


«1. 


ns 


ee 
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Cuar. I, De même, fi l’on demande de décrire un Triangl: re PLanc. L 
Je 3: angle für lhypothenufe donnée DE; on propofe un Pro- Fig: 2, 
blême indéterminé, Car la circonférence DFE , décrite fur le 
diamétre DE, a cette propriété [ Ever. IL 31 ] quefi d’un 
de fs points quelconque F on tire deux Droites F D , FE 
aux deux extrémités du diamétre DE , ces deux Droites fe- 
ront avec le diamétre un Triangle reétangle. La circonféren- 
ce DFE eft donc le Lies des fommets de tous les Triangles 


rcétangles qui fe peuvent décrire fur Phypothenufe don- 
née DE, 


4. Les Lines fe divifent encore en celles qui peuvent être 
tracées {ur une furface plane , & celles qu’on ne peut décrire 
que für une fürface courbe. Un grand Geométre moderne *, 
qui a confideré ces derniéres, les appelle Coswrbes à double 
tomrbure. On conçoit qu’en général elles font plus compli- 
qe que les Courbes à fimple courbure, qui peuvent être 

écrites für un plan. Dans cette Introduétion nous nous 
bornerons à celles - ci , dont les propriétés fervent de fon- 
dement aux recherches qu’on peut faire fur les autres. 


5: Des Carres + eft le premier, je pen, qui ait 
entrepris d'exprimer la nature des Lignes par des Equations 
algébriques. Voici comment il s'y eft pris. Dans le plan, 
für lequel une Ligne comme M À cit tracée, on choifit à 
volonté un Point fixe , qu'on nomme l'O"gire, par lequel 
on méne à difcrétion deux Droites AB, AD. De caque 
Point M de la Ligne M 41 on méne des Droites MP , M 
paralléles aux Droites AB, AC, & qui y font termi ées ré- 


ciproquement. L'une, comme MP ou fon égale AQ, 
nomme l’Ordonnée ou l'Appliquée. L'autre, comme MQ ou 
2 fon 


* Mr. CLAIRAUT , Recherche Jar les Courbes à double courbure. 
4°. Paris 1731. 


T Géométrie, Livre I. & II. 
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Praxc.I. fon égale AP , fe nomme la Cospée ou l’Abfaffe. C’eft pour- Car. M 
quoi la Droite AB s’apelle la Ligne ou lAxe des abiffes où $:5 
des compées , & la Droite AD la Ligne où lAxe des ordon- 
nées où des appliquées. Et l’on fe {ert du mot de cordon | 
nées pour exprimer en commun l’ab{ciffe & l’ordonnée d’un : 
même point. MP & MQ, ou MP & PA, ou enfn MQ 
& QA font les coordonnées du point M. 


6. Chaque point d’une Ligne réguliére ayant une pro- 
priété commune [. 2 ], qui cara@térife cette Ligne & di- 
ftingue les points qui lui apartiennent de ceux qui ne lui 
aparticnnent pas ; cette propriété fe réduit ordinairement à 
un certain raport entre les coordonnées, lequel fe peut fou- 
vent exprimer par une Equation algébrique indéterminée. 
C'eft cette Equation qu’on apelle l'Eywarson de la Ligne 
dont elle exprime la nature. 

Fig. 4. Soit par ex. le Cercle mMu» M, décrit du centre C 
avec le raion donné CM: On demande lEquation qui ex- 
prime la nature de fà circonférence. Qu'on prenne à vo- 
lonté le Point À pour l'Origine, AB pour la Ligne des ab- 
cifles , & AD perpendiculaire à AB pour la Ligne des or- 
données. Si d’un point M, pris à volonté für la circonfe- 
rence, on méne MP, MQ paralléles à AD, AB; elles fe- 
ront les coordonnées du point M. On cherche donc l'é- 
quation indéterminée qui exprime leur raport d’une manié- 
re générale, c’eft-à-dire, qui exprime, non le raport par- 
ticulier des Droites MP , MQ tracées dans la Figure, mais 
le raport général de l'abfcife & de l’ordonnée d’un point 
quelconque de la circonférence, Cette équation doit fe dé- 
duire de la propriété commune à tous les points de la cir- 
conférence M M, qui confifte en ce que chacun d'eux 
eft à une même diftance donnée CM du centre C. Cette 
propriété dépend donc & de la grandeur donnée du raion 
CM, & de la pofition donnée du centre C. La poñition 

du 


| 


ee 


Cuar. LI. 
8.6. 
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du centre C par raport aux Droites A 
tout Æ doit raporter , eft fixée en Menant les. Droites CF 5 
GE parallèles à AB, AD. Car, le centre € & les Droites 
AB , AD étant donnés de pofition, la grandeur des Droites 
CF, CE cft donnée; & réciproquement les Droites CE 3 
CF étant données de pofition, la pofition du centre C eft 
fixée. Défignons ces Droites données par des lettres , en 
nommant CE, #4; CF, 2; & le raion CM 57. Les lettres 
4, b,7, marquent donc des £randeurs conffantes , qui re- 
ftent toujours les mêmes > n quelque endroit de la: circon- 
férence qu’on prenne le point M; parce que leur grandeur 
et indépendante du choix de ce point M. Mais fi on dé- 
figne l'abfciffe AP, ou MQ, par la lettre x, & l’ordonnée 
MP, ou AQ,, par la lettre y; ces deux lettres x & y ex- 
primeront des &r'andeurs variables. Car, comme on cher- 
che une équation qui Convienne également à tous les points 
de la circonférence , une équation qui exprime également 
le raport des coordonnées AP > PM du point M, & des 
Coordonnées A7, #u de tout autre point # de la circon- 
férence ; la lettre x doit défigner indiféremment labfeifte 
AP & lablcifle Ar, & en général une ab{Giffe quelcon- 
que; & la lettre y doit marquer également l’ordonnée PM 
& l’ordonnée x, & en général une ordonnée quelcon- 
que : obfervant {eulement que, dans l'équation, + & Dex= 
Priment les coordonnées d’un même point , mais quelcon- 
due: Pour fixer les idées , attachons nous au point M. Si 
°A ordonnée MP coupe la droite CF en G, on aura GM 
RG MR CE CGR CE 
— FG—C RE Mile triangle CGM 
étant rectangle ; les quarrés de GM & de CG enfemble font 
égaux au quatré de lhypothenu CM. Donc (y— 4 ÿ 
+( b—xY ==7T ; OÙ yy — 24)+ aa + bb — 53% + xx 
77 Cette équation n’eft Pas particuliére au point 

: elle convient auf bien à tout autre point de la cir- 


À 3 confé- 


$ 


B, AD, auxquelles PLaxc.I. 


PLANC.I, 
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conférence , par ex. au point g. Car, à ce pointu,on a Crur. L 
ETS 


uy—=ur—7yur7—CE—y—4, & Cy—=Fy 
FC Am FC x 2 De plus Cu—CM 
—7r. Donc l'équation py°+ Cy — Cu, que donne le 
triangle reétangle Cyu, exprimée analytiquement , eft 
G—aY + Cx— DY 77, Où y — 24) + 44H XX 
— »2bx + bb —7rr, qui eft précifément la même que cel- 
le du point M. 

Ainfi cette équation exprime analytiquement la nature 
du Cercle. Elle eft du genre de celles que les Analyites 
nomment #rdéterminées | parce qu’elles contiennent deux 
inconuës , ou plutôt deux variables, qui ont chacune 
une infinité de valeurs, mais qui font tellement enchainées 
l'une à l’autre par le lien de l'équation, que la détermina- 
tion d’une de ces variables emporte la détermination de 
l'autre. Dans cette équation yy —— 24) + 44+ xx — 24% 
+ bb rr, fi lon veut que la variable x répréfente l'ab- 
file déterminée AP, que je nommerai c, l'équation indé- 
terminée fe change en cette égalité. déterminée yy— 247 
Hana cc —2bc+bb=rr, où y, qui n’eft plus une va- 
riable mais féulement une inconnuë , exprime la valeur de 
l'ordonnée déterminée PM. Et fi l’on donne à x la valeur 
d, que je füppof être celle de lablciffé A7, l'équation 
indéterminée fe transforme en cette égalité déterminée y» 
— 2ay + 48 + dd — 2bd+ bb —=rr, où y maintenant dé- 
terminée exprime l’ordonnée z. 


7. On auroit trouvé une équation plus fimple pour ex- 
primer la nature du Cercle , en choififfant mieux la poñ- 
tion de l’origine. Si on l’avoit prife au centre ; laiffant toù- 
jours les coordonnées perpendiculaires l’une à l'autre , Pab- 


{ile x auroit été CP, & l’ordonnée y auroit été PM; & 


le triangle reëtangle C PM faifant voir que les quarrés des 
deux.coordonnées font enfémble égaux au quarré du rayon, 
on 


nm 


RE 


ET DE LEURS EQUATIONS. 7 
CH. I On auroit cu, pour l'équation du Cercle y XX DIT. PraxCL 
S.7. Une même Ligne peut donc être défignée par des Equa- 
tions différentes , qui la repréfentent chacune, pour ainfi di- 
re; fous fon point de vuë, Et l'Analyfe des Courbes con- 
file en partie à déterminer la pofition des Axes, de telle ma 
Lieu en réfulte, pour exprimer une Courbe, léqua- 
tion la 


plus fimple ou la plus convenable au but qu'on 
propofe. 


8. Maïs, avant que d'aller plus loin , il eft 
de remarquer ici, qu'il y a des Courbes réguliéres dont 
on ne peut pourtant exprimer la nature par, aucune équa- 
tion analytique. 

Si on décrit, par ex. fur le diamêtre AB , un Cercle Fig. 6: 
ADB, & qu'abaiflant de chaque point D de la circonfé- 
rence une perpendiculaire DP für le diamétre AB , on la 
prolonge en M jufqu’à-ce que PM foit égale à l'arc corref- 
pondant AD : la Courbe AMC, qui pafle par tous ces 
points M, fera réguliére, étant décrite füivant une loi uni- 
forme. On ne fauroit pourtant la repréfenter par aucune 
équation algébrique , parce que prenant les Sinus verfes : 
AP pour les abfciflès, on n’a aucune maniére algébrique 
d'exprimer leur raport aux arcs AD, ou aux ordonnées 
P M qui font égales à ces arcs. 


Ces fortes de Courbes font apellées zrærfendantes , me 
fPAHques, Où rrationelles ; pour les diftinguer de celles 
quon peut repréfenter par des équations algébriques | & 
qu'à caufe de 


cela on nomme Crbes algébriques | géomé- 
ITIQUES | OÙ yartonelles. 


C’eft furtout pour les Courbes 
tranfcendantes qu’on a befoin du C7 des infiniment pe= 
#5, qui fournit des éq 


uations propres à exprimer la na- 
ture de ces Courbes, 


à propos 


9. Entre 
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9. Entre ces deux genres de Courbes, les algébriques cuir. LM 
es tranfcendantes, on peut placer le genre des Cowrbes  S:2 
exponentielles. C’eft le nom qu’on donne aux Courbes dont 

la nature s’exprime par des équations, où il n'entre , à la | 
vérité, aucune grandeur infinie ou infiniment petite, mais 2 
qu'on ne peut pourtant pas raporter aux équations algé- 

briques ordinaires , parce qu’elles renferment des termes 

qui ont des expofants variables. 

Une des plus fimples Courbes en ce genre eft la Loga- 


P£caxc.lI, & 1 


rithmique , repréfentée par l'équation y — La "Sa nature 
confiite en ce que, les abfGiffès_ étant prifés en progreffion 
arithmétique , les ordonnées font en progreffion géométri- 
que. Si on défigne par l'unité la différence qui régne dans 
la progrefion des abfafiès, & par 1:4 la raifon qui ré- 
gne dans la progreffion des ordonnées , on verra que fi 
lordonnée à l’origine eft 2, les abfciffes 

oO I sn 2L00 TS ITR A 0 5 : &c. 
qui font en progreffion arithmétique , auront les ordonnées 
nn) NL nt LD PR PNEU LR TS 
en progreffion géométrique. Donc en général à l'abfcife x 


x. 
répond l’ordonnée 4 


Ainfi, nommant cette ordonnée 


y, l'équation de la Logarithmique fera y — 44" 


On peut rapporter à ce genre , ou plütôt à un genre 
intermédiaire entre les Courbes exponentielles & les algé- 
briques , celles que Mr.Ler8 n1T2 nomme erffendentes, 
Ce font celles dans l'équation defquelles on trouve quelques 
termes avec des expofants irrationels: comme dans l’équa- 


tion V2 HE) — LA 


10. Nôrre deflèin n’eft point de parler ici de toutes ces 
fortes de Courbes. Les algébriques nous offrent aflez de 
fingularités & de variétés. Elles font ou finies, ou infinies, 

ou 


nds un ge + mm a — qe pepe 


ET DE LEURS EQUATIO N«. 
ou mixtes. Une Courbe cft infinie 


9 


> Quand elle a des bran- PLaxc.L. 
comme les Courbes A MaCr. - 

, = ’ Le 7° 
D; E, F. Une Courbe ct finie; quand , renfermée dans un 
cfpace borné , elle retourne fur elle-même ; foit qu'elle ne 
affe qu'un fimple tour, comme le Cercle, ou l'Ovale G x 
foit qu’elle note & renoüce plufieurs fois , comme un 


Huit-de-chiffe, ou un Las- d'amour , &c. H, 1, K, L,: Fig. 
M. Enfin, elle eit 7 


16, quand après avoir fait quelques 
tours & détours dans un efpace fini où elle repafle fur 
elle-même, elle jette enfin des branches à l'infini ; comme 
NSO:P; Q. 


: La partie finie d’une Courbe qui renferme F£ 2: 
+ . . \ 

un cfpace s’apelle une Fewi/e, & le Point où là Courbe 

fe coupe elle- méme fe nomme un Ne. 


° A ro . 
ches qui vont à l'infini , 


11. Toures ces inflexions & ces courbures, & en 
général toutes les fingularités des Courbes algébriques , 
dont le $. précédent n'indique qu’une partie , font fi fidé- 
lement exprimées par l'équation qui en marque la nature, 
que la Courbe tracée für le papier ne préfente rien aux 
yeux qu'on ne puifle lire dans fon équation , quand on 
entend ce langage. Il arrive même fouvent que lAnalyfe 


trouve dans une Courbe , par le calcul de {on équation , 
des fingularités que les Sens ne pourroient jamais décou= 
vrir, 

Pour { faire une idée de la 


maniére dont une équa- 
Uon repréfente le contour d’ 


une Ligne , il faut concevoir 
que l'abicifte , qui eit zéro à Origine , va en croiffant 
Par tous les degrés imaginables jufqu’à l'infini, tant négatif 
que poñitif, La fettre #3 qui défigne Pabfciffe, prend donc 
fuccefivement une infinité de valeurs différentes | pofitives 
& négatives. Ces valeurs ; fübfituées l’une après l’autre 
dans l'équation indéterminée de la Courbe, la transforme- 
roient en autant d'égalités déterminées , Où l’on né verroit 
Plus d'inconnuës que y, dont les valeurs. font les racines 

Ltred à PAnabfe des Lignes Courbes. RE 
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Prancl, de ces égalités. Ces valeurs , ou ces racines , expriment Cuar L 
les ordonnées qui répondent à chaque abftifle. Ainfi cha= Sr: 
que abfciffé porte à fon extrémité une ou plufieurs ordon- 
nées, füivant qu'il y a une ou plufieurs racines de l’égali- 
té en laquelle fe transforme l’équation de la Courbe, quand 
on füubftituë à x la grandeur de l’abfciffe. La Ligne, paf 
fant par toutes les extrémités de ces ordonnées , aura! au- 
tant de branches qu’ a de valeurs différentes dans l’é- 
quation. Et quand lAlgébre peut donner ces valeurs , 
leur examen fait connoitre fi les branches auxquelles elles 
fe raportent font finies ou infinies , quel eft leur cours , 
& leur pofition ; en un mot, tout ce qu’elles ont de re- 
marquable. 

Ainfi dans l'équation du Cercle, qui a été donnée au & 
6, 9) — 24y+ aa +bb— 2hx + xx —7r, Où yy — 24y 
aa rr—bh+obx— xx, foit Cy— 4) —rr — bb 
+ 20x — xx, y a deux racines ou valeurs différentes , 
fçavoir a+ ÿCrr—bh+obx — xx), & a— Y(Crr — bb 
+ 26x— xx). C'eft pourquoi chaque ab{@iffe A P [x] a 
#4. deux ordonnées [y] PM & PAZ La Courbe a donc 
deux branches, qui font les deux demi - circonférences, la 
fupérieure mMy», & linférieure mA». La premiére paf- 
fe par les fommets de toutes les ordonnées PM [ y] égales 
à a+ ÿ/Crr— bb+2bx — xx ), & la feconde par les 
extrémités de toutes les ordonnées PAZ [y] égales à 4 — 
Cr — bb + 2bx — xx). 
© Mais dans cette autre équation indéterminée xx-L Gax 


À pes née — 


1... k DE XX $ 
E $44— Gay — 0, y N'a qu'une feule valeur a +*-He 


Chaque abfcifle de la Courbe, que cette équation repré- 
fente, n’a donc qu’une feule ordonnée. À proprement 
parler , la Courbe n’a qu’une feule branche : mais cette 
Re eft quelquefois comptée pour deux ; parce qu’elle 
s'étend à l'infini du côté pofñitif & du côté négatif. 
12,.Non- 


A 


Cuar. I, 
if. 12. 
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12. Non-feulement l'équation d’une Courbe indique le 
nombre de fes branches, elle marque encore leur pofition. 
Les valeurs pofitives de x marquent des abfciffes pofitives , 
& les valeurs négatives de + défignent des abfciflès négati- 
ves, De même Îles ordonnées pofitives font indiquées par 
les valeurs pofitives de 73 & les ordonnées négatives, par 
les valeurs négatives de ». L'ufage, mais arbitraire & li- 
bre , eft de prendre les abfcifles pofitives à la droite , les 
négatives à la gauche; les ordonnées pofitives au deffus de 
lAxe des abliffes , les négatives au defflous. De là les 
noms donnés aux quatre angles que font entr’eux les deux 
Axes. L’angle BA D f nomme Angle des abfifes & des 
ordonnées pofitives , où Angle des coordonnées pofitives | par- 
€ que tout point de la Courbe qui fe trouve dans cet an- 
gle a fon abiciffe & fon ordonnée pofitive. Par une raifon 
lemblable, BAd eft l'Angle des abiifés pofitives & des or- 
données négatives, D Ab lAngle des abfiifes négatives & 
des crdonnées pofitives, & enfin dAb fe nomme Angle des 
abfüifes & des ordonnées négatives, où l'Anglé des coordon- 
nées négatives, Les deux angles oppofés DA B, d Ab s’a- 
pellent, d’un nom commun, les Angles des coordonnées de 
même figne , & les angles oppofés BÂd, bAD font les 4- 
gles des coordonnées de différens fignes. BAD, BAd font 
les Angles des abfiifes pofirives \| DAb, dAb les Angles des 
abfiifès négatives ; BAD, DAb les Argles des crdonnées 
Pofitives | B Ad ; bAd les Angles des ordonnées négatives. 


13: Quand PAnalyfe peut réfoudre l'équation d’une Li- 
gne; fes racines font connoître la pofition des branches de 
cette Courbe, elles indiquent dans quel angle, ou dans 
quels angles, tombent ces branches, Lorfque , dans une ra- 
cine, les x étant pofitives les 7 le font auffi , la branche 
que repréfente cette racine eff dans Pangle des coordon- 
nées pofitives : mais fi les x pofitives donnent des y né- 


2 gatives 3 


PLANC, IL. 


Fig, 7. 


Pe£ II, 
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gatives, la branche eft dans l'angle des abfifles poñitives Cuar. E 
& des ordonnées négatives. Que fi les x négatives rendent $:23- 


les y pofitives, la branche tombe dans l'angle des abicif- 
fes négatives & des ordonnées pofitives : mais fi aux x né- 
gatives répondent des y auffi négatives, la branche tombe 
dans Pangle des coordonnées négatives. 

Ainfi dans la Courbe que repréfente l’éq : xx+ 6ax 


HS44— 647 —0 , Où PE + x +54 [$ 11], Pé- 


quation fait voir qu’à l'Origine, où x eft zéro, la valeur de 


fig. 10. y Cf 24. Aa—$4a eft donc la grandeur de la prémiére 


ordonnée. Suppofant enfuite x pofitive , on voit qu’à me- 
fure qu’elle augmente, les termes _. & x augmentent auf, 
fans que le terme conftant £4 diminuë ; ce qui prouve que 
Pabfcifle x croiflant, l’ordonnée y [= +x+ia)], qui 


eft poñitive, croit auf. Donc du coté des abfaffes. pof- 
tives, la Courbe n’a qu’une branche ad , qui tombe toute 
entiére dans l'angle des coordonnées pofitives, & qui, par- 
tant de l'extrémité a de la prémiére ordonnée Aa, s'éloigne 
à l'infini & de l’Axe des abfcifles & de l’'Axe des ordon- 
nées. 

Pour connoître le cours de cette Ligne du côté des 
abfcifles négatives, on fera x négative, ce qui change l’éq. 


XX XX Ÿ y _ 
——LxLsa en y———x+is Où l’on voit 
56 cas +2 7. Ga 6 


; XX 
que x étant moindre que 64, eft moindre que x, de 
façon que le terme conftant :# eft moins augmenté par le 
ë 8 
PE EE 7 SET | , . 
terme pofitif ZA AU diminué par le terme négatif — x, 


L’ordonnée y va donc d’abord en décroiffant , à mefie 
que 


ER  — EP tm gt 


+ 


A 
W 
. CH 
E 
7. 1 
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= , . Û . 7 . “ , F \ 
Cr, I. que x négative augmente, fi bien que y, qui étoit à l'O- PL I 
13: rigine ? 4, diminué jufqu’à devenir zéro, quand x eft de- 


13 


= aa : 
venue 4. Car alors y cft om SU 24 — 0. Si donc on 


prend labfciffe négative AE égale à 4 ; lordonnée de cet- 
te abfcifle {era zéro, c’eft-à-dire , que la Courbe aË paiie- 
ra par le point E de l'Axe des abfcifes. L’abicifie x con- 
tinuant, à croître du côté négatif, les ordonnées devien- 
nent négatives ; & reflent négatives jufqw'à-ce que # jo 
devenuê s4— Al, Alors ordonnée elt de nouveau éga- 
le à zéro [ y— TE — satia—0], La Courbe, 
après s'être enfoncée au deflous de l’Axe des abfciflés ju 
qu’à un certain terme, remonte & coupe de nouveau cet 
Axe au point 1, éloigné de l'Origine À de la diflance 5 4. 
L'abfcifle x continuant à croître » toujours du côté négatif, 
Pordonnée y redevient poñitive , & {e trouve égale à la 
prémiére ordonnée Aa[ 22] quand x vaut 64 Après 
quoi xcroïflant toûüjours , le terme pofitif = l'emporte 
toûjours fur le terme négatif — +, 
toüjours en augmentant à mefure que l'abicifle augmente, 
ce qui donne la branche infinie Im » qui S’éloigne à l'infini 
de l’un & de l’autre Axe. 

On faifira parfaitement ce détail , & On verra fenfble- 
ment quel eft le cours de la Ligne, f on füubfitué fucceffi- 


& l’ordonnée y va 


! XX É 
VeHEnts scans éqy— M t*+éa, différentes valeurs 
2224544370; TT; — 24, —34, 
£ 44 , ! $4 —— 64 Sur 74, OC & lon trouvera qu'à 
ces abfciffes répondent les ordonnées S34 , 314, 24,4, 
SOS RP —— 74 754,0, 4, 24, Ge, Ce calaul 
fait, Onpourra décrire PAT parnts cette portion de la Cour- 


” 


be 
3 


au lieu de x, comme 34 


Pc, IL 


Fig. 10. 


Fig. 114 
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be qui s'étend depuis l'abfGifle 34 jufqu'à l'abliffe 74 
c'elt-à-dire, qu’on pourra affigner onze points de la Cour- 
be, affèz près les uns des autres , pour qu'il foit aifé de 
la décrire avec quelque exa@itude en traçant d’une main 
hardie une Ligne courbe par ces onze points, Pour cet 
cfièt , ayant mené deux Droites AP, AQ, qui fe croifent, 
à angles droits fi l’on veut, au point A choifi pour l'Ori- 
gine >, on prendra fur l’Axe des abfciflès AP , du côté 
droit ; trois parties AB, BC, CD égales à la Droite don- 
née 4, pour avoir les trois abfciffes poñitives AB —4 , 
AC— 24 & AD—34, & du côté gauche fept parties 
auf égales à 4, pour avoir les fept abfcifles négatives AE 
4) AF—— 24, AG—— 34, AH—=— 44, 
A 54, AL — 64, AM—— 74. Par les points 
D, C,B;Ë,F,G,H,1,L, M, on ménera des paral- 
léles à AQ, qui feront les ordonnées de ces abfaifles, & 
on leur donnera les longueurs convenables , en faifant Dd 
34, Cc—3;4, Bb—24, Aa—:4, Ff——:4, 
GG—— a, Hh—=—;4, Ll—:54%, Mm—>24 Les 
points d,c,b,a,E,f,g,h,1,1, m, ainfi déterminés 
{ont tout autant de points de la Courbe que repréfènte 


l'éq : J=E+x +4 OÙ Xx + Gax + $44 — Gay 0: 


& comme ils font aflez près les uns des autres, fi la Droi- : 


te 4 cft fort petite, on f& repréfentera aflez bien la forme 
de cette Courbe, en traçant une Ligne par tous ces points. 
Autre Exemple. Si on examine de même la Courbe 
repréfentée par l'éq: xxy + 24x%y —4xx + «ay — 0, ou 
ax x x 

PTT 24Xx + 44 ne PRE 
donne auffi y—o , ce qui montre que la Courbe pale 
par l'Origine A, Prenant enfüite fuccefivement diverfes ab 
{cifles , toutes pofitives & toûjours plus grandes, c’eft-à- 
dire x augmentant toûjours , le numérateur & le dénomi- 
nateut 


YŸ , on verra que x —0 


> Cuar.T. 


S. 13. 


ha | dis 


4 Siaie 
STONE, 
és ee 
EE 


GCuar. IL 


S-13. 


ET DE LEURS EQUATIONS. 15 


* * ® 
nateur de la fra@tion aLx U8MEntent auffi ; mais le nu- 
mérateur augmente plus à 


proportion que le dénominateur, 
Ainf 


X 

la fraction = & la valeur AGE Y de l’ordon- 
née y vont en croïffant, de forte que la branche AB, qui 
eft du côté des ablGiffes pofitives , eft toute enticre au def. 
fus de la Ligne des abfeiftes ; & s’en éloigne de plus en 
plus. Elle ne s’en éloigne pourtant pas à Pinfini, mais {u- 
lement d’une diflance égale à la Droite donnée # Car 
quand x féroit infinie, 


elle feroit cenfe égale à 44 x , & 
à . X x L'RES- 
ui eft toujours #( -*_ »: feroit égale à 4( 2: ne: 
2. q Gr) 8 (Cr) 


Du côté des abfciffes négatives, le cours de cette Cour- 

€ elt plus fingulier. Pour fe reconnoitre ; on fera x né- 
Bative dans léq : xxy+ 24XY — axx + aay —o de la 
Courbe, ce qui la transformé ED AXY — 24%) — quix 
Fe ns x LUE 

#9 —0, qui f réduit à y—»# ° ou4 4 
y > q } Css) CE, 


grande ou plus petite qu’z. Voïons 


air que plus x augmente, plus le nu- 
L . X , 
Mérateur de la fraftion x; Augmente, & plus le déno- 


Minateur diminué, L'augmentation de l’un & Ja diminution 
° Autre concourent à faire augmenter la fra@tion. ‘Ainf 
L L X =: 

lordonnée y [aG 2 y] augmente avec l’abfcifle , 

mais fi rapidement qu'elle devient infinie quand labfiffe x 

[AC] et devenuë égale à % Car alors } [CD] « 
3 

a 


sh, 
—— « 


PT < 


A 4 


Or une: grandeur finie 4° divifée 
Parle zéro repréfnte Pin 


fini , parce que le fini contient 
une 


Pc, I, 


RE EP 


SERRES 


Pc. II, 
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une infinité de fois le zéro ou plûtôt l'infiniment petit. Cxar. I. 
Après cela l'abicifle x étant plus grande qu’# , l'ordonnée $ 13: 


X 


Ja Ÿ eft d’abord exceflivement grande, parce 


que le dénominateur x — 4 eft excellivement petit. Mais 
à mefure que x augmente , le dénominateur augmente & 
même dans une plus grande proportion que le numérateur, 
de forte que la fraction diminuë & avec elle lordonnée y. 
Cependanticette diminution a fes bornes : car quand lab- 
(ile eft infinie, le dénominateur x — 4 elt cenié égal au 
numérateur x, puifqu'il n’en différe que de la grandeur fi- 
nie 4 qui meft rien auprès de linfinie x. Alors donc y 


ef a(Ë Y —4. Cette branche-EF de la Courbe, ui ré- 
& q 


pond aux abfüiffes négatives plus grandes qu’, vient donc 
de l'infini en s’aprochant de PAxe des ablciflès : mais elle 
n’en aproche point plus que de la diftance 4. Et tout le 
cours de la Ligne eft à peu près vel que le repréfente 
BADEF‘dansla Fig. 113 qui a été tracée par points, füi- 
vant le calcul des ordonnées , dont voici le réfultat. 

a — inf 34, 24, 4, OA 34) Ë 4, 4, —1 LA y—24;—3 4 ymmuife 


; à 
DA 314 $4) 340 > 45 4) ga inf, 94, 44, £a, 4. 


14. De ces deux Exemples, quoïque particuliers ; on 
peut tirer deux Conclufions , qu'on verra fans peine être 
générales. è 

La prémiére , c’eft qu'une Ligne algébrique pañle par 
l'Origine , quand fon équation eft telle que x étant fuppo- 
fée: égale à zéro , y — 0..€n eft «une des racines ; ou.fi 
l’on aime mieux , quand y étant fuppofée égale à ZÉO ; 
x —0o en cft une des racines. 

Ainf ; dansile fecond Exemple [ $:- prés. ] , filon fait 
x 09; l'Éq à, 4x7 24%) —r XX 44) = 9 fe réduit à 

e #4) 0 


que us 


SE 


ds... 


. Aucun terme qui ne renferme. n 


quelque x s’évanouifene : 


‘quels points une Ligne algéb 
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Gt 430, dont y—0o.cft la feule-racine. Donc à l'abfeine 
J14 yéro, c'elt-à-dire à l'Ori 


gine , lordonnée ct zéro. La pré- 
miére ordonnée eft. donc fans longueur, elle & réduit à 
un point, & la Courbe , qui pafie eflentiéllement par le 
fommet de toute ordonnée, pafle par l'Origine. 

Or #=—o donne y—o, toutes les fois que dans 
l'équation d'une Ligne il n’y a aucun terme tout conftant, 
i x niy. Car, dans octre 
, tous les termes où il y a 

& tous les termes qui reftent 
font multipliés par y, puilqu'il n’y avoit aucun terme qui 
n'eut ou.x où D: Ces termes reftans sévanouiroient 
donc par Ja fuppoñition de y —0. 11 font donc entreux 
ane équation dont »—o eft une racine. Ainfi à l'abfif 
5 *—=0 répond au moins une ordonnée yo. Donc 
la Ligne, dans l'équation de laquelle il n’y à aucun terme 


équation là , fi l’on fait x-—o 


tout confiant ; pafle par l'Origine, 


15. La fconde Condlufon ,-C'eft qu'on trouvera en 


rique coupe l’Axe des ordon- 
ans léquation de cette Ligne. 
quation transformée détermine 
igne rencontre l’Axe des ordon- 


nées, en faifant x——o d 
Les valeurs de y dans lé 
ront les points où la L 
Déc y 
Ainf dans le premier Exemple dû &. préc. en faifint 
2 e è xx ’ 6,54 
*=—0o dans l'éq: PT HxHE4, on(hréduit à y — 
La, . C’eft Pourquoi la Courbe ne pafle Pas par l'Origine 
À, païce Que x—o ne donne PAS ÿ = 0 : mais elle pale 
par le point à de la Ligne des ordonnées , qui eft à Ja 
diffance Aa—;# de l'Origine, parce que x — o donne 
== #4, 
De même, on aura les points où une Ligne algébri- 
que coupe l’Axe des abfiffes, en cherchant les valeurs de 
Totrod, à l'Analyfe des Lines Courbes, C x dans 


P£,. IL 


Fig, 10, 
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x dans l'équation transformée par la fubfitution de zéro Car. 


au lieu de y. 
k S xx 
Dans la même équation = TX + La où xx + 


Gax + s da — Gay —0, fi l'on fat y—0, on aura xx 
+ Gaxtsaa—o, qui a deux racines x——4, à 
x—— 54 Ce qui montre que la Courbe rencontre 
PAxe des abltiflés en deux points E, 1; fçavoir, aux ex- 
trémités des abfcifles AE[— #1] & AI [— 54]. 


16. C’esr donc les abicifiès & les ordonnées, qui, 
fuivant qu’elles font poñitives ou négatives; déterminent 
la:poftion des branches: d’une Ligne algébrique, & qui 
font connoître dans lequel des quatre angles des coor- 
données elles fe trouvent. Ces ordonnées méritent enco- 
re:plus d’être confidérées te l'équation les donne ima- 
ginaires *, quand elle les détermine à ceffèr d'être poñfibles. 
Alors la Courbe manque dans toute l’étenduë où les or- 
données font imaginaires. Elle manque tout-à-fait ; ou, 
pour mieux dire, Péquation ne repréfente aucune Cour- 
be, lorfque fes racines font toûjours imaginaires. 

Telle eit l'équation yy+xx +rr— 0, dont les raci- 
nes p— ÿC—rmr—3xx) —o, &y+V(—r—xx) = 0 
font eflentiellement imaginaires , quelque valeur qu'on 
donne à x. 

Mais il arrive plus fouvent que la Courbe ne manque 
qu’en partie. Cela a lieu quand les racines qui expriment 
les ordonnées font réelles dans une certaine étenduë , & 
imaginaires dans une autre étenduë, Soit que la Courbe 
renfermée, comme le Cercle, dans un certain efpace ne 
s’étende point au-delà, ni d’un côté ni de l'autre. Soit 
qu’allant à l'infini d’un côté elle.ne pañlé point crises 

ornes 


* Hif. de l'Acad. 1729. pag: 41. 


S. 15. 


+ 


de + > rie ft 


CHap.L 
ÿ: 16. 
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bornes de l’autre. 
d'autre elle laiffe 
où les ordonnées 


19 
Soit qu'étenduë à l'infini de part & 
dans Le milieu un ou pluficurs efpaces 
à font imaginaires. Alors il y a dans ce 
milieu des vuides qui féparent les parties de fa Courbe, 

Soit propofée l'équation D — 967) — xt + 100 %% 
== , qui, réfoluë par la méthode ordinaire pour les 
équations du fecond degré, fe trouve avoir ces quatre ra- 
cines , 

V— + V (48 + Y (xt— 100xx + 2304 )) 

I + V (48 — Y (xt — 100%% + 2304) ) 

D TV (48 + ÿ C xt— 100%x + 2204 )) 
JI=—Y(48— 17 (xt — 1OOXX 2304 )) 


Où l'on voit 1°, Qu'en général à chaque abfGifle x ré- 
pondent quatre ordonnées 3 ; hors les cas où quelques- 
nes, ou bien Îes quatre » deviennent imaginaires. 

2”. Que les deux prémiéres racines , Étant pofitives , in- 
diquent dés branches qui font au deffus de la Ligne des 
abfcifies , au lieu que les branches repréfentées par les deux 
derniéres racines > qui font négatives ; tombent au deflous 
de la Ligne des abicifiès CK. 13). 

3. Que la prémiére & troifiéme racine ét 
ment les inêmes , fi ce n’eft que la prémiére 
& la troifiéme négative ; 
miére eft femblable 


DS une poftion r 
IE au deffous de | 


ant précifé- 
et pofitive 
la branche que repréfente la pré- 
à celle que défigne la troifiéme > mais 
enverfée, l’une étant au deffus & l’au- 
lie Axe des abfüiffes. Ce qui ayant auf 
Pour à feconde & quatriéme racine, il fuit que lA- 
xe des ablcifes Partage la Courbe en deux parties qui 
reflémblent ; & même, fi les ordonnées font perpendicu- 
laires aux abfcifles, en deux parties exaétement égales & 
lmblables | & qui fe regardent mutuellement , de forte 


que lune eft, pour ainf dire, l'image ou la contr'épreu- 
ve de l’autre 


C 2 4°. Que 


P£. IL 


PL. IT. 
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4°. Que dans ces quatre racines, comme il n’y a que Cnar. 1 M 
des puiffances paires de x, fçavoir, x° & x* , qui font $: 16- 


également puiffances de #1 & de —x; chaque abfciffe né- 
gative a les mêmes ordonnées que labiüifle pofitivé éga- 
1e : de forte que le coté gauche de la Courbe eft tout 
pareil à fon côté droit; ou, ce qui eft la meme chofe, 
que l'Axe des ordonnées partage, comme celui des ab- 
{cifles, la Courbe.en deux parties femblables, 

Il fufära donc d'examiner les ordonnées poñitives qui 
répondent aux. abfcitles pofitives , de voir ce que donne 
x. pofitive dans les. deux prémiéres racines de l'équation. 
Car quand on aura les branches de la Courbe dans lan- 
gle des coordonnées poñitives, on aura le cours entier de- 
cette Ligne, puifquil eft exactement le même dans les 
trois autres angles. 

Voyons donc d’abord quelles branches fournit la pré- 
miére racine y= ÿ(48+ 4 (xt— 100x% + 2304 )). 
Cette racine fera réelle, tant qu'on donnera’ à x une valeur: 
qui rende x° —— rooxx+ 2304 pofitive. Car cette gran- 


_deur étant pofñtive , fa racine quarrée précédée du figne 


+ eft réelle & poñitive , laquelle avec 48 fait une fomme 
poñtive, dont la racine quarrée 4/(48 + 4/(x*— 100 xx: 
+ 2304 )) eft réelle. Si au contraire on donne à x une 
grandeur qui rende x 100%%x + 2304 négative, la raci- 
ne quarréc de cette grandeur négative cft imaginaire, &- 
7, dont l'expreffion ÿ (4844 Cxt—rooxx+2304)) 
renférme-cette racine quarrée, eft imaginaire. L’exiftence 
ou non-exiftence des branches repréfentées par cette raci- 


-ne,/ dépend donc de ce que la. grandeur x 100xx +. 


2304 cit poñtive-ou négative: Pour déterminer ce qu’elle: 


ef, on cherchera les racines xx%—:6 —o & xx — 64. 
:—o de lég: xt— rouxx + 2304— 0, afin de rédui. 


re cette grandeur en fes deux faéteurs, (Xx — 36 )'x (xx 
— 61). On réduira de même xx— 36 en fes deux 
facteurs: 


Cuar. I. 
6: 16. 
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falteurs (x — 6) XCxH 6) & se 64 en fes deux f:- 
teurs (x — 8x *-- 8). Ainfi la grandeur XT—j100x% 
2304 eft réduite en fes quatre facteurs (x+6) x (X 
—6)x CXHS NX x — 8). Elle fera donc pofitive, fi 
CES quatre faéteurs font poñitif, ou s’il y En a deux feule- 
ment : mais elle fera négative, fi un ul de fes faéteurs , 
Où trois, font poftifs. Comme on fuppole x poñitive, 
les deux facteurs x +6 & *- 8 {ont cfléniellement po- 
fitifs: Donc x — 100x% + 2304 ci une grandeur poñiti- 
VE; Quand x — 6 & x — 8 font tous deux pofitifs ou 
tous deux. népatifs: elle eft nég 
entre 6, & 8 rend x — 6 poñtif & x_— 8 négatif 

La FACINE y — + (484 (ot — lIOOXX 2304 ):) 
donne donc deux branches féparées par l'intervalle qui 
tombe entre les abfcifles x 6 & x—8, Examinonrs 
ces deux branches l’une après l’autre: 

D'abord, :fi. x— 0 » ON aura y (48 + Y 2304) 
= V (48 +48) — 96. C’eit la grandeur de Ja pré 
miére ordonnée de: cette: branche. Enluite , x prenant 
quelque grandeur, — 100 xx retranche plus de 2304 que 
x? ne lui ajoute: enforte que l’ordonnée va en décroiffant 
à mefure que l’abfcifle augmente , jufqu'à-ce que x— 6 
faifant + — LOOXX + 2304 égal à zéro réduife y à 4/48. 
La prémiére branche CB va donc en, s’aprochant de la 
igne des abfciflés , dès le point C extrémité 


n 
À 


8 até de la pré- 
Miere ordonnée AC —Y 96 jufqu’au point B extrémité 
de cordonnée PB ÿ/48, qui répond à labiciffe AP 


L’autre branche, que: défigne la même racine J=V(GS 
+ V (xt — 100% +2304)) commence à l'abiciffe x — 
8 — A Q. Cette valeur de x rendant xt— LOOXX Æ 2804 
égal à zéro, donne I—=QD=—Y 38. Dés lors x croiffant 
Augmente la grandeur x* — 100 2304 & par confé- 

100Xx-E 2304)).] 


nent l'ordsznée y LH VC48 4 VCxt— 
G 3 Cette 


ative, quand % tombant 


EL. IL, 


Fig. 1% 


ES 
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Cette racine marque donc une branche DE , qui part du Car. I. 
$.16. 


point D & va en s’éloignant à l'infini de PAxe des abfcif 
fes & de celui des ordonnées. 

Voyons à préfent quelles branches donne la feconde 
racine y —ÿ (48—V (xt— 1001x+ 2304 )). 

On voit d’abord que cette racine eft imaginaire, com- 
me la précédente, tant que ÿ/ (x*—100xx-+ 2304 } eft 
imaginaire; c’eft-à-dire , dans tout l'intervalle compris en- 
tre les abfciflès x—6 & x—8, où la Courbe n'a ni 
ordonnée ni branche. 

Outre cela , cette féconde racine eft imaginaire quand 
YCxt— 100 xx+ 2304 ) furpañlé 48 , parce qu’alors 
48— y (x — 100%x+ 2304) eft négative , & fa raci- 
ne quarrée, qui eft la valeur de y , imaginaire. Or 
4 (xt — 100xx+ 2304) furpañle 48, quand fon quarré 
xt— 100x%x+ 2304 furpañle le quarré de 48 ; qui eft 
2304, quand x*—100xx}> o, ou x*}> 100xx, quand 
XX > 100, OU X}> 10. 

La racine y —# (48 — (xt — r100%x+ 2304 )) eft 
donc imaginaire , 1°. quand x tombe entre 6 & 8, & 2°. 
quand x furpañlé 10. Elle eft au contraire réelle, 1°. 
quand x eft moindre que 6, & 2°. quand x tombe entre 
8 & 10. Elle indique donc, comme la précédente, deux 
branches, mais dans une poñition bien différente. Confi- 
dérons-les l’une après l'autre. 

Si on fait x—0, on aura y— (48 — 2304 ) = 
V(48—4$)—= 0. La prémiére branche paflé donc par 
lOrigine. Enfuite x croiffant , x*—100xx + 2304 dé- 
croit, & par conféquent # (48 — 4 (x* —100%%x + 
2304)), où y, augmente, jufqu'à-ce que x devenuë éga- 
le à 6— AP, donne xt —100xx+2304=—=0, & y— 
ÿ 48—PB. Cette racine exprime donc la branche AB, 
qui, partant de l'Origine A, va f joindre à l'extrémité B 
de la prémiére branche CB indiquée par l'autre racine. 

On 


2 2 


Cuap. I, 
9» 16. 
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On a déja dit que toutes les abfims entr 
& AQ— 8 n'ont que des ordonnées imagit 
LC — AQ— 8 rend 
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GAP 6; 
iaires, Mais 
XŸ— 100% + 2304 Cal à zéro, & 
donne J—=V (48 — 0) — y 48 — QD. Enfuite x aug 
MENANT , xXŸ— 100 XX + 2304 augmente, & y (48 — 
V Cxt— 100 XX-F2304)) diminué , jufqu’à- ce que x 
— 10 rende V CX*— 100xx+ 2304) cgale à ÿ 2034 
— 48 & y—Y (48 — 48) — 0. La Courbe pañlè par 
l'extrémité de l’abiciffe x =— 10—AF. Donc la feconde 
branche qu'indique la racine I= V (48 — y Ci — 
100X% + 2304)) eft la branche D F, qui, partant de l'ex. 
trémité D de la branche DE indiquée par la prémiére ra- 
cine, vient {e terminer au point F de l’Axe des abfciflès. 

On voit par tout ce détail que dans l'angle CAF des 
coordonnées pofitives , la Courbe poufle les branches 
ABC, FDE ; auxquelles joignant de fmblables branches 
dans les trois autres angles des coordonnées, on aura la 
Courbe entiére formée d’un Huit-de-chifre , qui fe nouë à 
l'Originc, & de deux autres parties {éparées , qui, après 
avoir ferpenté à droite & à gauche, mais à quelque diftan- 
ce du Huit- de- chifre, jettent quatre branches à Pinfini , 
une dans chacun des quatre angles des coordonnées. 

On remarquera fenfiblement tous ces détours en tra- 
gant la Courbe par points ; füivant le Calcul ci-joint, où 


<S grandeurs radicales ont té réduites à des approxima- 
Uuons en ffa&ions décimales, 


Soit 


Ez, IL, 


Fig. 1%; 


Pc. IL 


Soit x=0,la 


— 


RER 


Fig. 12. 
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1°.y fera = 


Cuar. L 
ÿ. 16, 


V(48+4V2304) 9.798, la 2°. y =1/(48-4/2304)= 0 


: V(43+ V2205)=—=9.744 + » 


V(48-1220$ )=—=1.021-4+ 
». 4/(48-V1920)—2.045 — 
—=3.076 


2, + (484 1920) —9.5 82 + 

3.  VASHVIASS) 9.302 + + «+ (48-1485) 

+ + V\48HV960) 88874 «+ + V(48-V960) —4125 + 

É à è v(48 + v429 ) — 8.289 + .. v(48- 429 )=—=5:224— 

6: 1, … -: (484 O0 )——6928+ . V(48 — O ) —6.928 + 

Ta. °s + V(4SH Vr195) ==> mag: VE4S-V-195)— imagin. 

SR - .V(48+ O0 )—6928+. , V(48— 0 ) —6.928 4 
« V(484+V765 ) — 8.698 + . V{48- 1765) —=4.5 104 

10. V(454V2504) —9.798 + . . V(48-V2304) — o 

II. V(484-V4845) —10.845 + + »+ V(4E-V 4845) — img. 

12. V(48+ 8640) —11.856+ .. VEND imag, 

Ce: Qc. ©, 


17. On PEu'r remarquer dans cette Courbe , & la 
même chofe a lieu dans toute autre qui a des ordonnées 
imaginaires, qu’une prémiére ou derniére ordonnée réelle, 
celle qui f&rt de limite aux ordonnées réelles & aux imagi- 
naires, eft proprement une double ordonnée , ou , fi l'on 
veut, deux ordonnées égales réunies & confondues en une 
feule. 
 Tclles font les ordonnées PB & QD qui répondent 
aux abfcifles AP— 6 & AQ—8, & aux fommets B, 
D defquelles fe terminent les branches CB, AB & ED , FD. 
Si l'on fait x—6, ou x=8 , la grandeur radicale y Cx* 
—100%x+2304) devient zéro, & les deux racines + (48 
+ VCxt—io0xx + 2304)) & HV GS VC —100xx 
+ 2304) ) {€ réduifent Pune & l'autre à V48, & devien- 
nent égales. Donc, au lieu qu'en général , dans cette 
Courbe, chaque abfciffe a deux ordonnées pofitives , les 
abfcifles AP — 6 & AQ=— 3 n’ont qu'une feule ordonnée 
pofitive PB, QD, ou, fi l'on veut , elles en ont deux, 
mais égales & réunies. Plus l'abf&iffe A7 aproche de de- 
venir égale à AP, plus 7 Säproche de P, plus‘aufñi les 
fommets 6 & 8 des ordonnées 76, 8 s’aprochent l’un 

5 de 


ep  mpeeme 


ET DE LEURS EQUATIONS. 25 


Car. I. de l'autre, jufqu'à-ce que A7 devenant AP 
3 17: tombant fur P, les fommets 8 & tombent | 
tre & tous deux enfemble fur B. 
Telles font au les ordonnées que repréfentent les raci- 
nes HV C48 — VC — 1o0x% + 23043) & — y (48 
—WY (x 100xx + 2304 )),, lorfqu’on fait x—10—AÀF. 
Cette fuppoñition rend ces deux racines égales à zéro, & 
par conféquent égales entrelles. ‘Ici donc ; deux ordon- 
nées, une pofitive & une négative, deviennent égales & fe 
réuniflent en une feule ordonnée égale à zéro. Et cette 
ordonnée, ou plûtôt ce point F, et une limite qui fépa- 
re les ordonnées réelles des imaginaires , une borne où 
vicnnent £& terminer les deux branches DF, dF. 


, le point 7 PL Il, 
‘un fur lau- 


18. Ceci a généralement lieu dans toutes les Lignes al- 
Sébriques, qui ont des ordonnées imaginaires | & fuit né- 
Ceflairement de ce que lAlgébre enfeigne fur les racines 
imaginaires , qu'elles font tofjours en nombre pair dans 
une équation, & qu'elles vont, pour aïnfi dire , deux à 
deux : en ftte qu'ayant été réclles jufqu’à un certain 
Point , fi elles deviennent imaginaires au-delà, elles font 
égales en ce point » foit qu'elles y ayent une grandeur fi- 
nic, foit qu’elles y deviennent infinies , foit qu’elles s’a2 
néantiffent & fe réduifent à Zéro. Car une racine ne paf- 
€ du réel à l'imaginaire , * que parce que dans fon ex 


Preion il entre, fous un figne radical d’un Cxpofant pair, 
quelque Srandeur, qui de poñitive devient népative : ce 
JT pente fans qu’elle pañle par le zéro, Mais 
l'équation aura toûjouts une autre racine xprimée de la 

là précédente, fi ce reft que la gran- 


même maniere que 
deur radicale a un figne contraire, Dont la raifon ef que 
cha- 


Latr0d, à lAnaly e des Lignes Courbes. 


à Ufage de r Analyfe 


+ 


de Des CARTES, &e par Mr, l'Abbé 
VA. pag. 425. 44 


Eu IL 
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chaque racine d'un expofant impair eft également pofitive Cx. 11: 
& négative, &- par conféquent double. Lors donc que $ 


cette grandeur radicale pafle par le zéro ; les expreffions 
de ces deux racines ne différent plus Pune de Pautre , les 
{ / Ce7à 

ordonnées qu'elles repréfentent font égales. 

ab+ia y (xx —ua 

ab+a V (xx 44) eft | 
VC2ax — xx 

d’une équation indéterminée ; cette équation aura auffi ces 
: à ab+ay(xx—4as) 

trois autres racines ; Pa PNR dE es >» Ÿ—= 


— y (22x — xx) 
ab— 4 (xx — 42) & ab— a YCxx— an) 
VC24x — xx) ? TTC Lai xx) 
fi lon veut débarafler de fignes radicaux l'équation y — 
ab + a WCxx — aa) 
(24% — xx) 
ab + a (xx — na), & quarrant 77 (24X — xx )—= 
db +zaab /Cxx — an) + aa (xx — 44) ; enfuite tranf- 
pofant yy(2ax —xx)—4abb—aa(x x 4 4 )— 
2aab VCXx — na), & quarrant derechef CyyC24x — xx ) 
— aabh — na (xx —0a)) —qutbb(xx— 44). Or 
cette équation, ainfi dégagée de l’irrationalité > a les qua- 
tre racines indiquées ci-deflus. Car, fi l'on en tire la ra- 
cine quarrée, on aura également »y (24% —2x) => aabb 
— aa( xx — ua) + 24ab 4 (xx — 44) ; & yy(24% 
— xx) — aabb — 44 (XX — 48) = — 244b ÿ (xx — 
aa), parce que la racine quarrée de xx— 44 a égale- 
ment le figne + & le figné —. Ces deux équations 
étant mifes fous cette forme y ———————— 
aabb Hoaab Y(Cxx — an) + aa (xx — 44) & D 
(2ax— xx) pet" an 
aabb = 2 aab \/ Cresss >)+aa( xx — 44) "fi l'on en 
(24X— xx) 
tire la racine quarrée , la prémiére donne y —=———— 
ab + 


Si, par ex. — a racine 


Car 


on aura d’abord yÿ(24x—xx) 
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Cr. IL. ab+aV Cxx — 13) & __4b+ ay (rx — aa). 
ions © VC2 ax — xx) 28 I— —V(24x— xx) ? 


la fconde donne 7e » & y — 
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ii, / PRESS ; 
0 » parce que la racine quarrée de 


24X {xx peut prendre également le figne + & le figne 
=. Ainfi l'équation rationelle Cyy (24% — xx) — aabb 
TA XX — an )y: = 44 bb( xx — 44) à ces quatre 
/facincs, qu’on repréfente , au moyen du figne ambigu Æ, 
| ab = a XX — A4 ) 
par cette feule exprefion eV Gex 54" 


EE Y(24ax—x»xx) ” 
. . . LA 
Si l'on fait x —%, ce qui rend xx — 440, la pré 
miére & la troifiéme racine deviennent l'une & l’autre éga- 


sa +; > la fconde & la quatriéme à — 2. 
Ces racines devenant égales confervent une grandeur finie, 
à moins que b ne foit — 0 ; en quel cas elles deviennent 
nulles toutes les deux. Mais fi l'on fait x— 24, ce qui 
rend 24x_=xx— 0, les quatre racines deviennent infinies, 
étant Coales au fini += a Ÿ 3aa divifé par le zéro. 


19. Par conféquent , toute branche de Courbe , OU a 


Un cours infini, où vient fe rejoindre à une autre branche 


de Courbe *, Car fi une branche fe términoit brufque- 
MENT, & pañloit de l'être au non-être , fans aboutir à au- 
CUnE autre branche 


x ; la racine qui reprélente les ordon- 
necs de cette branche pañéroit du réel à Pimaginaire fans 
devenir égale à une autre racine: ce qui eft impoffble [8 
précéd. ], - 


Cet ce qu’on veut dire quand on aflüre que le cours 


2 d’une 


* Ufage de l'Analyfé de Des CARTE S, Ÿc, pag. 424 


‘ 
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ec.IL d’une Ligne algébrique cft continu *. Car du refte une Cuar 
Courbe peut avoir des parties détachées | qui paroiflènt S$1%* 
jettées çà & là: ce qui n'empêche pas qu’on ne la regarde 
comme une feule Courbe , parce que fes parties féparées 
confervent une continuité fecréte par le lien de léquation, 
Mais ceci demande un éclairciffement. 


20. Une feule équation peut repréfenter l'afflemblage 
ou le fyftême de plufeurs Lignes tracées fur un plan. C’eft 
lorfque cette équation eft le produit de plufeurs équations 
rationelles, qui repréfentent diverfes Lignes raportées à une 
même Origine & aux mêmes Axes. Car fi l’on difpofe 
plufeurs équations de maniere que leur fecond membre 
foit le zéro, & qu’on les multiplie les unes par les autres; 
leur produit eft une équation qui a pour fes racines tou- 
tes les racines des équations dont elle eft formée. Donc, 
puifque chaque racine d’une équation indéterminée expri- 
me une branche de la Ligne que cette équation repréfente 
[ $. r1 }, le produit de plufeurs équations défigne la Cour- 
be qui a toutes les branches des Lignes particuliéres dont 
les équations ont concouru à former ce produit. Elle re- 
préfente donc le fyftême de toutes ces Lignes. 

Par ex. fi deux Cercles égaux font tracés fur un même 
plan, & qu’on prenne pour l'Origine le centre A de lun, 
les coordonnées étant à angles droits, on aura, pour re- 
préfenter les deux circonférences rMR M, qmQ», l'é- 
quation compoñée de celles des $$. G& 7, F 


Cyy—2ay + a+ bb—2 bxtxx—rr)X (y +xx— 17) = © 


immenses 


Fig. 13: 


* STIRLNG, Lineæ tertii ordinis Newtonianæ ec, 8°.Oxon. 17174 
Pas: 4: | 


où 


Cap. I. 
$- 20, 


JV CT xx) —0o d 
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OÙ D 24) 2x y — 24X PES o 
— 2bxy° + 247 y — 2bx; 


+ aaÿ + 4ax° 
+ by + bbx° 
277) — 2ITX" 
+ 2br°x 
— a arr 
— bbrr 
Zn 
Car cette équation eft équivalente à celle- ci, ( JA 
VOTE hs ns DD X(y—a + y Crr — bb 
+ 20x— xx) ) XCy— 4 rr 


2e) Jx (94 (77 )) 


— ©; où fes quatre racines font féparées. Donc à cha- 
que valeur de x répondent quatre valeurs de y | chaque 
abfCiffe AP a quatre ordonnées PM,Pm,PM,P»,f 
cc n’eft lorfqu’elles deviennent imaginaires. La racine 
DAV CGT 0 Bx © se )=— © repréfente le 
demi -cercle rMR : La TACINE y — 7 + y (rr — bb+ 2bx 
XX) —o marque Je demi - cercle -RA£r : La racine 
éfigne le demi - cercle qgmQ : 


Etc la racine JIHV Cr — xx) —Ÿ") exprime le demi- cer- 
cle Qu L'équation qui a ces quatre racines repréfente 
donc fes deux circonférences r MR M, qmQz. 

21e Par conféquent, lorfqu’une 
vifée €n d’autres équations rationelles, la Ligne qu’elle re- 
prélenteser le {yflême de différentes Lignes. Mais lors 
qu'une Equation eft irréduétible > lorfqu’elle na point de 


divifeurs rationels | la Ligne qu’elle exprime doit être cen- 
fée une feule Ligne, encore qu’elle ai 


Chées les unes des autres. 
L’équation JV us) 


équation peut être di- 


Q exprime le feul de- 
3 mi-cercle 


Ps. 1k, 
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PL. n, mi-cercle qm Q. Mais fi lon veut ôter lirrationalité [ en Cwar.f: 
fafant y = ÿ/(77— xx), & quarrant l’un & l’autre mem- $: 71 
bre], on aura yy-Hxx—rr—o, qui, avec la racine 
J—V Crr—xx)=0o ; renferme encore-la racine y +- 
VCrr—xx) —o, qui-exprime le demiscercle qQ. 
On ne fauroit donc repréfenter le demi-cercle q m Q_par 
unc équation rationelle ;- fans qu’elle exprime en même 
tems le demi-cercle qzQ,. Ces deux demi-cercles appar- 
ticnnent donc à urie même Courbe. 

Et lon voit généralement qu'on ne peut donner une 
équation rationelle d’une Courbe mélée , où compolée de 
portions de différentes Lignes : parce que cette équation 
rationelle exprimera auf les-autres portions de ces Lignes, 
qu'on ne voudroit pas exprimer: Aïinfi l'équation de l'O. 
vale compofée de quatre arcs de Cercie, repréfente, fielle 
eft rationelle, non feulement ces quatre arcs , mais les 
quatre circonférences entiéres. 

I faut fulement remarquer que les équations , dans 
lefquelles une autre peut fe décompofer , {ont cenfées ra- 
tionelles, quand Pirrationalité n’affeéte point les variables x 
& y, mais feulement leurs coëfficiens ou les conftantes. 

Aïnfi l'éq : y*-—26byy — abxx +bt— 0 fe pouvant 
divifer en ces deux- ci, 9y—x#4b—}b—=0 & yy+ 
xVab—bb—o, elle ne fera pas cenfée repréfenter une 
feule Courbe, mais l'afflemblage de deux Courbes, dont la 
nature s'exprime par lès deux équations qui compofent la 
Propofée, 


22. Avaxr de finir ce Chapitre , ajoutons un mot | 
für la manière de décrire une Courbe par points, qui a ' 
été indiquée aux 4. 13 & 16. Dans cette recherche de 
plufieurs points d’une Ligne algébrique dont l'équation ef 
donnée , nous avons pris des fuites d’abfcifles en pro- 

&reffion arithmétique ; & c’elt fans doute ce qu'il y a de 
mieux 
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Car.T mieux , Quand on n’a pas des raifons particuliéres pour PL, I. 

$22 £irefon calcul autrement, Il n’y avoit point de pareilles rai- 
fons dans les Exemples du $. 13. Mais dans celui du Q.1 6,ce 
choix des abfciffes a jetté dans ‘des CXtraëtions de’racines 
quarrées, qui ont obligé à { contenter d’avoir les valeurs des 
ordonnées fimplement Par approximation, On peut fou- 
vent éviter cet embarras ; €n Chérchant uniquement les ab- 
fcifles & les ordonnées qui font rationelles_* ,_& en em- 


ployant dans cette vüëé les méthodes de Dropxax TE; 
& autres femblables » Qui fervent à éviter les nombres irra= 
tioncls, 


31 


Un Exemple aîfés fin 


ple fera comprendre cet ufage. 
Soit propofée l'éq : x°y° 


TT IOX"Y +60—0o, dont les 
60 s A 60 

| SVCD) s—v(es 

racines font I= — "© ÿ = F , 

Op1,2, 354; & il 


59 > & par confé- 
x 


Si on fuppofe fuccefivement x — 
arrivera fort fouvent que (25 


_quent y fèra une grandeur irrationelle ; ce qui engageroit à 
des calculs pénibles & ne permettroit pas une entiére exa- 

itude. Mais fi au lieu de prendre les x en Progreffion 
Da due on choifit celles qui donnent des 


} rationel- 
- les, le calcul fera plus facile, & néanmoins auff propre à 
Per une idée de la Courbe. 
? 
abor 


d, il eft clair que l'abfoine cent poñitive & 
O | 
. 5 (25 —7 Or. 
peute, lordonnée = =; fera IMagt- 
à x 
, PES . 60 
aire: Parce que x étant petite, Æ cft grande, & 25% 


négative, 


FE. de Acad, 1710. pag. 55: 


Pz, II, 
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négative, Donc V(25— 2); & par conféquent » eft 


. . 4 . 60 
imaginaire , tant que 25 cft petit que = , tant que 


25X< 60, ou que % SE . Mais auffi tôt que x eft 
égale à 25, y commence à étre € réelle , & comme en c£ 


60 
point 25— — elt-zéro; à lablife = 2 4 répondent deux 
x x , 


; $ ASS rœsl 
ordonnces sente égales chacune à ee a 2, 


Cuar. le 


$. 22e 


Pour avoir, après cela, une füite d'ablailles & So 


données rationelles ; on fra fucceffivement y (25 _®) 


égal à 1, 2; 3 , 4, &c & on trouvera que 


ÿ (25 ———") 1 donne x—2},la 1°. 3 —2$; & la 2°.y —1À. 
x 6 ce 
2 . . = 5 — 25% . . — Ex 
8 
ve + —= 3 10 —= 21; . == GS 
= . —=6À = — 


L_ 2 
. 
LL 
» 
Le] 
L2 


; < , 69 
Si l'on fait enfuite v{( SEE on trouvera se 


==y/2 10 ouo 
—0, ce qui donne x infinie, & = Ve ——) 


(6. CO 
qui eft le zéro ) ou l'infiniment petit Continuant à fup- 
pofer y(25 — 2) égale à 6,7, 8, &c. on aura x négative 
y(25— P)=6 = «à IV 2 2) 3 

# 


== }/ è em 27 . . 
_æ— «7 

— 38 . ir; + 

1 

4 LA L 


—— 10 =, . . 


TR 


——f#$, . = 


FAR 


e— 
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Cuar. I, On trouvera peut- être trop de vuide entre l'abG'fle Pa IL 
22, 62 & l'ablcifR infinie pofñitive. qui réfulrent des fuppofi- 
6; P D PP 


= ; 60 COS 

tions , y 25 — )=4 & (25 — %)—=5$5; comme 

auffi entre labliffe infinie négative & l'abfcifle — s2 que 
60 

donnent les fuppoñitions VGs—® At AGE TÉ) 


—=6. Pour remplir ces vuides, on peut fuppofer y (25 
6 


(e) FR : À 
TT 2) égale à quelcun des nombres rompus , qui Æ& 
Wouvent entre 4 & s &entre s & 6. Par exemple, 


60 
VO) — 4: donnex=02, la 1è, y 323 & la »e,y— 25. 


—*20$ 405. 
—— z 18 $s1 LI 
= 4i , à I 825 no rSes == 1568 
CE 1 1 © 
L2 . 1 1 
Cr 1 1 1 
1 1 — 36 AIDE Et ee 
ZUNE er) 73 Yes ee 1S2S 
2 = 229 ar 
= SEE es 8 # Vel; « ,  — 755 


Prenant donc toutes les abfiffes qui font ici mar> 


quées , & leur donnant à chacune les deux ordonnées qui 
font calculées, on aura plufieurs points de la Courbe, par 
€lquels on reconnoit que fon cours eft à peu près tel que 
$ repréfente Ja Fig, 1 Ÿ 

ESS g*emple fuit pour donner une idée de cette mé 
le Caleut FOUT fâire juger des facilités qu’elle aporte dans 
€ Ca Cul. Il cf Gun ement ficheux qu’elle ne foit pas gé- 
nérale, & que Jes artifices de Droptanre foient fi bor- 
nés. On peut quelquefois trouver d’autres tours qui réuf 


fiffent dans des cas, où ces moyens ne fuffiroient pas. 


23: Left, par exemple, très fouvent utile de prendre 

He troifiéme indéterminée » dont les raports àx &à ) peu- 
> . 

trod, à / Ælnalyfe des Lignes Courbes, E vent 


PL.Il. 
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il peut arriver que l'équation en x & y foit fort compofée 
& qu’on puiflé trouver une variable 3 qui aura des ra- 
ports aflez fimples avec x & avec y. Alors , au moyen 
de cette indéterminée z, on trouvera tant de points qu’on 
voudra de la Ligne algébrique dont x & y font les coor- 
données. 

Ainf, fi l’on propofe la Courbe dont la nature eft 
exprimée par l'ég: y*+xy +27 — x —0o , il féroit 
difficile d'en tirer la valeur d'y où dx, puifqu'il faudroit 
réfoudre pour l’une une équation du troifiéme , & pour 
l'autre, une équation du quatriéme degré. Mais fi l'on 
fappofe x—77, on transformera l'équation propofée en 
ppt +2 — p2 —o, qui, divifée par y', & réduit 

3 
à y +72 +2—7 —0, ou = =. On a donc 


2 — 23 
ZZ+HI 
deux équations , donnant fucceffivement à z différentes 
valeurs , on aura les valeurs correfpondantes de y & de 
x, fans étre obligé à extraire aucune racine. 


x, quieft—#»z, égal à . Et, au moyen de ces 


vent être beaucoup plus fimples que celui de y à x. Car Cuar. 


S.23 


Cuar.l, 
f. 22, 
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Si l'on fait 32——— 4, on aura J=— 35 Ru 152 PLIl 


mt 3 . . . —=— 2-2 LL L2 rs S 7 


. . ° er 2 


À ms o 
cm 165 32 
OM Ve e e—————o - ——6 
EN DSL UE Del —— 1#$ ., = 
ES RL CE rm DC —=— À 
—— _— Rd mat 2 0.3 
7% . . . . ——— < 190 at 
== I OS RE Le "+ 
EH ES Vo Lo TR ii 
ge 1 OS OR Enr EURE + 25 
RSR ee —— Loire =+ 7; 
——4 . . °2" %e —+3; . —=+ 147% 
Êt. Êt. TC. 
On prendra donc les ordonnées y qui font ici calcu- 
les, & on leur donnera les abfciflés x déterminées par 
le Calcul 


> & on aura aflez de Points de 
En tracer une partie qui 


SOUrs.. Voyez Fig. 15. 


Autre Exemple. Si l’on propofe l'éq : 27° 
LOXYE 1 5x —9, dont on ne pourroit avoir les r 

tion d’une on du cinquié- 
3 > ON pourra faire = 7x7, ce 
qui Wansformera l'équation nee en cellé-a RETIRE 
3XZ Hisx ©, ou, divifant par zx, en x 75 
> Qui par raport à x n'eft que du fe- 


10 2 (25—2, 
enerementamemmee me" LDC" 


22% : 
d'où 


a Courbe pour 
donnera quelque idée de fon 


—— 


acines 


cond degré, & à pour racines x— 


E 2 


36 DE LA NATURE DES LIGNES COURBES 


PL. I, Car. I. 


$ 60 
SVG) Sr: 


Z 


d'où l’on tire y[—=:x2]— .Or c’eft ici 


, . . 60 | 
l'équation du S. 22. Faifant donc fucceffivement 4/(2 a ) ; 


éalèo,tr,2, 2, &G. on aura des valeurs rationelles de 
z & y, par lefquelles on trouvera celles de x, en prenant 


X — se . Voici le réfultat du Calcul. 


; 60 | 
V(5-—)=0,25=23, 172) 10% 119,20 Y = 2r7, 2x 139 
2 


1 z 2 3 ? 
El. 2 2%. I. =, .—1% 
a, pe Le ZE, ES — y A, 
——;"; L ==235 . 275 L = ——{: 00 L 135 . 260 
ne —— 3 2 31. PR | 1. 
ro 97 e —2;; . 1:35; ÉD rx; : 
62 12 Sr 3 9 h 
4. 0 — 3 . zo * == Te6 L . Er . Zoo 
1 2 — 3_ S$11 . 17 28 d 
4x , 1457: — 1:55: 15x00 ? 240 * ——15%09 k 
—S$ . Afin .—infpet.—infpetit=inf.pet. —inf.p. 
= a — 7 — 141. 
Sz Qi TO emiu LC CO" | 76400 TT, 56400 
— EE 1 2: — 11 Es 122. 
O0 « Sir —— 255 + ——iio0 * — 55 + ——"ïTioù 
— — L — 4 21 — à — 16 
— 0 ——— 27 . — 4; $7$  —$5 + — 15 L 
= == 7 9 LIT NT 9 rm 107 
y ei co, 8%: O5 IS — 235 
= EL — LE si mi SO 219 à 
==9 4 —lig el 3 re 2 455% à 9 re —— ir 
ES 4 En 3 a AE 7 
=I0 ,—— Fa r8i. —— 051.67. — 21; | 


On pourra ainfi décrire cette Courbe par points. Mais 
fi l’on aime mieux une Conftruétion géométrique , on 
pourra s’y prendre de cette maniére. Qu’on décrive la 

gg. x. Courbe Mm, dont AP [z] & PM [y] font les coor= 


num, Le O 
' sEVGSs— TS) 
données , & dont l’équationeft y — = > Où 


2 yy— 
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37 
Cuar.L' 2 y 1072y + 60 — D [$. préc. ], & qu’on méne BN, P24 IL 
$23. paralelle à l’Aye des ordonnées AQ, par le point B dont 
a diflance à l'Or: 


gine et AB—2. Puis tirant ; comme 
on voudra, par l’Origine À , une Droite qui coupe BN 
4ù point N, & la Courbe M 


m aux points M, m ,#, on 
abaiffera de ces points les ordonnées MP , m P; #p, & 
Prenant à part | 7°. 2 ] 8y—BN pour une abfffe , on 
lui donnera les ordonnées » 11 » Y#, ve pales à MP, mp, 
71p ,& on aura les points I, 7, &æ de la Couibe dont 
l'équation eft 2Y — 10xÿ 4 16x° — 0, 

Car le raport des PM [>] aux AP [7], dans la Cour- 
be Mm, s'exprime par lég: 2°yy— 107°y+ 60 —0, Et 
le raport des AP Cz] aux BN ou 8, [x] sexprime par 
l'éq : z — +, puifque les triangles femblables ABN , APM 
donnent cette Proportion, AP [z]: PM [»]— AB [2]: 


BN [x]. Donc en fübftituant 2 pour Z dans l’ég: z°yy 
2 . LD 8 y’ 40 }° 

102 y+60 —o, on aura l'éq: ne 60 0! 

OÙ 2} — 10 xp Lisx —0o Pour exprimer le raport 

des PM où n1y (y] aux BN ou gs Lx]; dans la Cour- 

bc 7 BTI a PB 6, 


Mais ces artifices algébriques ne s'étendent pas à tous 
cs poffibles, Et on ne peut guéres fe flatter que 
l'Algébre donne un jour une Solution complette & géné 
rale des équations de degrés quelconques. Il fut donc 
chercher d’autres Tontes qui nous ménent à la connoif. 
fance des Lignes Courbes, qui eft le but de ce Traité, 


E 3 CHAPE 


Pc. INT. 
Fig. 1 7. 


DES TRANSFORMATIONS 


C HA P-IT R'E IT 


Des transformations que Jubit l'Fquation 
d'une Courbe, quand on la raporte 
à d'autres coordonnées. 


24. Le rosrrion de:lOrigine & de la Ligne des 

abfüüfles & des ordonnées étant arbitraire (4. s ), 
on peut la changer à volonté: ce qui fait naître diverfes 
équations ($. 7.) qui toutes repréfentent la même Cour- 
be. Il eft important pour l’Analyf& de favoir transformer 
l'équation qui exprime le raport des coordonnées d'une 
Ligne en une autre cquanon qui exprime le raport d’au- 
tres coordonnées quelconques de la même Ligne. 

Pour le faire d’une maniére générale ; foit MN une 
Ligne algébrique , dont la nature eft exprimée par une 
équation. quelconque , qui marque le raport des coordon- 
nées AP[x] &PM{[y]. On demande l'équation qui 
äonné Le raport d'autres coordonnées, telles que BQ [z] 
& QM [x]. On fuppofe donc que les Origines À & B 
font données de pofition , aufli bien que les Axes AP, 
AH; BQ, BI Par les points B & Q., extrémités de 
l'abicife BQ,, foient menées les Droites BC, QE parallé- 
les à AH, À terminées à AP, & les Droites BD, QF 
paralléles à AP, & terminées à PM. Nommons AC, # 
& BC; 7. De plus, comme tous les angles des trian- 
gks BQG , & MQF font donnés , la raifon de leurs 
cotés eft donnée. Que celle de BQ à BG foit exprimée 
par la raïfon de 1 à p. Donc BG—pz : CT 1:p— 
BQ[:]: BG[»z] Que la raifon de BQ à QG foit 
défiguée par 1:7, & QG fra 92. De même, fi lon 
exprime 


ÉLANCHE, NT. ras 58, 
j E} 


4 
L 
ï 


ne PE eu 


LEA 


arm 
PE 6 F 


| 
À j 
| | 
F 
L j 
1e: 
LE = 


à SH L 


| 4 
NES —— 


| 


| 


Cap. IX, 
* 24. 


à MF 


uifque AP 
Lez ]I+QF 


M— 


+22 +7, 
vant Ja poñition des Ori 
l, quelques- 


BQ, B 


Lettres 


2 
quoiqu'il en foit 


25. 
les cas 


* Si l’on veut : 
Changer les Axes, 
À : ce qui rend AC 


par 1 


[rz] 


DES EQUATIONS. 
exprime la raifon de 
\ 8, QF fera — 72, & 
x ]— AC +CE+E 


QM à QF part 


P—AC 


» & puifque PM{»] 


MF — sy, 


39 
‘7, & celle de QM PL IL 


Donc, 


[]+B G 


—=PD DPF + 


BC(#]+QG[72)+ MF 14] > ON AUrA x — y» 


m , 5 2; 


Sous 
particuliers. 


X—= p 32+ Tu, & 


11°, 


abfcifles ,» M 


faifant paralléles à AI 
tulement A Cl #1 


encore 
[px] 4 


X—=2+;, 


Ligne des abiciftes 
nées : alors BC[z] 
EM! s# | fe confond 
RJ—=y:+ », 


* Ufage de l'Analyfe , 


Si l’on veut conlerver 
ais changer la pofiti 


[m0 


vient 6O 
» & 7 


+ Si lon v 


on fuppofera 


J & BC[] font ég 
le triangle BQG fe 
2] & QG (7x 


Cut changer feulement la 


Où , fi la nouve 


& J—=n+qi+ se. Où il arrive que, fui- 
gines À, B, & des Axes AP, AH; 
unes des grandeurs exprimées par les 


95 7,s peuvent Ctre négatives. Mais 


par €x. conferver 
J=Q2+ 54. 


» au lieu qu’elles l'étoient à 
réduit à la droite 
== 71, 


> fans toucher à la pofition 


& QF [rx] 


avec QM[ # 


Üc. pag. 338. & füiv. 


] devient zéro. 


fi dans l'équation quiexprime le raport 
y, on fubftitue MHpr+ru à x, 
> l transformée exprimera le raport 


cette formule générale font compris tous 


l'Origine , mais 
que le point B tombe für 
Ce} & BC[ 7] égales à zéro. Donc 


l'Origine & la Ligne des 
on des ordonnées , en les: 
AH: non- F& 
ales à zéro, mais 


BQ, BG 
Donc 


poñition de Ia 


Fig. 


des ordon- | 


BQ 


font égales à zéro, & € 
È Donc X— 72 + pr, 
€ Ligne des ablcities 


18, 


19, 


PL. III. 


Fig 21: 
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BQ_pañ& par l'Origine primitive À, x—pz & y=—92+ Cnav.li 


#, parce qu'alors AC [#1] eft auñi nulle. 

IV°. Si, fans changer la pofition des coordonnées ; 
on veut fimplement tranfporter l’Origine de À en B; les 
triangles BG Q,.MFQ difparoiflent ; BG [pz] devient 
BQ[z], &MF[s#] devient MQ [#], mais CG[ 7x] 
& FQ [7x] font égales à zéro. Donc x=#==2 & y 
= 1H, 

V°. Si l'Origine eft tranfportée fur un autre point de 
la Ligne des abicifles ; comme les ordonnées ne changent 
pee il fuit de faire xX—»=+7%. Et fi l'on tranfporte 
Origine fur un autre point de la Ligne des ordonnées , 
comme cela ne change rien aux ab{Gifles , on fera fimple- 
ment yY—=7##. 


VI. Je ne dis rien de deux autres changemens moins | 


confidérables; dont lun confifte à changer +x en — x»; 
ce qui eft. prendre les abfciffès poñitives pour les négatives, 
& réciproquement; c'eft-à- dire , renverfer la figure de 
droite à gauche: ou à changer +y en — y; ce qui eft re- 
garder comme négatives les ordonnées qu’on avoit prifes pour 
poñitives , ou renverfer la figure de haut en bas: Et dont 
lautre confifte à changer x en y & y en x: ce qui rc- 
vient à prendre les abiciflès pour ordonnées & les ordon- 
nées pour abfciffes, à faire faire à la Courbe un quart de 
converfion. 


26. Ces transformations font d’un grand ufage pour 


PAnalyfe des Courbes. Il eft donc à propos d'indiquer: 
ici quelques voyes abrégées pour les exécuter plus com- 


modément, 
Elles font fondées fur ce Principe; que fübftituer à x 
un binome #+-%, dans une puiflance quelconque de x, 
comme dans la cinquiéme, c’eft écrire au lieu de x’, la 
cinquiéme puiflance de #+3%, qui ct #'+sw*z+ 
| 10774" + 


S.2$: 


Carl. 102#/7° + 10° 


$- 26. 


DES EQUATIONS. #1 


2 + S22*-L35, dont les termes ont tou- 
tes les puiffances fucceñives de % : depuis l'unité : qui eft 
2; jJufqu'à 7, Lé Coéficients 77°, s%*, 10°, 17° y 
73 1, {© calculent ainf. On pole d’abord »°, c’eft-à- 
IC, une Puiffance de qui à le même expofant que 
celle de x; on multiplie ce terme #° par fon expofant [s], 
& on le divife Par #, ce qui donne le {ècond coëficient 
$2*. On multiplie ce fecond coëfficient par | 2] la moi- 
tié de fon expofant [4], & on le divilé roûjours par 77. 
Cette opération donne le troifiéme coëficient 10°, qu’on 
multiplie par Li] le tiers de fon expofant [3], & qu'on 
divife Par # , pour avoir le quatriéme coëfficient 10°. 
Celui-ci doit être multiplié par [+] le quart de fon expo- 
fant [2], & divife toûjours par #7. Par ce moyen on a 
€ cinquiéme coëfficient s#, quil faut multiplier par [41] 
la Cinquiéme partie de fon expofant [r], & divifer par 
#7» Pour avoir le fixiéme & dernier coëfficient 1. Alors 


l'opération eft finie » Parce que ce terme ne contient plus 
Cm, 


On opérer 
ple puiflance de x , Ona une 


17" | 


#Écrivant b{m4-2) — }7» + bz 
RE Ts CCR H-L) cm Locme ter 
me 


on aura AXE IX de LE psct ÊG.— M + M',4 M": 
M" + Mivzt Gr. dont les coëfficients M, M, 
(71 14 ? 
17 M", Mi, &c, fe calculent comme on vient de 
ire, 


Litrod. à Analyfe des Lignes Courbes. EF Le 


Pc. III, 


Pr, LI. 
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Le prémier M° eft la fonétion même 4 +bx#+# 6 x° + Cnar.ll 


dx Lext, dc. transformée par la fubfitution de # à x. 
M° fe change en M’, fi on multiplie chaque terme de 
M° où fe trouve quelque puiflance de #7, par lexpofant 
de cette puiflance, & qu’on divife le produit par . De 
M' on forme-M”, en multipliant chaque terme de M° 
par la moitié de l'expofant de 7 & le divifant par 7. in 
multipliant chaque terme de A4” par le tiers de Pexpofant 
de #1 & divifant toujours par, on aura M'”. Et on 
continuera de même, jufqu’à-ce qu’on vienne à une gran- 
deur, où il ne refte plus de 7. 


atbm+ cm + dm + émt ot = M 


OH 2 3 4 
b + 26m + zdm + 4qem Ôc — M 

(e £ À À 
ce + 3dm + em ëc — M" 

o + ; 


D Be Apte EL LEO mt QE PER 
d + 467 Ôc — M" 
Eu 


O 


+1 


e pc — M1" 


On peut auf, & dans l'application il eft plus commo- 
de, ne changer x en #7 qu’après toute l'apération. On fe- 
ra donc fur x ce qu’on vient de dire qu'il falloit faire fur 
m, & après le calcul on changera dans M°, M°, M”, 
de, tous les x en #7. 


Aiof 


$. 26» 


= 


ee M mt 


— 


DES EQUATIONS. ds qu 
CHar. II, Ainf - X— "1 
$. 26, 


{ ? 
2 4 + bm+ cn dim Hem Êt 
a Bx+ x Reste ME a+ 
© I 2 


3 # 2 3 pr 
MES M'— b+2cm+3 dm aem àc 
CA em ac DE L. 

sd Ge Ge M"— 6 + 3dm+Gem° dre 

[e) L 2 
TT Te Gc=M"—=— d + 4em 

[e) 1 
; Êc—Miy— e ët 


27. PAR ces principes on peut exécuter avec facilité 
les transfo 


Tations indiquées au 4. 25. Veut-on tran{por- 
ter lOrigi i 


ne fur un point donné de PAxe des abfcifles ou. 
des ordonnées; ce qui {e fait en fubftituant MHZ à X, OÙ 
Au à y. Qu'on propofe , dis-je, de füubfituer +7 
à x 


On écrira l'équation für une li 
chaque terme qui contient 


+ Polant de cette puiflänce ; 
on changera un + en z, 
€ ligne, dont on multi 
quelque puiffance de x 


gne. : on en multipliera 
quelque puiffance de x par l’ex- 
& dans chacun de ces termes 
Le produit s’écrira für une fecon- 
pliera chaque terme où fe trouve 
par la moitié de fon expofant, & 
On'Changera de nouveau un x en z. Le produit fera la 
troifiéme ligne, dont on multipliera chaque terme qui con- 
tient quelque Puiflance de x par le tiers de fon expofant , 
& on changera toüjours un x en z. Cette opération don- 
nera la quatriéme ligne ,-& on continuera de même , juf- 
qu'a-ce qu’on foit parvenu à une ligne où il n’ÿ ait plus 
dx, Alors, changeant tous les x en zx » On rélinira tous: les: 
térmes de toutes ces lignes, & on aura la transformée *, 


2 Exemple. 


* Ufage de P'Anal. Êc. Pag. 308 & fuiv. 
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Exemple. On propofe l'équation A. Cor. 
AT x*. 2x y +8ax — 5 axy + 4c6xy—Bacyy +94" c=0 
2 3 I I [eh le) 


4 Age on 4: Loner 
40 7— 4x) 2H 244X "25 4° 2H AUYE 
Hi 5 £ o O 


Zz z 
Ex 2" —2y° 2" + 244X2° 
À GER, 15 
+ 4xz° + 842’ 
= o 
RSR 
+ 2°. 

Changeant x en #7, & réüniffant tous ces termes, on 
trouvera que la transformée de l’éq : À eft #*+ 42 + 
Gomme + am +at— any — 4my 7 — 23% +8am" 
+ oqam + 24m + 841 — samy — 542 + 4 ccm 
+ 4 cyZ— 8acyy +94 € — 0. 

Que fi l'on veut füubftituer #+4 à y, on opérera für 
les y comme on vient de faire fur les x, en changeant de 
ligne en ligne un y en #. 


28. Dans l'application de cette Méthode, le calcul de- 
vient plus commode, quand pour fubilituer #47 à x, 
on commence par ordonner l'équation felon les dimenfions 
d'y; & quand pour füubflituer 7+x à y; on prépare l'é- 
quation en l'ordonnant par x. L’Exemple fuivant fera 
voir l'avantage de cette préparation. 

On propofe de fubfiituer d’abord z+ 24 à x , & en- 
fuite —# à y dans l’éq : x? —2x"y + xy° — y'—2ax, 
+ 40xy + ap + ay — 24 X — 0. 

Pour faire la prémiére fubfitution , on ordonnera l'é- 
quation par y. 
3 


mt 
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S X—=24 
D GHADÈ TE 2x dar puc)y Las our autre RE 
O2 10 2 I O A a sel | TD 'H3 ape) —44 
ETES Se ere 2 2 
( s y (4x + 44)2y4+ (3x -4AX-244) | j +-2y —442)+24 7% 
5 O L2 L = 


CS 2)zzp C3X—24)7z Roi 
(e : (e] 
+ (1) 2° 


La transformée eft DONC — y? +2) — 27 y +7 
34) — 4421) + 442z + y Lo z— ja. 

Pour fübfituer #—% à J. on ordonnera l'équation 
par x. 


+ 7° 


y — — 4 
F2 2) x? 14) 247) x LL 4 Pr dy —— + s 
2 [ © AC e à su À I 6 K— sax + 4 
F2) + (2 Y+42)ux+(-3yy+24y +4" x 

[e] È 2 1 


-2UX"Æ2anx— An" 1 
(e] 5 Æm #O 
+ C1 )ax KC—3y +4 )zn j + 2x Lan: 
Q î | 
| PHARE Ga Ale Le, 
j Aïnfi la transformée eft x? DURE RER Do aux 
qu — SEX — jeu + a. 


29° S1 l’on veut exécuter en même tems les deux fub- 
flitutions de +2 x & de 2H 4 à ÿ, ce Qui fert à 
tranfporter l'Origine fu 


( dr Un point quelconque qui auroit 
# pour abfGife & > bour ordonnée, 


$ 25. 1V 
ù h à 25: » on 
cpérera comme on vient de le dire dans le &. préced. mais 
für les x & les y en même tems. 

Soit, par ex. éqat— AAY + QAX — y — 
32Y EN 2 x —— AXY + GAx xt > le Calcul & 
Fa fera 
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pi. Il, fera comme on le voit ici, ce qui, après le €. préc. expli- Gx. Ir: 


que mieux la chofe qu'on ne pourroit le faire par un long $:2? 


difcours. Il fuñit de remarquer que des deux nombres 
placés fous chaque terme, le prémier eft rélatif aux dimen- 
fions de y & le fécond à celles de x, & que les termes 
liés par une accolade y , doivent être réünis en un 
même terme qui ft leur fomme. Ainfi au lieu de —;4n2z 
& —auzz, On füppole — +422: | 


(e) 0 LO: OZ. r0 OZ O4 7 OZ 


1 : : 
O O.0 [e) ©. 70 O.7 


a —{4ary+-9ax-24))  —344)X 1 A2AAEA) TT AJNÀ Gaz + xt 
O.0. 1.0 O1 2.0 19 L'PARIOS2 1.2 ©. 3 

mt DA 2 2aa US AAXUT 3ayz H24aaxz-axxu TT2A)XE +-184x°2z Haxz 
1 2 


0.4 


o.Z 


—aaun 34 ur a ur À V2AATL-AX UT æœAXUT —ayrzH18axr2+-6xx22 
LV 


z 
0.7 


CO Er tem TUE 
2aurz ——ÿaurr# 6ar? + 4x2? 


HIT) 


Oo oO 0,0 


O.+ 


RÉ TE, PE 


+ 


Ainf, réüniflanit enfémble les termes qui ont les mêmes 
puiflances de # & de 7, & écrivant #7 pour x à # pour }, 
la transformée fera a — ang nm — aann — 34720 TK 
rozamm — ammn K Gam K mt 4 (— 40 — 240 — 


34m —amm ) 4 He (9 4° — 347 24 44m — 247 x : 


18 am +4 4m ) 2 — aauu *K ( 34° — 24am)uzrk (1244 
— anva18 am rt 6mm )2n— AU -HCGak am) 2 
3 — 0. 

Cette reïinion s’exécutera commodément , fi dès fa {e- 
conde ligne on fépare les termes qui font multipliés par # 
de ceux- qui font multipliés par z.. Pour cela ; on multi 
pliera dans la prémiére ligne chaque ferme qui contient 


quelque puiffance d'y par Pexpofant de cette puiflance , & 
on 


z* 


D 


EE 


Carl on le divifera Par y. La fomme de ces termes eft le coëfz Pr. I. 
ficient de x, i 


S. 29. 
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ent Puis, on multiplhiera chaque terme de la 
prémire ligne qui contient quelque puiflance de x par 
l'expofant de ceite puifflance & on le divifera par x. La 
fomme de tous ces termes eft le coëfficient d’z. C’eit ain- 
1 Qu'on aura calculé la feconde ligne. 


On viendra enfüite à la troifiéme qui eft compofée des 
tCrmes 4%, #2 & 27. Le coëfficient d’s fervira à former 
celui ds & la prémiére moitié de celui d’#z, fçav. 1°. 
le coëfficient dx, en multipliant chaque terme du coëffi- 
Cent d’'#, où fe trouve quelque puiflance d’y, par la moi- 
tié de fon expofant , & le divifant par y: 2°. la prémiére 
moitié du coëfficient d’#z , en multipliant chaque terme 
du même coëfficient d’z, où fe trouve quelque puifflance 
**,-par la moitié de fon expofant & le divifant par x. 2e 
Le coëfficient de z fervira à former 1°. l’autre moitié 

A coëfftient de #7, en multipliant ceux de {es termes 
qui contiënnent quelque puiflänce d'y par la moitié de 
leurs expofants, & les divifant par y: 2°. le coëfiicient de 
22, en multipliant par la moitié de Pexpofant dx, & di- 
vifant par x, tous les termes du coëfficient de z » où fe 
trouve quelque puiflance de x. TS NS 
a quatriéme ligne a quatre termes #? , #°z SE 5 D, 

qui f forment par les coëfficients de #7 » #2 & 27,, de la 
même maniére que ceux-ci ont été formés par les coëfi- 
SiEntS de #, & de z, fi ce n’eft qu'au lieu de multiplier 
Chaque terme par la moitié des expofants des puiffances de 
* & de y qu'il renferme , on le multiplie par le tiers de 
ces EXpofants. Le refle de l'opération eft femblable à celle 
qui a donné la troifiéme ligne. Le coëfficient de z 
me celui de #° ;, & la prémiére moitié 
Le coéfficient de #3 forme | 
uu2, & la prémiére moitié 
cient de 33 forme la fecond 


# for- 
de celui de » u% : 
a feconde moitié de celui de 
de celui de 2% : Et le coëfli- 
€ moitié du coëfficient de #27, 

& tout 
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Pre IUT, &c tout celui de 2°: C'elt dans ces coëfficients formés par Caar.Il 


moitié qu’on peut trouver des termes féparés qu'il faut S- 2 
réünir. 
On formera de la même maniére la cinquiéme ligne, 
par le moyen de la quatriéme, en multipliant par le quart 
des expofants d'y & dx, &c. Et on continuera de mé- 
me, jufqu’à-ce qu’on foit parvenu à une ligne , où il ne 
refle plus ni x niy. Toutes ces lignes enfemble, en y 
fubfituant #7 à x & 7 à y, font la transformée complette, 


Exemple > fur la même équation que ci-deflus. 


a —4a yon x — BAY —3 4AXY AA 244xX —axxy EH Cax° xt 
OO OM O: Ii: 2.0 1.1 0.2 RAR AO 204 
rK(-4a 244) -344x -axx)n (94 —344)k244ax—2axy# 1 Sax 4x YZ 


0.0 +0 O7 oi 0.0 +0 0.7 ++ O.+ Oo. 
* — {44 — 4x. 
KH(—4a) un Ce ans) 22 E (i2aa—1y#41 8ax-H6xx) zz 
0.0 0.0 0: 0.0 50 0.7  o.i 


Ko) M(o)uuz CPL EE. KH(GaHkax)z 
0.0 0.0 O7 ., 
K Ci1)2° 

Autre Exemple. On veut fubfituer %+LH24% à x 

& #4 à y dans l'ég : y xt—2 AR 2 4x 

3 4GXX —=O 


mm À 


: 
k 
l 
1 
1 


| 


L 
ù 


[le 
Je 


Au DES EQUATIONS. Ne 
«29. 
, xX—ÿi4 DT. Æ 
1 + 
PRE Pre RS Den 
40 O.4 0.2 Ge 


HD? -24 ua, DH Eax)x + (44) 2ÿ 3) uL( 34) 43-2434 )z 
0 CE NO Ë 
Face ET en 1 ÆH(Gaa)uu-(2ar ur E(at-3aaggasze 


He) 0.0 0.5: O.: É 
3 . . 0.0 > 
+ PI + (Our (o Drz fax ae )23 H(ga)ur sr 5, H(2a—2a)e 
3-0 0.2.0,0 
+(u3+(0)4 HOhrer- oh (et 7 CDR TE ET 
La transformée donc %att3s + can nr — 
2 4AUZ + 2 o4zz + 440 Lut +2 —0. 


30. S'AGIT- 11, de changer la pofition d’un des deux 
Axes fans changer lOrigine; de fübftituer [$. 24. II & IH] 


2zax, & 714+2à7y, OÙ 74H27 à x, & 54 à y; on le- 
Pourra faire d° 


» * . # 
= maniére analogue à celle qui à été pra- 
tquée dans Je $. 28, pour füubftituer + % à x , OU 7 + 
Z à ?. 


h1 
Car fi, dans un terme quelconque, comme 4x” , on 
Écrit p£ pour x & 724 4 


Pour y, ce terme fra changé 
b ri — 

cn ap 2 Cgz+ Se ? Get lg SE ne + 

RL, Pre NT ET) ete 3 13 , 

D age HR 7 2 ef 


I. 2. 
À 2 1 ji. — L1— 
Êt.)—= ap y MENTON: Li a+ 
2 bi 
ir EE 
Sc. Or la fuite de ces termes fe calcule par une Régle 
Æmblable à celle du Ÿ 26, & qui fe peut énoncer ainfi 
Dired. à l'Asie des Lignes Courbes, G On 


I. 3 
: dr, 1— bL3 hi 
enr, re es 
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PL NL On écrit en prémiére ligne l'équation propofée, après Caar.Il 

avoir changé x en pz & y en gz, ceft-à-dire, après 9:34 
avoir écrit p pour x & 4 pour y, & après avoir multiplié 
:chaque terme par une puiffance de z dont l’expofant oit 
égal à la fomme des expofants de x & de y dans ce terme. 
On forme la feconde ligne, en multipliant chaque terme 
qui renferme quelque puiffance de 7 par l'expofant de cet- 
te puiffance, en le divifant par 4, & changeant un 3 en 
un # La troifiéme ligne fe formera, en mulupliant chaque 
terme de la fconde, qui contient quelque puiflance de 7, 
par la moitié de l’expofant de cette puiflènce, divifant par 
4, & changeant un % en un #, &c. &c. 


. 5 / La . 
Ainfi, dans 4x 8 écrivant pZ pour x, & yz pour 


y, onaura 74 g! RE! , prémier terme ou prémiére li- 


gne, Ce terme multiplié par / expofant de 7, divifé par 
4 ; & par le changement d’un z en #, devient 13? 150) 


D ne mg ne 


met fecond terme ou feconde ligne: qu’on mul- | 
—1 


ETÉ 7 ; Fe 
tipliera par , moitié de l’expofant de 7, qu'on divi- 


fra par 7, & où on changera un z en #, pour avoir le 


y h L2 b+h2. 


2 ne ? LZ 
troifiéme terme ou la troifiéme ligne —— 4 4 À 


& on continuera de même jufqu'à-ce qu'on vienne à des 
termes qui ne renferment plus la lettre g. 
Exemple. On propofe de fubfituer pz à x, & 974 
# à y dans l'éq : 4° "H4* xx aby k 34x° +4 4axy E 8byy 
F. To. Cette équation, en changeant x en pz & y en gz, cft 


+ 


DES EQUATIONS. 
Cuar.TL. AR EPL TR abgz + 3 ap? 44242" 8 bg°z2 
Ÿ O O 1 O I 
: manne. ne — 
+ 4h + 44) RTGE 
O O 


-k 8 IF. 4 


2 
LT 


SI 


La transformée eft donc # +1 Cp abq)z ab 


e> Gapp+ 4apg + 8679)zz + Cap *K 16bg) 2 + Sbuu— 

De même Si] fut fübftituer 54 à y, & rw % à < 
ligne l'équation propofee , après 
& y ens#, & on opérera fur r 
nt d'opérer für y , en changeant de ligne 


On poféra en préniére 
avoir changé X en 7 
Comme on vie 


€n ligne un z en un Z, &C. 
Voici le procedé du Calcul für le même Exemple, 


a RCE rt abs 2 (3arr 4 4ars he 8bss) un 
È > 


1 oO 2 I Oo 

Hz "H ( Gar 444$ )u7 
(e] ë O 
34222 


(ex 


Ainf la transformée eft 4° (27 abs) u 3477 4 


HAT PK BBss)) ver fa bEz Lu ( Car 445 ) 12 4 347% — 


D ms o. 
On pourroit de m£ne fübfitue 
TH à x! 


r tout à la fois Lz"% 


dE s# à J; ce qui change la pofition des 
deux À 


XES fans changer lOrigine. 
UOn à un peu 


que les précédentes. 
à quelque chofe de plus efentiel: 


Mais cette transforma… 
plus d’'embarras & un peu moins d'utilité 


Nous la laiflèrons donc pour venir 


G 2 CHAPI 


Pc. III: 


Pi, II, 
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CHHSATP-ITR“EFTIFE 
Des différents Ordres des Lignes algébriques. 


21. Es LicnEs ALGEBRIQUES Confidérées ana- 
lytiquement fe divifent en différents Ordres , {e- 
lon les dégrés de leurs équations. Ces dégrés s’eftiment, 
comme dans les Egalités déterminées , par le dégré du 
plus haut terme de l'équation. Mais, puifque dans les 
équations des Lignes algébriques il y a deux indétermi- 
nées x & », le dégré de chaque terme s’eftime par la fom- 
me des expofants des puiflances de x & dey. Les termes 
qui n'ont que des confiantes, dans lefquels il n'y a ni x 
ni}, font du dégré zéro. Ceux qui n'ont qu'un x fans 


ou qu'un y fans x , mais où cette indéterminée peut 
DAT) 


être multipliée par un coëfficient ou une grandeur coni- 

tante quelconque, comme by ou cx, font des termes du 

prémier dégré. Les termes du fecond dégré font ceux où 

fe trouvent xx, xy, Ou y». Mais x, xx}, xyy & y font 

les termes du troifiéme dégré ; x*, x°y, x°y°, xy°, & y* 
. / . . 

ceux du quatriéme, & ainfi de fuite. 


32. On peut donc former , pour chaque Ordre de 
Lignes, une Equation générale ; qui repréfente toutes les 
Lignes pofibles de cet Ordre-R : lefquelles enfüite fe di- 
vifent & füubdivifent en Genres & Efpéces , felon la variété 
des coëfficients qui multiplient les termes de ces Equa- 
tions. 

L'ég: #4 by Hcx—0o, exprime la nature des Lignes 
du prémier Ordre, parce qu’elle n’a aucun terme qui pañle 
le prémier dégré, 

as | Léq: 


S. 37. 
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1 2 A. ifente 

L'éq : 45% byope çu vx dyy H exy + fax — 0 repréfent 
une Ligne Mere du fecond Ordre , parce qu'il ne Sy 
trouve 


OùVC que des termes du fecond dégré ou des dégrés in- 
férieurs 


L’éq : a+ by cx rh dyy + ex) fx APE By 
22 px — o , exprime en général une HAE 
troifiéme Ordre, parce que fes termes les plus élevés ne 


font que du troifiéme Ordre , Ce. 


33: Dans cette maniére d'eftimer l'Ordre d’une Ligne 
algébri 


40%, On fuppole que fon équation eft irréduétible : 
Parce qu'une équation réduétible eft moins l'équation d’u- 
ne Ligne d'un certain Ordre , que celle de deux ou plu- 
leurs Lignes de quelques Ordres inférieurs [f. 20 , 21 je 
€ eft pourtant indifférent en foi- même, & rien n’em- 


pêche qu’on ne regarde , fi l’on veut, le {yfléme de deux 
Lignes du premier Ordre » comme une Ligne du fecond 
Ordre; & le fyfléme de trois Lignes du prémier Ordre , 
ou celui de deux Lignes, l’une du prémier, & l’autre du 
fcond Ordre, comme une Ligne du troifiéme Ordre, &c. 


34 Ce Qu’iz y a de plus important à remarquer 
fur cette diftribution des Lignes algébriques par Ordres, 
c’eft que chaque Ligne eft fi bien fixée à fon Ordre, qu’el- 


G 3 le 


SRÉME NEewron diftingue les Ordres des Lignes & les Genres des 
Courbes. Comme le premier Ordre ne renferme que la Ligne 
droite [ Voyez. Sean 3. 40.1, il appelle Courbes du prémier 
Genre, les Lignes du fecond Ordre, Ste du fecond Genre, 
les Ligne®du troïfiéme Ordre , & ainfi de fuite, Quelque ré- 
pugnance qu'on ait à s'écarter des dénominations établies par ce 
Grand Homme, il m'a paru que cette diflinion génoit trop l'ex- 
Preffion, & je me fuis déterminé À dire indifferemn 


É nent , Cour- 
es ou Lignes du fecond Ordre, Courbes ou Lignes du troifié- 
me Ordre, &c, 


PL. 1II, 
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fente. Je veux dire , qu’encore qu’on puifle exprimer la 
nature d’une Ligne algébrique par une infinité d'équations 
différentes, felon le choix qu’on fait de l'Origine, & la 
pofition qu’on donne aux Axes ; cependant toutes ces 
équations font d’un même Ordre , auquel par conféquent 
la Ligne propofée doit fe raporter. 

En eflet, fi l'équation de cette Ligne qui exprime le 
raport entre les coordonnées x & y eit d’un certain Or- 
dre ; Péquation , qui exprimera le raport entre d’autres 
coordonnées z & # de là même Ligne, eft néceflairement 
du même Ordre. Car quelque variée que foit la poñition 


des z & des # par raport aux x & aux y, on aura tou- 


jours [. 24] x #kpztre, Ry—=nkqgz#su, 
& en fubitituant ces valeurs de x & de y dans l'équation 
qui exprime leur raport , on aura la transformée qui don- 
ne Îc raport des coordonnées z & #. Mais puifque, 
dans les équations x" pz re, y=—=n %k g2 su, 
3 & # ne montent qu'au prémier dégré , non plus que x 
& y, 1l s'enfuit qu'après la fübftitution, 7% & # ne monte- 
ront dans l’ég: transformée qu’au même dégré où mon- 
tent x & y dans la propoféc. Donc l’éq : des 3 &# fera 
du même Ordre que celle des x & y. Aïnfi l'Ordre d’une 
Ligne algébrique ne change point par le changement de 
{es coordonnées. * 


35. MR. NEWTON arrange les termes de l'équation 
d'une Ligne algébrique dans. un Parallelogramme divifé 
en plufieurs C#fs, ou petits quarrés. Il place dans cha- 
que ligne horizontale les termes où la variable y a le mé- 
me Expofanc, & ces expofants augmentent d’une unité en 
montant de ligne en ligne: Il place dans chaque colomne 

verticale 


* Ufage de l'Analyfe, Ÿe, pag. 340. & fuiv. 


PL. III, le n’en fort point , par quelque équation qu’on la repré- Cx.TIE 


Se 34 


Sr a Ce RSS 
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Cu TL verticale le 
‘35 fant, 


. La L] 
& ces €xpofants croiflent d’une unité en paflant d’u- 
ne Colomne à l’autre de gauche à droite. Aïnfi chaque 


Mme a GNCafe déremminee par les expofants dx & d'y 
ans ce terme, 


OC | te. | Gr. | dc: | Et. de. 


D" rex pt y lertyt lo. 


——— 


£Y CES sx" y? B x’ y «xty? dc. 


—— 


dy | bxy nx°y",1x7ÿ° yxty dre. 


—— 


Mais comme dans cette difpofition les termes d’un 

A AT de LÉ 
même dégré fe trouvent placés en diagonale , Mr. DE 
Gua, en tournant le Parallélogramme , lui a donné une 


fituation plus commode *. 11 fe préfente alors comme un 


triangle, dont la pointe regarde en embas, & où les ter- 
mes de lé 


d 


quation générale font placés comme on le voit 
ans cette Figure, qui explique la chofe fuffifâmment. 


* Yage de PAnsbfe, & 


c. pag. 24 &c. 


S termes où l'indéterminée x a le même expo- P£ IL 
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26. Daxs ce Triangle, que l’Auteur apelle Triangle al. 
gébrique où analytique , chaque Cafe prend fon nom des x 
& des y qu'elle contient. La Cafe inférieure feule, qui n'a ni 
x niy, fe nommera la Ca de la pointe, ou, pour abrégèr, 
la Pointe du Triangle. Des deux Cafes qui la touchent , 
Pune s’apelle la C4£ » ; l'autre la C4 x. Les trois voifi- 
pes fe nomment la C4 y», la Cafe xy, & la Cafe x x. 
On comprend afléz par-là quel eft le nom de chaque 
Cafe. 

Dans cette difpofition on voit 1°. que tous les termes 
d’un même dégré font dans le même Rag horizontal; les 
plus hauts dégrés dans les Rangs fupérieurs , les plus bas 
daos les Rangs infrieurs. Chaque équation générale a au- 
tant de rangs que l’expofant de fon Ordre à d'unités, fans 
compter la Cafe de la pointe , où lon place le terme 
conftant, 

2°. Que fi l’on veut ordonner l'équation par x, c’eft- 
à-dire, füivant les dimenfions de la variable x, on n’a 
qu'à confidérer comme les termes de cette équation, les 

Bandes 


L. Ge. Cu. IL 


ES mm 0 he 
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. RI î _ ui 
Cx INT, i de droite à gauche. Dans le Trian- pr. I. 
se, Bandes qui montent 5 


: Triangle étant pro- 
que le n'ait que ce terme, {oit que, le Triangle € P 


727, 
B 


37: ON vorr par cet arrangement que l'équation 
générale des Lignes du premier Ordre a [ 1 +2 —] 3 ter- 
mes; que celle du fecond Ordrea [1+2+3 — ]6 ter- 
mes; celle du troifiéme [ 14+2+3%44]— 10 termes > 
& ainf de füite, felon la fuite des nombres triangulaires. 

Latrod, à PAnalyfe des Lignes Gonrbes, H Le 


Pc, EI, 
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Le nombre des coëfficiens #, b,c, d,e, dv. de cha- a T1le 
+ 377 


que équation générale [ $. 32 } eft le même aue le nom- 
bre de fes termes. Mais ce nombre des coëffitients peut 
être diminué d’une unité, parce que le fècond membre de 
ces équations étant Zéro, on peut diviler tout le premier 
membre par un coëfficient quelconque , comme celui de 
la plus haute puiflance d’y ou d'x, laquelle , après cette 
divifion, n’a pour coéflicient que l'unité. 

Aiofi , divifant par c l'équation générale du premier 


ere VA ED 

Ordre #4+by+cx—o, elle fe réduit à Se y +x0, 
[a 

dans laquelle, avec l'unité qui multiplie x, il ny a que 


EL 4 
deux coëfficients = & = 


Si donc v eft lexpofant d’un Ordre quelconque, le 
nombre des coëfficients de l’équation générale de cet Or- 
dre féra zvv Hiv, fomme de la progreffion arithmétique 
2+3+ 4% s+ 6, dont la différence elt 1 , le premier 
terme 2, & le nombre des termes v *. 


38. Iz suxT de là, qu'on peut réguliérement faire 


pañler une Ligne de l'Ordre v, par le nombre iuv+3i. 


de points donnés, ou qu’une Ligne de l'Ordre v eit dé- 
terminée & fon équation donnée, quand on a fixé ivu 
iv points par lefquels elle doit pafer. 

Ainfi une Ligne du premier Ordre eft déterminée par 
deux points donnés ; une du fécond par 5; une du troi- 
fiéme par 9; une du quatriéme par 14; une du cinquié- 
me par 20, &c: 


La 


* STIRLING, Lines tertii Ordinis, ©e. pag. 3 & fuiv. 


nv? æÆ EE 
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: frati l Î > d'un Exemple. *. P. IL, 
. ra La Démonftration n’a befoin que d'un Exep 


3 cinq points donnés par lef- Fig. 22. 
uels il À = Be CAD LE en Fe fécond Ordre. On 
ie faut faire pañler une Lig à Fe 
eenra à volonté deux droites FG, FH; par un F Fo 
qu’on Prendra pour l'Origine , & ces droites Ron es 
AS après quoi menant par les points donnés QE 
données Aa, Bb, Cc, Dd, Ée; elles feront données, u ï 
In que Îes abfciffes Fa, Fb ,Fc, Fd,Fe. Quon nomme 
donc Aa, 4: BD5#:1Cc, c:1Dd,diEesles à Fa ee 
Dre V5 Fd, 9; Fe,s; & qu’on prenne léq Fe 
FC + Dyy+ Exy Hxx—o pour celle de la Li- 
8ne du fecond Ordre, qui doit pañfer par les points don- 
2e ES CHED , E. Il s’agit de déterminer les cinq 
an EN inconnus 4, B,C, D, E. Or pour cela nous 
avons cinq équations. Car, puifque la Courbe paille par 
$ Point À, il faut qu'à l'abf&iffe Fa [ « ] réponde l'ordon- 
ne AAl#]. Donc x étant æ, y cft #4 Mettant donc 
dans l'éq: A+By < Cx + Dyy + Exy > XX — 0 ) A pour 
* & 4 pour y, la condition de pañier par À la réduit à 


de CN es PT SEE PET A+Ba+Ca+Dasat+Eau-taa—o 
La condition de paffer par B,donne demême 4+Bb+C8+Dhb-+Eb8 +88 —o 
Celle de paflèr par C, donne . . AHBc+Cy+ Di +Ecy Hyy=0 
Celle de pañlér par D donne + AR Bd+OD-EDAI+Ecd +99 —0 
Et celle de pañfer Par E, donne enfin . . 4-HB:4Ce-+ Dee Ere ce —0 

On peut par le moyen de ces cinq équations trouver 
les valeurs des cinq coëfficients 4, B, C, D,E, ce qui 
détermine Péq : AH By + Cr 4 Dyy + Exy Lxx — 0 de 
la Courbe cherchée: | 


Le Calcul véritablement en froit aflezlong + : mais :l 
H 2 n'eft 

* Lineæe tertii Ordinis, Ée. pag. 60. 
EWTON, Arithmetica univer/alis. Prob], LXI. pag. mihi 233. 
T Cetà l’Algébre à donner les moyens d’abréger ce Calcul. 
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PLIEL n'eft pas befoin de le faire ,.pour fe convaincre qu'il eft Cn.1r. 
toûjours pofñlible de faire pafler une Ligne du fecond 5:38 
Ordre par les $ points donnés A , B, C, D,E, & 
en général une Ligne de l'Ordre v par le nombre :uv + 
3v de points donnés. Il fufft de voir que chaque point 
fournit une équation, & qu’on peut déterminer autant de 
coëfficients qu'on a d'équations. Donc ivv<+2iv points. 
déterminent z3vv<+2iv Coëfficients, c’eft-à-dire, autant 
qu'il y en a dans l'équation générale des Lignes de lPOr- 
dre v [ &. prec. |. 

Comme dans ces Equations, les inconnuës 4, B,C, 
D, E ne montent qu’au premier dégré , le Probléme fera 
toujours pofñfible, & les Racines imaginaires n’y peuvent 
apporter aucune exception ou limitation ; parce que ces 
coëfficients fe déterminent fans qu'il foit befoin d’aucune 
extraction de racines, qui eft la féule opération qui puiffe 
introduire des imaginaires dans un Calcul. Mais il peut 
arriver, ou que quelques-uns de ces coëfficients foient 
zéro ; & alors l'équation de la Courbe eft réduite à un 
moindre nombre de termes; ou que quelques -uns fe trou- 
vent infinis; & alors les termes qui font affedtés de ces 
coëfficients font feuls toute l’équation , les autres s’éva- 
noüiffant en comparaïifon de ceux-là : ou que quelques- 
uns reftent indéterminés ; & alors on peut fäire pañlèr par 
les points donnés une infinité de Lignes du même ordre, 
Si l'on avoit befoin de chercher aétuellement l'équation 
de la Courbe qui pafle par un nombre de points donnés, 
on abrégeroit le Calcul en prenant un des points donnés, 
comme 


Te croïs avoir trouvé pour cela une Régle aflez commode & gé. 
nérale, lorfqu'on a un nombre quelconque d'équations & d'incon- 
nuës dont aucune ne pafle le prémier degré On la trouvera 
dans l’Appendice, N°. . 
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CII. comine À , pour l'Origine. Car, à ce point, l'abfciffe & Pr. II. 
* 3% l'ordonnée étant zéro, on aura & & 4 tous deux zéro, Ain- F£ 73 
fi la premiére des cinq équations ci-deflus, eft reduite à 
A—o, & les quatre autres à Bb+C8+ DEb “ER +08 
—0, Bc+Cy+DeHkEcy+yy=0, Ba+C9+-Ddd +F48 
Hd —0o, Be+Cerk Dee+Ece+ 0, dciquelles on 


tirera, 


Byde(B-y)(3e—de)—3cde(8-3)yemct)+Bcde(8—#)(yd-03)-byde(y-2N Be-ts) 
B=——. __ —+hyte y-e)(B-bR)— de (3) (Be dy) 
(B= Fy)(Be-deY be-de)- B LESY ye-ce)(bdrce) {Be-beXyd-c3)(be+d) 
(BBc -byyX3e-de)de-( BB1-H35)\ye-ce)ce--(BBe-besXyd-cd)cd+(yyd-c38)(Be-be) be 
CC 7 _-(yye-ces)(BI-P3 )bd4{ 3e-des( Bc-by) be x. 
(Bc-by)e-ds (be+de)-(Bd-bS ye-ci)(bd+ce)4(Be-bs)(yd-c8) be+cd) 
-D—S HV) Ge-de (84-36). (B4-b3X7e-ce)(R3 +-ye) + (Be-be)(yd-c8X Be +-y3) 
_ (B:by (èe-debc+4de)-(Bd-b3))ye-ce)(bdEce)+(Be-be)(yd-c3\be+-cd) 
(6 by): de-de) Baby Sud) ALES) ( Es (Bdibèyyesce) + (Be-be) (yd-c8) (Beybe,sdsc3) 
(Be-bye-deXbe-tate) = (Bd-BN perce )(bdce)+(Be-br)yd:68 (bed) ; 


Mais on abrégera encore plus fi l’on prend pour Axe 
des ordonnées la droite AB & pour Axe des ablcifles la Fig: 24 
droite AE , menées du point À à deux des points don- 
nés B, E. Alors l’ordonnée AB [2] ayant une abfciffe [81 
Zéro , & l’abfife AE «] ayant fon ordonnée [e] égale à 
zéro , les valeurs de B, C, D, EF, fe reduiront à 


p— 299 (d(e—y) —(e—9)6) 
€ d (y E—d) — (b—15)9) 
Cod) — 2) 
cd (y bd) — (—0d) 
YT Cds —y) —(3—d')0) 
CA y Cd) D) 
Nb — 8) —yA(b —dY—>) 


—£ 
D— # 


E= 


H 3 
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{ 


de forte que l'équation: fera [en multipliant par le dénomi- Cu 111: 
nateur commun |, cdCyCb—d)—(è— 56) d')xx— S:38 
Cody e—y)}— cb —5X 8 —d)) x Hyde y) — 
Code) vy — de (yb—d) — 8) x — byd (ds — 

y) —(—d) 0) y = 0 


29. De ce que l'équation d’une Ligne algébrique ne 
change point d'Ordre , quelque pofñition qu'on donne à 
{es coordonnées [ 4. 34] 3 il fuit qu’une Ligne ne peut 
être coupée par une Droite, qu’en autant de points , au 
plus, qu'il y a d'unités dans l'expofant de fon Ordre, c’eft- 
à-dire, dans le nombre qui marque quel eft l'Ordre de 
cette Ligne. Qu’une Droite ne peut couper, par ex. une 
Ligne du premier Ordre qu'en un point , une Ligne du 
fécond Ordre qu’en deux points, une du-troifiéme qu'en 
trois , &c. 

Car on peut toûjours prendre cette Droite pour lAxe 
des abfciflès ou pour celui des ordonnées , fi elle ne left 
déja: & par cette tranfpofition des coordonnées l'équation 
de la Courbe ne pañlé point dans un autre Ordre. Main- 
ténant, pour avoir tous les points où la Courbe rencontre 
la Droite, que nous fuppoferons être l'Axe des ordonnées , 
il fut faire l'abfaifle x égale à zéro [$. 15] & les racines 
y de l'équation qui nait de cette fuppofñtion défignent tous 
les points où la Droite rencontre la Courbe. Mais ces ra- 
cines ne peuvent être en plus grand nombre que les uni- 
tés dans le plus haut expofant d'y, & ce plus haut expo- 
fant d’y ne peut furpañler l'expofant de l'Ordre de la Cour- 
be [4. 31.32]. Dôuc la Droite ne fauroit rencontrer la 
Courbe qu'en autant de points, au plus, qu'il y a d’unt- 
tés dans l'expofant de l'Ordre de cette Courbe. 

Il eft très pofñfible qu'elle la rencontre moins fouvent, 
ou même point du tout, Car dans l'équation que don- 
ne la fuppoñition x =—=0, il peut fort bien f faire qu’y ait 

{on 


Cu 
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HE fon plus haut expofant inférieur à celui de l'Ordre de la 
4. 


Courbe : il peut {e faire que cette équation ait des racines 
imaginaires , & les ait meme toutes ; CE Qi donne des in- 
ter{cétions imaginaires & qui nexiltent pas : il peut fe fare 
que deux ou plufieurs des ragnes réelles de cette équa- 
tion foient égales; & alors deux ou plufieurs points d'in- 
terfeélion fe confondent en un. feul. 

Soit, par ex. le Cercle MEF décrit du centre C avec 
un raïon CM—7, & dont l'équation, en nommant Z l'ab- 
fcifle CP, & z l’ordonnée PM, et 2z+w—7r On 
demande en combien de points fa circonférence rencontre 
la droite AB, qui pañle par les points A & B des Axes CA, 
CB , dont les diftances à lOrigine font CA—4 & CB— 
b. Soit nommée AB, 6, &, à caufe du triangle reétangle ACB, 
On aura cc —44 +4 bb. Si l’on prend AB pour l’Axe des 
ordonnées , en regardant AQ [x] comme labfcifle du 


point M, & QM{y], paralléle à AB , comme fon ordon- 
née, on aura | . 24] & Es Pré, Ces 
€ 


valeurs de z & de # fubftituées dans l’ég: 22+4w—rr, 


2 4x 44 | 
la transforment en x*—24X +44 Er 227. 


€ 
aayy  bbyy 
= m7» Où [puifque 44 + bc] en xx 
2x Lan à 24*) __ 244 RU 
u FFE = H = 77r, qui exprime la na- 
ne u Cercle rélativement aux coordonnées AQ [x] & 
QN [y]: Si l’on fait, dans cette équation , x=— 0, elle 
{ réduira à ae — 77 (: 
: +J}==7r, qui marque par {es 
racines les interfeétions du Cercle MEF & de la Droite AB 
Cette équation eft du meme dégré que l'Ordre de la Cour2 
€. Un Cercle d i 
peut donc couper une Droite en autant dé 


points 


PL. IL, 


Fig. 25. 
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PL. IT, points qu'il y a d'unités dans l’expofant de fon Ordre , cawr. 
c’efl-à-dire, en deux points ; & cela arrive quand les raci- $-354 
au Ça*—aaccrkrric) aa==y/(rrec—aabb) 
L SV TE 


DCS JE, OÙ J—= 
244 
de lég: 44 — 2 + y Sr font réelles : car ces raci- 


nes défignent les deux ordonnées primitives AE, AF par 
l'extrémité defquelles pafle la circonférence. Mais quand 
ces racines font imaginaires, les interfeétions le font auffi. 


Pre = _ ZE = 


: aabb ; 
Cela arrive lorfque rec << 4bb, ou rr < Tr » foitr < 


ee 


# , C'eft-à-dire quand le raïon [ 7] CM eft plus petit que 


Æ , qui cft la perpendiculaire C D“ abaïflée du centre 


C für la droite A’B” : Alors les interfe@tions F & E dif 
paroiffent ; la Droite ne coupe plus le Cercle. Que fi 
ces deux racines déviennent égales; ce qui a lieu quand 


rric — 4abb, où =, quand le raïon CM eft égal à 


la perpendiculaire C D'; alors les deux points d’interfec- 
tion fe confondent en un feul, le Cercle ne rencontre la 
Droite A’B’ qu’en un feul point D”. 


40. Pursqu'une Droite ne peut couper une Ligne 
algébrique du premier Ordre qu’en un feul'point [. prec.] 
là Ligne algébrique du premier Ordre ne peut être cour- 
be; car une Courbe peut toüjours être coupée par une 
Droite en plus d'un point. Donc la Ligne droite eft la 
feule Ligne algébrique du premier Ordre. 

C’eit ce que l’on voit‘encore évidemment par le détail 
des équations de cet Ordre. Elles ne peuvent avoir que 
trois termes 4, by, & cx. Mais elles peuvent ou les 

avoir 


| PT ANCHE VUS 
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Qw'IIL avoir tous trois, ou n’en avoir que deux, ou même n’en PLV. 
$.4 avoir qu'un: Ce qui fait.trois cas diflérens. 

L. Lorfque l'équation .du premier Ordre eft complete, 
Ceft-à-dire, lorfqu’elle a fes trois termes, on peut toûjours 
fuppofer que le terme confiant 4 eft feul & pofñitif dans le 
premier membre. Les deux autres termes by & ex font le 
fecond membre, où ils peuvent être pofitifs où négatifs. 
Soit AB la Ligne des abfcifés, & AD celle des ordonnées, 
faifant entrelles un angle quelconque D AB. 

Cas I. Si dans l'équation réduite à la forme que nous 
venons de dire, à & c font poñitives; que léqg : foit 4— 
by + cx : elle repréfente une Droite. Pour avoir fa pofi- 
tion , il fuffit d’avoir celle de deux de fes‘points, de ceux, 
par exemple, où elle coupe les deux Axes. ‘On aura lun 
en faifant x— o, & l’autre en faifant y—0o. Qu'on fafñlè 
x—0o, & l'éq: 4«—bykcx fe réduit à 4—/y, ou y 


7. On prendra donc fur J'Axe des ordonnées AD, 


du côté poñitif, AE égale à = ; qui eft la troifiéme :pro- 


portionelle à la ligne 2, à la ligne +, & à la ligne qu'on 
prend pour l'unité, & on aura le point E, où la Droite 
cherchée coupe l’Axe des ordonnées [4. 15]. De même, 
fon fait y—0o, l'ég: 4—byæex fe réduit à 4—6x, 


ou *—=< ; de forte que prenant fur AB. l’Axe des ab. 


fciffes ; du côté poñtif, AC égale à ©, qui eft la troifié- 


me proportionelle à 6, #, & r, on aura le point C où la 
Droite-cherchée coupe l’Axe des abfGiffes. 11 ne refte donc 
plus qu’à mener cette Droite CE. Je dis qu'elle eft repré- 
{ntée par l’éq : 4—Ly#kex. 
Car fi d’un point quelconque de cette Droite on méue 
Tatrod. à 'Analyfe des Lignes Courbes, Ï une 
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Pc. IV. une paralléle à AD, on déterminera une abl@ifié x & une C1 
ordonnée y. Ce point peut être pris , ou fur la partie S-4: 
EC, ou au-delà de C, ou au-delà de E. 1°. Si le point 
cit M, entre E & ©, l'ablüifie A P [x] , & Pordonnée PM 
[y] font'toutes deux pofitives. Etles triangles femblables 


CAE , CPM donnent CA[ ©]: AE [5] = CP[S—x ]: 


PM{»] Donc Gi 2 =, ou, transpofant e Ù 
multipliant par bc, & divifant par #, 4 by ex. 2°. Si 
le point m eft pris au-delà de C, l'abfcifle À p [x] eft po- 
fitive & l’ordonnée pm | —] négative. Et les criangles 


femblables CAE, Cpm donnent toûjours C A [É ]: AE 


ax 48 


4 4 
ES] = Cplx——]: pmf—»]. Donc 5”, 
qui fe réduit auffi à 4— by#ex. 3°. Si le point x eft 
pris au-delà de E, labffie Ar[ — x ] cit négative & 
l'ordonnée 7 [y] eft poñitive. Les tr. fembl. CAE , Cru 


donnent auñi CAT]: AE [©] = Cr[—%r*]: 


F4 AX aa ay ju TER ; 
muy] QU, TEE es be >. dut fe réduit encore à 
a—by#kcx. ss 

"2. Sib &c font négatives, l'équation fera à —} 
—cx: & faifant x—0, on aura 4——4y, où y— 
— = AE négative , & en faifant x—=o, on aura 4—= 
—Cx, où *—-———AC auf négative. Et l’on 
prouvera, comme dans le n°..précéd., que EC ef la Droi- 
te que réprefente l'ég: a =—2y—1x 


3: Si 
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Cu, DIT, 3. Si # eft poñitive & « négative, l'équation fera # — PL. IVe 
Je4c; by—cx. Et faifant x—0o, on aura 4= by, ou J— 
4 


7 —AE pofitive : mais faifant ÿy—0, On aura 4 ——#x, 


Fig. 28 


ou x——* — À C négative. 

4. Enfin , fi 2 eft négative & c poñitive ; l'équation F8: 19 
étant 4—— by # cx, on trouvera que x —0o donne 
Y=—* — AE négative, & que y—0 donne = 
— AC poñfitive, 

Donc, en général , l'équation du premier Ordre étant 
complette & réduite à cette forme 4«—=4y==cx, où 
lon fuppofe 4 pofitive : 

Si 2 & c font toutes deux pofitives, la droite EC foùs 
tend lAngle des coordonnées pofitives : 

Si # & c font toutes deux négatives, EC foûtend 
PAvgle des coordonnées négatives : 

Si 2 coëfficient d’y eft pofitif & « coëfficient d’x néga- 
tif, EC foûtend lAngle des ordonnées pofitives & des ab- 
fcifles négatives. 

. Si 2 coëfficient d’y eft négatif & c coëfficient dx po- 
fitif, EC foûtend l'Angle des abfiies pofitives & des or- 
données négatives. c 
ne Cas 11. Si l'équation du premier Ordre n'a que deux 

PSS ; Ceft que #, où #, ou c font zéro. 

2 2 

I. Sizeft Zéro , 5 & _ font zéro: les parties AC, 
AE prifés für les deux Axes devenant nulles , la Droite 
EC pañle par Origine [ $& 14]:° Cependant ces parties 
AC, AE, lors même qu'elles s’'évanouiflent , gardent leur 


i 4 A a \ di ’ . 
raifon de 7 à ; ou desà:ce qui détermine la po- 


I 2 fiion 
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PL.1y: fition de la Droite reprefentée par l’éq : Æ4y + 6x = o, ex.1Ir1 
Car fi l’on prend Ac fur l'axe des abfciflès, & Ae 1:40 
— 4 fur laxe des ordonnées., toutes deux poftives | ::.. 
ou toutes deux négatives , fi # & c ont différens fi- 
Fig. 30. gnes : mais l’une pofitive & l’autre négative, fi 2 & c 
Fig. 31, Ont le même figne, & qu'on tire la Droite ec; AM 
menée parallélement à ec par origine. A, fera la Droi- 
te repréfentée par léquation y =cx —o. Car.fi 
en abaifle l'ordonnée MP , les triangles femblables APM, 
Acc, donneront-toûjours AP[ x]: PM[y]=— Ac [=5} 
Ac[=c], d'où réfute Æiy—=cx où Hey ox 


===.0. 


214 
b 
aie, le point. E cft infiniment éloigné de. A, & la Droite 
CE, qui partant du-point C va rencontrer A D à l'infini, 
GE:,. dis-je, eft paralléle à AD, La Droite cherchée CE 
eft donc paralléle à l’Axe. des: ordonnées. En effet, quel- 
que point M.qu'on prenne de cette Droite, fon abicifie 


MOQ_eft' toûjours la même, égale à. AC [=] Or ceft 


2: Si —o, — eft infinie. La droite AE étant inf 


Roi 4: ; . 
ce qu'indique l’éq: X—È—, Ou 4=— 6x > à quoi 


f réduit l’éq: générale par la fuppoñition de k— 0. 
3. De même, «—=0, rend = + C'eft-à-dire: AC , inf- 


mie. Le-point C va donc à l'infini, &.la Droite. qui par- 
tant de E rencontre AB à l'infini, lui eft parallée. On 


prendra donc fur l’Axe des ordonnées AE — = — & 
on méñcra EC parallélé à PAxe des abfciffes. Chaque point M 
dc'cètte Droite à fon ordonnée MP égale à AE Es 1] Elle 

ft: 


Ca. TIL. 


$: 40. 
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4 / / 4 j 
eft donc repréfentée par l’éq : J=E+, où 4— by, 


réduite de l’éq. générale 4= + by=Æ6x, par la fuppofñ- 
tion de c—0o. 

Cas 1II. Si l'équation du premier Ordre n’a qu’un feul 
terme, ce ne f@ra pas le terme #, qui donneroït 4—0, 
équation impoffble, puifque # eft une grandeur donnée : 
mais ce féra le terme y, ou le terme «x. | 

1. Si l'équation eft £y—o, on aura y=—o, qui re- 
préfente fimplement l’Axe des abiciffes. Les ordonnées de 
cet Axe font zéro , quelque abfciflé qu’on prenne. | 

2. Si lég: eft ex —0, on aura x—o , qui repré. 
fente l’Axé des ordonnées , dont chaque point a {on abici® 
f& égale à zéro. 


41. U x raifonnement tout: femblable à celui du &. 30, 
démontre qu'une Ligne ne fera coupée par une Droite 
paralléle à fes abfciflés , qu’en autant de points au plus 
qu'il y a d'unités au plus haut expofant de x dans fon 
équation ; & qu’elle ne fera coupée par une Droite paralz 
lle à fes ordonnées qu’en autant de points au plus qu'il y 
a d'unités au plus haut expofant d’y dans fon équation. 

Par ex, l'ég : y — 4 x+aby—0o exprime une 
Courbe ‘du troifiéme Ordre, qui peut être coupée enrtrois 
points Par une infinité de Droites, qui ont diverfès pofz 

Se Mais par une Droite paralléle à {és ordonnées , elle 
DE peut être coupée qu’en un point; parce que dans fon 
équation y ne ‘pale pas le prémier dégré Et par une 
Droite paralléle aux abitiflès, fa Courbe ne’peut être cou. 
pée qu’en deux points, parce que dans fon équation x 
ne s’éléve qu'au fécond dégré En effet , fi la Droite pa 
ralléle aux ordonnées coupe PAxe des abfiffes en un poirit 
éloigné de l'Origine de la diftance-# > On doit regarder 
te Droite comme Fordonnée de l'ablifle #2. Metrant 

E 3 dons- 
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Pz. IV. donc # pour x dans l'équation de la Courbe , elle fe Cu.11r: 

transforme cn #°y— 4" 4by —0, qui n'a qu’une feule $-4r 

a 1 

7m ab 
ne rencontre donc la Courbe qu’en un feul point. Si la 
Droite paralléle aux abciffes coupe PAxe des ordonnées en 
un point dont la diflance à l’origine foit z, on la regar- 
dera comme labfcifie de l’ordonnée 7. Et mettant z pour 
y dans l'équation, elle changera en nX° — 4°x + 4abn 
an + YCa* — 4abnn) 


27 


racine y— La Droite paralléle aux ordonnées 


—o, dont les deux racines x — 


au — (Cat — sabnn) 

& CR TT 
2n | 

te rencontre la Courbe fulement en deux points ; qu’elle 
ne la rencontre qu’en un point, fi ces deux racines font 
égales, ce qui a lieu quand ÿ( a*— 4 abnn) eft zéro , 


montrent que cette Droi- 


3 
4 , . 
quand 7 —V bre & qu’elle ne la rencontre point du tout, 
4 


fi ces deux racines font imaginaires, ce qui arrive quand 
3 


4 
a — qjabnn < 0, quand #> Y ra 


42. Sr L'on cherche généralement en quels points 
rencontrent deux Lignes algébriques dont les équations 
font données ; on doit confidérer que quand deux Lignes 
fe rencontrent , elles ont au point commun une abfcifle & 
une ordonnée comniune. Si donc x & y font les coor- 
données d’une de ces deux Lignes , & % & x les coor- 
données de l’autre , on aura à chaque point de rencon- 
tre quatre équations 1°. x —=2: 2°. Y—=#4 3: l'équation 
de la prémiére Ligne en x, y, & conftantes. 4°. l'équation 
de la féconde Ligne en 3, # , & conftantes. On peut 
donc, en vertu des deux prémiéres équations , fubitituer 

dans 
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Cuir. dans la 4éme x pour 3, & y pour #. Alors il refte deux ?LW: 
$4:. équations en X3 }; & conftantes , qui font celles des deux 
Lignes propofées ; par le moyen defquelles fifant évanouir 
y, on aura une équation en x & conflantes, dont les ra- 
cines x marquenttoutes les abfcifies qui répondent aux 
points de rencontre des deux Lignes. Comme aufi, fi 
par le moyen des deux équations on fait évanouir x, on 
aura une équation en y: & conftantes, dont les racines y 
donnent toutes les ordonnées des points de rencontre. 
Pour- déterminer précifément ces points, il faudroit 
chercher & l'abiciffé & l’ordonnée de chaque point de 
rencontre, en examinant par l’une & l’autre équation quel- 
les font les ordonnées qui répondent aux abfciès qui font 
préfentées comme abftitles des points de rencontre; ou, fi 
l’on le trouve plus facile, quelles font les abftifies des or- 
données que l'équation en y & conftantes donne comme 
ordonnées des points de rencontre. On verra par là quels 
font les points communs à l’une & à l'autre Ligne, c’eft-à- 


dire, quels font les points qui font véritablement points de 
rencontre, 


43. Cela feroit d'autant plus néceffäire» qu’encore qu’il 
foit certain que chaque point de rencontre donne une‘ra- 
cine x dans l’éq: en x & conftantes, & une racine y dans 
léq: en y & conftantes; on ne peut pas conclure récipro- 
quement, que chaque racine x, ou chaque racine y, donne 
Un point de rencontre. Dont la raifon eft que chaque ra- 
cine %* marque feulement qu’à une même abfcifle les deux 
Lignes ont une même ordonnée , fans dire que ces deux 
ordonnées foient réelles. Le calcul qu'on a fait D'EMpOr= 
te pas précifément la rencontre des deux Lignes, mais {eu- 
lement l'égalité d'une abftiffe & d'une ordonnée ; égalité 
qui peut avoir lieu entre les quantités imaginaires comme 
cntre les grandeurs réelles. Dans ce cas , on peut dire 

qu'à 
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Pz. 1. qu'à ces abfciffés communes répondent des interféétions Cr. 1v: 
imaginaires, que le Calcul donne auffi bien que les réelles. $:43* 
La même chofe peut arriver par raport aux racines y. 
Cette équivoque feroit levée en cherchant les ordonnées y 
des abfafles x déterminées par l’éq: en x & conftantes; 
ou en cherchant les abfciffes x des ordonnées y, détermi- 
nées par l’éq : en y & conftantes. On verroit par là f 
les points de rencontre font réels ou imaginaires. Mais ce 
Calcul fra long .& fouvent .impraticable. 


Ê 


44. Si x ou y ne monte qu’au premier dégré dans l’u- 
ne des deux équations propolées ; on eft für , fi c’eft y, 
qu’à chaque abfcifle il ne répond qu’une ordonnée, qui 
par conféquent ne peut jamais être imaginaire, puifque 
dans fon expreffion il n’entre point de grandeur radicale. 
Ainf chaque racine réelle de l'ég: en x & conflantes mar- 
que un point de rencontre réel & non imaginaire. De mê- 
me, fi ceft x qui ne monte qu’au premier dégré dans 
Yüne des équations propofées; on eit für que chaque ra- 
cine réelle de léq: en y & conftantes , indique un point 
de rencontre réel. 

Soient propofées, par ex. ces deux éq: yy+24x— 
Oo & YYH4xx—10 4X— 1644 —0. En éliminant y 
ON (TOUVErA AXX—> 12 4X —— 1644 —0 , Qui a deux ra- 
cines , toutes deux réelles x=—4# & x=—=;—#1. Qu'on 
fubfituë la prémiére racine 44 au lieu de x, dans l’une & 
J'autre des deux éq: propofées, elles fe réduiront à yy+ 
844—0, qui n'a que deux racines imaginaires y —+ 
aa —2 & y——44ÿ — 2. A l’abfcifle 44 répon- 
dent deux ordonnées égales dans chaque Courbe. Cela 
femble promettre deux interfeétions : mais ces ordonnées 
font imaginaires, & les interfeétions le font auf. Qu’on 
#ubftitué préfentement dans les éq: propofées la feconde 
gagine — # au lieu de x, elles & réduiront Pune & l’autre 


à y} 
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CII. à yy— 244—0, qui a deux racines réelles y —+ 44/2, PL IV: 
$e44. &y——4ÿ2. L'ablciflé — + à donc dans chaque 
Courbe deux ordonnées réelles & égales, l’une poñitive, 
l'autre négative ; qui donnent par conféquent deux points 
d'interfeétion réels , l’un au-deflus, l’autre au-deflous de 
la Ligne des abfcifles. 
Mais , fans ce Calcul, on auroit pû trouver le nom- 
bre despoints d’interfection , en confidérant que dans l’éq: 
-H 24Xx — 0, la variable x ne monte qu’au premier dé- 
gré: Elle n’eft donc jamais imaginaire , quelque valeur qu’on 
donne à y. Ain il fuit de chercher les racines de l’éq : 
en y & conftantes, qui fe trouve en faifant évanouir *, 
Car toutes les racines réelles de cétte équation donnent 
des interfections réelles. Cette équation cit y* +4 Gaayy — 
164*=— 0; qui a ces quatre racines ÿ—"hH4y2, 9— 
— 42, Y)—+48V —2, y——4ay/—2, dont 
les deux prémiéres , qui font réelles, donnent des interfec- 
tions réelles, & les deux derniéres, qui font imaginaires , 
ne donnent que des interféétions imaginaires. 


45. On trouvera dans une infinité d'Exemples , ce 
qu'on a pô remarquer dans celui-ci, qu’une fule abf@i£ 
fe, [ou qu'une feule ‘ordonnée ] ‘donne plufeurs points 
d'interfection.. Il eft très pofible qu’une même ablcilié ait, 
daus les deux Lignes, plufieurs ordonnées, entre lefquel- 
les il y en ait plus d’une qui foit commune aux deux Li 
gnes. Alors, il y a plus d’interfeétions que de racines 
réelles dans. l’éq: en x & conftantes , puifqu'unc feule & 
même racine donne plus d’une interfé@tion. 


Si l'on :propofé; par ex: ces deux ÉUUYYEXX— pa 


4 —bà, RE 
0, à PRG XX + (4—— 0) —o ;: en éli- 


minant y On trouvera cette éq: 44x%——( 2 4—5) (45% 
Titrod, à l'Analyfe dés Lignes Courbes, SR > 


RE, TV. 
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| , ) ak 
b) —0, qui n'a que ces deux racines 7Kk ——— V (244 


ab 
— ab) , & — 4: 
tromper que d'en conclure que les deux Eourbes repré- 
fentées par ces deux équations ne fe rencontrent qu’er 
deux points. Car à chaque racine x il répond deux inter- 
fdions, comme on le voit en fubfituant dans chaque 
équation au lieu d'x fes valeurs. En fubftituant la prémié- 
244 +“ ab 

444 C4 
P44 — 


ÿ (2aa— ab). Mais ce feroit fe: 


a+b, 
LM V(2aa— 4b) , on trouve J} — 
—h}ÿ—0, qui a dèux racines: réelles: 


+ab), & — 


A — 


A (zan + ab). Aiof à l'abfie poñ- 


2 4 


- b , 
tive x + V(oua— ab) répondent deux interfec- 


tions, l’une au-deflus, lautre au - deflous de lAxe des 
ablciffes. Il en répond aufñfi deux autres à l'abfcifle néga- 


| b 
tive. x —— V(2aa— ab) x ce qui fait quatre .in- 


22 


terfeGions en tout. Si on avoit commencé par éliminer 
x, l'éq: en y & conftantes n’auroit eu non plus que deux 
racines : ce qui auroit expofé au danger de conclure avec 
précipitation que les deux Courbes ne fe rencontrent qu’en 
deux points. 

On éviteroit ce danger , fi en éliminant une des varia- 
bles, comme y, on fuppole, au lieu des équations pro- 
pofées, des équations, générales complets , telles, que 
A+ By +C—=0o, à Dyy KE» K=0 ;, où l'indé- 
terminée y eft du même dégré que dans les équations dont 
on veut à chafñler, & où 4, B, C, D, E, F font des 
Fon&tions rationelles de x, telles qu'on voudra, Si de ces 

he 34 D AÇREN, | D SNeUR 


Cr. TE 
$.45— 
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Gun. deux qi AW By+C—=0o, & Dyy+Ey+F—o, Pr IV: 
$ 45: on élimine y , on parviendra à cette éq: (4F— CD} 
+(AE—BD)(CE—BF)=—=0, qui a autant de ra- 
cines qu'il y a d'interfeétions. Pour l'appliquer aux équa- 
tions propofées ci-deflus, yy Hxx—1#4—0 , & yy 


a —b 
+ PE 


OMC ooe—-48, DIS E—O NME 


)°xx—(4— bb) —o, on fera A—1, B 


a —b 
a+ b 
— (a—0Y , & ces valeurs fubfituées dans l'éq: (4F — 
CDY HAE — BD)(CE— BF) —0, la changent en 
vos Caab—DŸ = 0 
qui, divifée par 22, et juftement le quarré de lég : 


)° xx 


4 ER 

a b > 2x —(24—b)—:0, qu'on a trouvée ci-def- 

Î A : a + b 

fus. Dans celle- ci x a les deux mêmes racines AR 
24 


a 


VC2ab— 1h), & — 


He V{2ab—5b); mais chacu- 


2 
ne de ces racines eft double, parce qu'à chaque abiciffe x 
répondent deux interfeétions. 


eee “ A1S fi lonne cherche pas-tant à connoître en 
ee nee points fe rencontrent deux Lignes dont les 
qUAUONS font données , qu'à favoir , [ ce qui a auf fon 
ufage €n combien de points une Ligne d’un Ordre don- 
ne peut rencontrer une autre Ligne d’un Ordre auf 
donné ; son doit concevoir , ce qui eft toñjours évidem- 
ment pofiible, un Axe-des abfciflès dont la poñition foit 
telle qu’à chaque point de rencontre il réponde une or- 
donnée & une abicifle différente. Alors fi lon. fait éva- 
Hour x ou y par le moyen des équations des deux Beni 
K > ; 
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il refleraiune équation; qui aura au mois autant de racines Ca: IL 
qu'il y a-de points de rencontre des deux Lignes , puifs 46 
que chaque point de rencontre a fon abicifle & fon or- 
donnée particuliére. Or il eft démontré * que fi lon à 

deux variables:,& deux! équations indécerminées qui (ex- 
priment le raport de ces variables avec des comtantes , 
defquelles l'une foit de Pordre #7 & Pautre de l’ordre 7; 

lors qu’au moyen de ces deux équations on chañfe une de 

ces variables ; -celle qui refle na , dans équation finale 

qui la déermine, que z4# dimenfions au plus. Elle ne 

peut donc avoir, dans celte équations que 772 racines au 

plus. Par conféquent , deux Lignes algébriques décrites 

für un même plan, ne peuvent fe rencontrer qu'en autant 

de points, au plus, qu'il y a. d'unités dans.le produit des 
nombres qui font les expofants de leurs Ordres ‘+. Une 
Ligne, par:ex.: du: 3°. Ordre ne peut rencontrer une Ligne 

du 4. Ordre, qu'en 12 points, au plus: & une Ligne 

du se. Ordre ne fauroit rencontrer une Ligue du 12°, Or- 

dre qu'en 6o points, au plus. 


47. Ce principe femble d'abord être en contradiction 
avec celüi-du&. 38. On peut toûjours décrire une Ligne 
du fecond Ordre par cinq points donnés , quelle que foit 
la pofition de ces cinq points. Si trois d’entr'eux font en 
ligne droite, cette Droite coupera €n trois points la Ligne 
du fcond Ordre qui pale par les cinq points donnés. 


On 


*iCe Principe , purement algébrique » devroit être démontré 
dans l'Algébre. Comme jen’en connois aucune qui €" donne la 
Démonftration , j'ai erû, devoir l'inférer dans l'Appendices N°: 3. 


tar Mr. Mac-LAURIN a démontré la même chofe , mais je 
ne crois pas que fa Démonftration ait été rendue publique. Voiez 
Tranf. Philof. N°. 439. pag: 143: 4 


DES LIGNES ALGEBRIQUES. = 


EL On a vü-pourtant | $: 30. ou précéd. } qu’une Droite ne 
$ 47: peut couper une Ligne du fecond Ordre qu’en deux points. 
Comment accorder ces deux conféquences oppofées ? ]l 
n’y a qu'un feul moyen. C’eft de dire que, dans ce cas, | 
la Ligne du fecond Ordre qui pafñle par les cinq points 
donnés, n'eft pas une Courbe , mais le Syliéme de deux 
Droites ,: dont l’une eft celle-là méme qui pafle par les 
trois points donnés en droite ligne & dont l'autre pañe 
par les deux points reflants. Le Calcul confirmera la véri- 
té de cette conciliation. 
Pofons, dans l’'Exemple du &. 38 , que les trois points 
A, D,E foient en ligne droite Comme on a pris AE 
pour l’Axe des abfcifles ,: le point: D fe trouvant fur cct 
Axe, l'ordonnée Dd [4] elt zéro, ce qui réduit l'éq : 
CAC y b—d)—(b — 002% — (y — 2) 8 — y) — cd (b—0) 
C—d))xy + ICE y) —(e— D) yy— de (Kb —d)— 
G—c)d) x —Lyd (dis—y) — (e—d)0y— 0 qu'onavoit 
trouvée pour la Ligne du fecond Ordré qui pafñle par les 
cinq points donnés A,B,C,D,E, à (e—9)(b—5) 


COxy— (e—d)cd yyy+Cs—d')cd yhy—0o. Or cette 
équation eft divifible par («—d')cdy, & a pour quotient 
(b—c)x—yy+b 7% On peut donc lui donner cette 
Forme, (e—d)) «dy x ((—c)x—yy + by) —= 0, fous la- 
quelle on voit qu’elle repréfente deux Droites, dont l’une 
“xprimée par l’éq: (e—d yo, où fimplement y=o 


eft l'Axe des abfciflés, qui pañle par’ les trois points en 
ligne droite À, D, E: l’autre repréfentée par l'ég: (4 — 
C)X—7yy+by—0o pañle par les deux autres points B, 
C. En’effetz 5 donne Y=b=AB, & x—=7y—Ac 
done na Donc la Ligne pañle par les points 
Ainfi une Ligne du fecond Ordre décrite par cinq 
points donnés, dont trois font en droite ligne, eft nécef- 
lirement le Syfême de deux Droïtes, dont l'une pañle 
K 3 par 
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PL. IV. par ces trois points, & l’autre par les deux points ref cunr. 
tarus. $: 47: 
Cet Exemple, & la nécefité d'admettre cet unique dé- 
noüement, nous autorife à affirmer généralement *: Que 
quand, dans le nombre zou de points par lefquels 
on peut & veut faire pañler une Ligne de l'Ordre v, il y 
a plus de zv de ces points qui fe-trouvent fur une Ligne 
de Pordre z inférieur à v, alors la Ligne cherchée de lor- 
dre  n'eft pas une Ligne unique, mais le Syftême de deux 
ou plufieurs Lignes, l’une defquelles eft cette même Ligne 
de lordre z fur laquelle fe trouvent plus de zv points don- 
nés. Car autrement, deux Lignes, l’une de lordre 7, 
Yautre de l’ordre », f couperoient en plus de 40 points: 
ce qui eft impoñhble [. 46 J. 


48. UxE autre contradiction apparente entre les 64. 
46 & 38, elt celle-ci. Puifqu’une Ligne de l’ordre # ne 
peut rencontrer une Ligne de l'Ordre #, qu'en #7 points, 
une Ligne, de l'Ordre v ne rencontrera une autre Ligne du 
même ordre qu’en wv points. Si donc uv eft égal ou plus 
grand que le nombre ivuHkv, qui eft celui des points 
qui déterminent une Ligne de l'ordre v, on poutra faire 
pañlèr plus d’une Ligne de l’ordre w par zvv4iv points, 
ce qui fmble contraire au $. 38 +. Ainfñ deux Lignes 
‘du troifiéme Ordre fe pouvant couper en 9 points, fi l’on 
afligne ces 9 points pour y faire pafler une Ligne dutroi- 
fiéme Ordre; il.eft clair que les deux Lignes qui fe cou- 
pent dans ces 9 points fatisfont également à ce qu’on dé- 
fire. L'équation de la Ligne qui doit pafler par ces 9 points 
n'eit donc pas déterminée. De même deux Lignes du qua- 
triéme Ordre fe peuvent couper en 16 points. Et lon a 


établi 


* MAC-LAURIN, Geometria organica ; Dag. 137+ 
+ Idem , ibid. ee 
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C#.II. établi [438] que r4 points füufflent pour déterminer une 
$. 48. Ligne du quatriéme Ordre, Mais fi ces 14 points font pris 
entre les 16 où ces deux Lignes fe coupent, l’une & l’au- 
tre Ligne fatisfait au Problème, qui eft, par conféquent , 
indéterminé. 

Cette contradiétion fe léve par la Remarque qui termi- 
ne le &. 38 C'’eft-qu'encore qu’on ait autant d'équations 
qu'il en faut, généralement parlant, pour déterminer tous 
les coëfhcients de l'équation prife pour répréfènter la Coue- 
be qui doit pafler par un certain nombre de points don- 
nés, il peut pourtant arriver que ces coëfficients reflent in- 
déterminés. Alors l'équation prife refte indéterminée & re 
préfente une infinité de Courbes du même Ordre. D'où il 
füit, Que fi les o points , par lefquels on veut décrire 
une Ligne du troifiéme Ordre , ont une poftion telle 
qu'on puifle faire paflèr par ces 9 points deux Lignes 
de cet Ordre , il pourra pafñlér par ces mêmes 9 points 
une infinité de. Lignes du:troifiéme Ordre. Et de même, 
que fi deux Lignes du quatriéme Ordre f coupent en 16. 


points, parmi lefquels on en choifit 4 -quelconques , ik 
y a une infinité de Lignes du quatriéme Ordre qui peu= 
vént pafler par ces 14 points, &c. Ce qui eft un véri« 
table paradoxe. 


REMARQUES 


CHAMP FRE CFV: 


Quelques Remarques fur la Conftruttion géo- 
métrique des Egalités. 


49 Es Principes établis à la fin du Chap. précédent, 
découle la Méthode ufitée pour la Conitruétion 
des Egalités déterminées. Elle confifte à choifñir deux 
équations indéterminées , telles que faifant évanouir une 
des deux variables que ces équations renferment, l'équation 
déterminée, qui refte après cet évanouïffèment , foit l'e- 
galité même qu'on propooit à conftruire. Si Pon décrit 
far un même plan & d’une même Origine les deux Li- 
gnes que repréfentent ces équations indéterminées ;  & 
qu'on méne les ordonnées de tous les points où ces deux 
Lignes fe rencontrent, elles feront les racines de lEgalité 
propoñée [ . 42 } On fuppofe ici que y cit l'incon- 
nuë de l'égalité propofée , & x la variable qu’on fait éva- 
nouir. 
Soit propolé , par ex. ce Problème fi fameux dans 
l'Antiquité, de trouver entre deux Droites données # & b, 
deux moyennes proportionelles. Si on nomme la pré- 


mire y, la feconde fera 2, puifque 4: y— y: On 
a d ti n 4: re ‘ d lé . 
ura donc cette proportion 4:y ==": b, qui donne !e4* 
? ® ce Le » 
7, —=4b, où y —4ab ; Egalité du troifiéme dégré , 
que ni l'Algébre, ni la Géométrie Elémentaire ne peuvent 
réfoudre généralement que par approximation, Mais , en 
IntrO= 


4° 


SUR LA CONSTRUCTION DES EGALITE'S. 8r 


Cx, IV. introduifant une autre inconnué % , qui foit , par ex. la Pc iv. 
%4* fecondemoyenne proportionelle , on aura ces deux pro- 
portions 4:y=—y:x, &y:x—%x:b, qui donnent ces 
deux équations indéterminées 4x —yy & xx—#y, lef- 
quelles ; faifant évanouir x, rendent l'Egalité y — 4246, 
qu’on avoit ci-deflus. Car la prémiére de ces deux équa- 


tions donne 7 , & cetté valeur fubftituée dans la &- 


4. 
conde la transforme en = —by,ou y* —#4by, & di- 


vifant par y, » —44b. 


Si donc on décrit, d’une même origine A & fur les 
mêmes Axes, les deux Courbes CAM, BAM repréfentées 
par les deux éq: 4x —yy & xx—by, & que de leur 
commune interfétion M on abaifle l’ordonnée MP[ >]; 
elle fra Ja: racine de l'Egalité cubique y 444, & la 
prémiére des deux moiennes proportionelles entre 4 &.4. 
Et comme x repréfente la fconde de ces deux moyennes, 
l'abfci(è A P{ x ] fera cette feconde moyenne, en forte que, 
les quatre Droïtes 4, MP, PA, 4, font en proportion 
continuë, 

Cela fuit du $. 42. Car y & x font deux variables , 
qe RE pour tous les Pope de la ne CA ÿ 
= par l'éqg : 4x —yy, our tous les points de 
CRERe BAM par l’ég:: by Donc au en M, 
dec sas deux Courbes, le raport de y à x s’expri- 
Ces li € tems par les deux) éq: 4x—7y & xx — by. 

FS RER & * ceflent donc d’être variables, & devien- 
nent déterminées par les Egalités y} — 41h & 2° — bb 
qui réfultent de l'évanouiffèment de x & de 7, & qui déter- 
pe rnet la valeur de Pordonnée & de l'abfcille au point M. 
Se ses > puifque la Courbe CAM cit repréfentée par l'éq: 

Pr » où, ce qui cft la même cho&, par la propor- 

94. 8 P'Analyfe des Lignes Courbes, L tion 
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tion #:y——y:#; quelque point M qu’on prenne fur cette Cx.1v: 


Courbe CAM, l’ordonnée MP [ y] eft. toujours. moyenne 
proportionelle entre la Droite. donnée #.& l’ab{cifle AP[x]. 
Et puifque la Courbe BAM eft repréfentée par l'ég: xx— 
by, qui fe réduic à la proportion y:x=— x: 4: ; l’abfcifle 
AP [ x] d'un point quelconque M de cette Courbe BAM 
cft moyenne proportionelle entre l’ordonnée MP [y] & la 
Droite donnée Z: Donc, au point M , commun à ces 
deux Courbes, on a ces deux proportions à la fois, 4: 
PM — PM: AP, & PM: AP—AP:#% Donc PM & AP 
{ont les deux moyennes proportionelles entre # & z. 


: so. Le ‘choix des équations indéterminées qui doi- 
vent rendre l’'Egalité propofée, lorfqu’on:aura fait évanouir 
une des variables, n’a rien de difficile, On en prend une, 
prefque arbitrairement , & lon tire de cette équation la 
valeur de y, ou de y}, ou de y’, dx. en x & en conf- 
tantes;. ou même en y , x & conftantes On fübfituë 
cette valeur en:un-ou en plufieurs termes de lEgalité : ce 
qui la change en une Equation indéterminée, qui, avec 
celle qui a été choifie, redonne l'Egalité propofée , en fai- 
tant évanouir x, On peut aufli combiner les deux équa- 
tions indéterminées qu’on a trouvées, en les ajoûtant en- 
femble ,. en retranchant l’une de l'autre |; ou en d'autres 
maniéres , qui fourniront toutes de nouvelles équations in- 
déterminées, parmi lefquelles on aura le choix de celles 
qui paroitront les plus convenables, 

Dans l’Exemple du &. précéd. l'Egalité propofée à conf- 
truire étoit y —#4b, & l’éq : indéterminée qu’on avoit 
choifie étoit «x —»y. On peut fubfituer cette valeur de 
3y dans le premier membre de l’Egalité, ce quila transfor. 
me en 4xy— 44b, où xy —4b, autre équation indéter- 
minée, qui , avec la prémiére #x*— yy, conftruira l'E- 
galité y =—=44b. On peut auf multiplier ces deux équa- 


tions. 
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C& y. tions lune par l’autre, & on aura #xxy — 4byy foit x — 
$50. y, qui eft l'équation dont on a fait ufage dans le &. préc: 
pour conftruire PEgalité propofée. On peut encore ajoû- 

ter, ou fouftraire, foit les deux premiéres équations , ce 

qui donne ax 4 xy —yy+ 4b, & 4x —xy— yy — ab; 

foit les deux derniéres, d’où rélültent xy K xx — 4h +by, 

& xy —xx— ab — by; foit enfin, la prémiére & la der- 
niére, d’où l’on tire 4xHxx—=yy by, & 4x — xx 
—=})— 407. On peut encore, fi l’on veut , multiplier 

ou divifer une de ces équations par un nombre quelcon- 

que #, & ajoûter au produit ou en retrancher quelque au- 

tre équation de celles qu’on a trouvées. La prémiére, par 

ex. multipliée par z, donne #4x— »yy, à quoi ajoûtant la 
feconde xy — 4}, on aura 4x %y—> ny yxH48. On 

voit aflez par ce fimple Exemple, qu’on peut trouver une 
infinité d'équations indéterminées , entre lefquelles on ehoi- 

fra celles qu’on croira les plus convenables. Ici, par ex. 
toutes ces équations étant du fecond Ordre, il conviendra 


de choifir 4%—xx% —yy — by, qui défigne une Circon- 
férence de Cercle, la Courbe la plus connuë & la plus ai- 
fée à décrire, & on la combinera avec celle qu’on voudra 
des autres équations trouvées. 


,. 51: OX 4 pr'r que le choix de la prémiére des deux 
équations indéterminées qui fervent à conftruire une Feali- 
EE pré/que arbitraire, Ce qui empêche qu’il ne le foit 
Entiérement , C’eft la crainte que les interféétions qui déter- 
minent les racines de lEgalité ne foient imaginaires [$. 421. 
Il faut que les Lignes choïfies ayent des abfüiflès réelles 
qui répondent aux ordonnées qui font les racines de lE- 
galité, ou des ordonnées réelles qui répondent aux abf@if. 
fs qui font les racines de l’Egalité propofée. Autrement, 
il arrivera que les interfétions qui devroient déterminer 

L z çes 
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Pi. IV. ces racines feront imaginaires, & que l’Analyfte fera fruf Cx. 1v. 
tré de fon attente *. $- 51. 


Si l'on‘avoit, par ex. à conferver l’Egalité x*#K 154°x 
Hi 144t—0, & qu'introduifant l’inconnuë y, on voulût 
employer pour cela les éq : x° —4yy —0 à xyyK 154°% 
142 —o , qui rendent l'Egalité x* H154°x +144? 
—0o, en faifant evanouir y. Ontrouvera, en prenant 
AB & AD pour les deux Axes , que l’éqg : x — 40 
donne la Courbe EAF, qui, du côté des abfciffes pofiti- 
ves, a deux branches égales & femblables , de part & 
d'autre de l’Axe des abfcifles, mais qui, du côté des abf= 
cifles négatives, n’a aucune branche, toutes les ordonnées 

3 


; X / . ete . 
FRERE ] étant imaginaires, quand les abfciiles x font 


négatives. On trouvera, au contraire , que léq: x y "# 
154 x+144 —0 repréfente une Courbe GCH, qui 

tombe toute entiére du côté des abfcifles négatives , parce 

‘ ? 3 

que x poñitive donne y[ —Y(— ISERE )] ima- 

ginaire. Ces deux Courbes EAF, GCH ne peuvent 

donc { rencontrer. D'où l'on féroit porté à conclure 

que l'Egalité x »H 154°x *k 144? = o n’a que des racines 

imaginaires : fi l'on ne favoit pas que des interfeétions 
imaginaires peuvent donner des racines réelles [$.43 ]. En 
.effét, fi on cherche les ordonnées que porte , dans l’une 
& l'autre Courbe, l'abfciffe — +; on les trouvera égales 
entrelles &à2v—1. Donc lablciflé x——1, où 

plûtôt l'éq: x+4—0, eft une racine de l'Egalité #° "# 

14 xeh 14#t— 0 : ce que le Calcul confirme aifément. 

De même fi l'on cherche les ordonnées de l'abfcifle — 24, 

on 


* Mr. RoLLe;, Hif. de l'Acad. 1708 pag. "71, & 1709, pag. 
ç2. Et Memoires de 1708 » pag. 339 » & de 1700 ; pag. 320 , & 419: 
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on trouvera, pour l’une & l’autre Courbe, ==244/—— 2, ps 19. 
Ainf l'abicifie — 24 a , dans les deux Courbes, une mê- 
me ordonnée, quoique imaginaire, & cette abfcifle x — 
— 24, où plutot lég: x*Kk24—0o, eft encore une ra- 
cine réelle de l'Egalité 4*+ 154? H 144*=0; ce que le 
Calcul vérifiera auf. 
Le nombre des interfeétions réelles des deux Lignes 
peut donc être moindre que le nombre des racines réelles 
de lEgalité qu'on veut conftruire par le moien de ces 
deux Lignes. 


52. Mars, en échange , le nombre des interfe&tions 
des deux Lignes peut furpañfer le nombre des racines de 
légalité; parce qu'il fe peut que plufeurs interfR@ions ne 
donnent qu’une feule racine; 1ç., lorfque plufieurs points 
de rencontre n’ont qu’une même ordonnée , où n’ont qu’u- 
ne même ablcifle [$. 45 ]. 

Par ex. On veut conftruire l'Egalité x* — 154? x % 
144? —0 avec les deux éq : indéterminées x? — 4yy —0o 
& XYy— 154°x>H 144 —0, qui font reparoître l’Egalité 
propofce, en éliminant y. La premiére x? — 1yy—0 de 
ces deux équations donne, comme ci- deflus , la Courbe 
E AF, qui eft toute entigre du coté des abitiffes pofñitives. 
Mais la feconde ég: xyy — 154°x +4 148 — 0; repréfen- 
tune Courbe compolée de trois portions féparées GBH, 

K, ik. Ces deux derniéres font du côté des abfcifles 
DESAUVES , & la prémiére du côté des ablcifiès poñitives. 


En examinane léq: xyy—154x 144 0 Où yy — 
1S4X — 144? 


Z ; On trouve que cette portion GBH eft 


partagée par Axe des abfciffes en deux branches égales & 
femblables , qui partent du point B extrémité de labtciffe 


B=; 4; qu'une abftiffe poñitive plus petite que AB 
na que des ordonnées imaginaires ; mais qu’à commencer 


L > à D, 
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. à B, plus les abfifles augmentent ; plus les ordonnées ©x.1v. 

augmentent auffi, fans pafler néantmoins la grandeur 4/15, $: 52. 
à laquelle les ordonnées ne parviennent que quand Pabfcif= 
fe eft infinie. La Courbe GBH rencontre la Courbe EAF 
en quatre points M,N,n,m. Il ne faut pourtant pas 
en conclure que l'Egalité x*— 1 54%» 144 —o a qua- 
tre racines réelles. - Car les interfeétions M, m, quoiqu’el- 
les ayent deux ordonnées MP [22/2 ] & mP[—24V 2}, 
mont qu'une feule abfcifle AP [x=— 24 ]: Etles interfec- 
tions N, n, quoiqu’elles ayent deux ordonnées NQ[ +4] 
& nQ{—4], n'ont qu'une feule abfciffe AQ[x—=a4 |. 
Ainf les quatre interfections M, NN, n, m n€ donnent que 
deux racines x-——24#—0, & x—# 0. Et l'Egalité 
xt 54x04 144—0o na point d’autres racines réel- 
les. Car fi on la divife par x—24—0, & le quotient 
par x—4—0, ou fi on divif tout d’un coup l'Egalité 
par le produit (x—24)x (x—4) =o=xx—34x 7h 244, 
on aura au quotient l’ég: xx+ 34x+744—0, qui n’a 
que deux racines imaginaires , 34-24 V;— 19 & 34 — 
24 V — 19. 


53: Ox évite ces deux inconvéniens, d’avoir plus & 
moins d’interfé@tions qu'il n’y a de racines réelles dans - 
VEgalité qu’on veut conftruire , en choififfant lune des 
deux équations qu'on veut employer, telle que la variable 
y qui doit s’évanouir nait qu'une dimenfion, Car alors , 
cette variable, qui exprime les ordonnées des Lignes par 
linterfedtion defquelles on conftruit l'Egalité , n’a qu'une 
feule valeur dans l'équation où elle n'a qu'une dimenfon, 
& cette valeur ne peut être imaginaire. Donc à chaque # 
réelle il répond une feule y , mais réelle. JL y aura donc 
[8 44 ] autant d'interfe&ions précifément que de racines 
réelles *. Repre- 


* Hermanwr; Obfervat. in Sched, Dni RoLLE &c, Mifcell. 
Berol. Tom. III. pag. 131. | 
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Reprenons les Egalités des $S$. précéd. x* #4 1 54°x 4 
144t—0 , & xt—rçxh 144 =—o, &, pour les 
conftruire, au lieu de l’ég : x? —4yy =0 , prenons xx 
—4y—=0 , où y n’a qu’une feule dimenfion. Qu’on 
fubftitué ; dans le premier terme des Egalités propofées , 
ay au lieu de xx, elles fe transformeront en #4) + 154°x 
Hi4at—o, & aay— 154 xK 144 —=0 , Ou, divi- 
fant par 44, en yyHisax Hcr14#a—© 0 , & y — rsax 
"H1444—0. On conftruira donc la prémiére Egal : x‘ 
+154x #4 144 —0 par les interfeétions des Courbes re- 
préfentées par les deux éq: xx —4y= 0, & yy—154x 
+i444—=0; & la féconde Egal: x*— 154°x K 1428*—0 
par les interfeétions des: Courbes que repréfentent. les deux 


Égi 2x —4)— 0 ; & J)— 154% 1448 — 0. 

La prémiére éq: xx—4y—0o exprime: une Courbe 
CAM compofée de deux branches égales & femblables 
AC, AM; qui partant de l’origine A s'étendent à l'infini: 
à droite  & à gauche au -deffus de l’Axe des _abfciffes. 

Qu’avec cette Courbe on combine la Coùrbe EBM re: 


préfentée par l’ég : yy+rsæxæoiguz=0o,& qui eft 
auñfi compofée de deux branches égales & femblables BM, 
BE , partant du. point B. extrémité de Fabicifle AB 
— 2:54, & s'étendant à l'infini vers: la gauche, deflus &: 


deflous. l’Axe des abfcifles. : Les interfeétions M, N de ces 


deux Courbes CAM, EBM donneront les deux racines: 


de PEgalité 3% 4 1 s4x»+144—= 0. En abaiflant les or-- 


données MP, NQ_on aura les abfaifles AP—— 24 & 
' Q=—e, qui font connoître les racines *=—-— 24.4. 
ë& X— 4; OÙ x2a—o & xH4—0, de cette 
Egalité. Et comme elle na que.ces! deux racines réelles: 


les Courbes CAM , EBM ne f rencontreront qu'en ces. 


deux points M & N,. 


Mais fi avec la Courbe CAM, défignée par l’éq : x 


#40, on combine la Courbe EBM RE par 
*éq 5 


Eg- 37 
© 38. 


Fig. 27% 
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l'ég: yy—“154X 1424 —0 , qui eft la même que la Cu:1v. 
Courbe EBM de. la Fig. préc.. tranfportée feulement de; $: 53 
la gauche à la droite ,-puifque ces deux équations ne dif 
férent que dans le figne de x :’ on aura les racines réelles 

de l'Egalité x*—154° x Higuwt—o En abaïfant dés 
points d'interféétion M, N les ordonnées MP, NQ, on 

aura les abfciflèes AP=—24 & AQ—4 ; qui font con- 
noître les racines réelles x—24 & x—4, ou x—24! 
— 0 & x—4—0 de cette Egalité. Et ici, comme dans 

le Cas précédent il ny a ni plus nt moins d’interfeétions. 

que de racines réelles. 


.s4 C'Esr, fans doute, une néceñité que de préve- 
nir les inconvéniens cités aux $$. 51 & 52. Mais cenelt 
que pour: plus - d'élégance qu’on joint à: la Méthode: cette 
condition, que les deux équations , qu’on employe pour 
conftruire une Egalité, foient les plus fimples qu'il foit 
poñible, & de l'Ordre le plus bas qui puilfe fuffre à la. 
Conftruétion *. 

Ainfi, comme pour :conftruire-une Egalité: du-4°. dé 
gré, il fuffit de deux Courbes qui fe coupent en 4 points, 
& puifqu'il ne faut-pour cela que des Lignes du 24, Or- 
dre [ & 46 J; on regarderoït comme une faute contre la- 
fimplicité_ géométrique d’emploier des Courbes d’un: Or- 
dre fupérieur, Et comme: une Egalité du 9° dégré, n’atant 
que 9 racines, ne demande que 9 interféétions, ce qui eft 
le nombre de points où peuvent {e rencontrer. deux Lignes 
du 3° Ordre [ $ 46 ]3 il ne faudra pas emploier des 
Courbes d’un Ordre plus élevé que le:3°4 pour la conf 
truétion des Egalités du 9°. dégré: En général , Iles Egali- 
tés dudégré vu fe doivent réfoudre par lesinterfeétions de 
deux Lignes de l'Ordre v, qui peuvent fë couper en au- 

MAD 1! 2° tant 
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Cx.1y. tant de points qu'il y a d'unités dans vu, & déterminer par Pc: IV: 
S$4 ces interféétions toutes les racines de l’Egalité, 
Quant aux Egalités dont le dégré n’eft pas un nombre 
quarré ; on pourroit les conftruire par deux Lignes telles 
que le produit des expofants de leurs Ordres fafle le dé- 
gré de l’Egalité propofée [£.46]. On peut, par ex. conf 
truire une Egalité du r5°. dégré par les interf@tions de 
deux Lignes , l'une du 3°. , l’autre du $® Ordre. Mais, 
comme on peut réfoudre toute Egalité du 16°, dégré par 
deux Lignes du 4, Ordre , il na pas paru convenable 
d'employer une Ligne d’un Ordre füpérieur , pour conf- 
truire une Egalité d’un dégré inférieur, & on a préféré 
d'élever l’Egalité du 15°. dégré au 16° en multipliant tous 
fes termes par l'inconnuë de l’Egalité On efime donc 
qu'il y a plus de fimplicité à employer deux Lignes du 4° 
Ordre, qu’une Ligne du 3°. avec une Ligne du s°. Ordre. 
De même, pour conftruire une Egalité du 14°. dégré ; ce 
qu'on pourroit faire avec une Ligne du 7 & une du 2°. 
Ordre : on aime mieux employer deux Lignes du 4°. Or- 
dre, & élever l'Egalité du 14°. dégré au 16°, en multi- 
pliant tous fes termes par le quarré de l’inconnuë. Mais 
les Egalités du 12°, dégré f conftruifént avec deux Li- 
gnes, lune du 4e, & l’autre du 3° Ordre. Et c'eft avec 
de pareilles Lignes qu’on contftruit les Egalités du 11°, & 
ne dégré , après les avoir élevés au 12° en multi- 
À Re . les termes de la prémiére par l'inconnuë » à 
De mes de la feconde, par le quarré de l’incon- 
On a donc formé cette Régle générale pour la fimplicité 
de la conftruétion géométrique des Egalités déterminées %, 
» On extraira la racine quarrée du dégré de Egalité pro- 
»” Pofée. Si cette racine:cft exa@te , on conftruira l'Egalité 
Litrod, à P'Analy e des Lignes Courbes. M » AVEC 
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avec deux Ligues dont l'Ordre a pour expofant cette ra- Cu.rv. 
cine même. Si la racine n’eft pas exaéte, on Gtera du $:,54: 
dégré ‘de l'Egalité le plus grand quarré qui y foit conte- 

nu; & fi le refte eft égal ou moindre que la racine de 

ce quarré, l’une des deux Lignes doit être de l'Ordre 

qui a pour expofant la racine, & l’autre de POrdre im- 
médiateiment fupérieur : mais fi le refte eft plus grand 

que la racine, les deux Lignes doivent être chacune de 
l'O:dre dont l'expofant a une unité de plus: que la ra- 

cine. 

Si, par ex. l'Egalité étoit du 30°. dégré Comme la 
racine quarrée la plus prochaine de 3o ef $, dont le quar- 
ré 25 Ôôté de 30 laiflé pour refte s , qui eft égal à la ra- 
cine s ; l'Egalité fe peut conftruire par deux Lignes, une 
du 5°. & une du 6°. Ordre. Les mêmes ferviront à conf 
truire les Egalités du 26°, 27°, 28°, & 29° dégré. Mais 
fi l'Egalité étroit du 31°. dégré , dont la racine quarrée 
aprochée eft auffi 5 ; comme le quarré 25, oté de 37, 
life 6, qui eft plus grand que la racine s; il faudra pour 
conftruire l’Egalité du 31°. degré, deux Lignes du 6°. Or- 
dre. Etil füuffira aufli de deux Lignes du même Ordre 
pour conftruire les Egalités du 32°, 33°, 34°, 35° & 
26°. dégre. 


Les Egalités du dégré2. 3.4. 5.67. 10m 12:13%.16.17-20.2125.26..30.3 1.36 
fe confinuifent par ANVIIN CVS NN NN 
deux Lignes de 


deux Lignes de 
lOrdre — 
& 
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ss: Tezue ef la Régle des Géométres modernes pour 

le choix des Lignes propres à conftruire une Egalité d’un 
dégré propofé. On voit par À, qu’ils mefürent la fimpli- 
cité d’une conftruétion par la fimplicité de l'Ordre des Li- 
gnes qu'on y employe , & qu'ils fe font une Loi de ne 
pas admettre des Lignes d’un Ordre füpérieur;, quand cel- 
les d’un Ordre inférieur peuvent fuffire. [Je ne fais cepen- 
dant fi cette Régle eft abfolument la meilleure. 11 femble 
que c’eft moins la fimplicité de l’équation que la facilité 
de la defcription, qu’il faut chercher dans le choix des Li- 
gnes propres à conftruire un Problème. On peut dire que 
chaque Problème a quelque Courbe propre à le réfoudre 
plus naturellement que toute auire Courbe , même d’un 
Ordre inférieur. D'ailleurs, une Courbe d’un Ordre affez 
élevé, mais dont l'équation n’a que peu de termes , fèra 
ordinairement plus aifée à décrire, foit par points, foit au 
moyen de quelque Inftrument, qu’une Courbe d’un Ordre 
plus bas , mais dont l'équation la plus réduite con!erve 
un grand nombre de termes. On voit même divers Exem- 
ples de Courbes faciles à décrire, quoique leur nature ne 
puifle s'exprimer que par des équations fort compofées. 
Or, dans les conftruétions géométriques, ne doit-on pas 
préférer celles qui font les plus fimples ? Et les plus fimples 
ne font-ce pas celles qui s’exécutent par les Courbes les 
Plus aifées à décrire? L’équation n’eft proprement qu’un 
180€ qui nous guide dans le Calcul; & au fonds, c’eft la 
defcription de la Courbe qui réfout le Problème, Qu'on 
y PalViENne par un Calcul plus ou moins long , plus ou 
moins difficile, cela m’entre pour rien dans l'opération 
mème qui conftituë véritablement la Solution. L’équation 
xx “Hyy 77 qui eft la plus fimple équation du Cercle 
[67], eft plus compolée que celle- ci xx—%y, qui 
défigne une autre Courbe du fécond Ordre. On ne ba- 
lancera pourtant pas à employer le Cercle pour conftruire 
M 2 une 
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. une Egalité , plûütôt que la Courbe repréfentée par l'ég: Cx.1v. 
xx=—4y. Pourquoi cela; fi ce n’eft à caufe de la facili- $*55: 
té avec laquelle on trace une circonférence de Cercle; fa- 
cilité qui fait qu’on aime mieux fe fervir du Cercle que de 
la Droite en plufeurs rencontres : quoique la Droite foit 
du premier Ordre , & la circonférence de Cercle du fe- 
cond *, 


56. CELA étant, je ne vois pas pourquoi on rejette- 
roit la Conftruétion fuivante d’une Egalité quelconque, 
par le moyen d’une Droite paralléle aux ordonnées , & 
d'une Courbe dont l'Ordre eft, à la vérité , égal au dégré 
de lEgalité propofée, mais dont on peut déterminer tous 
les points par la Géométrie élémentaire +. 

Toute Egalité fe peut réduire à cette forme 4— 2 y 
eÿ dy key* dr. Qu'on décrive la Ligne dont l'équa- 
tion eit x=— by ++ cy°* dy Heyt de, & de laquelle on 
peut trouver tous les points avec le Compas & la Régle. 

Car, prenant fur la Ligne des ordonnées AB une or- 
donnée quelconque AQ [y ], on trouvera by qui eft à 
comme y à 1 | 1 et une Droite prife à volonté pour fer- 
vir d’unité |, &cy° qui eft à c en raifon doublée de y a 
1, & dy’ qui eft à d en raïfon triplée de y à 1, & ainf 
de füite. Puis, menant QM paralléle à la Ligne AC des 
abfiffes, & prenant fur cette Droite la partie QM égale à 
by+cy dy dr. le point M fera un de ceux de la Cour- 
be. Cette Courbe AdefM étant ainfi décrite par points , 
ou de quelqu’autre maniére, fi l’on en peut trouver de 
plus commode; fi l’on prend labiciffé AG—4, fès or- 
données GH, G1, GK, GL, déterminées en menant a 

e 


* Jac. BERNOULLI Oper. pag. 689. & fuiv. NEWTON ‘Aritbm. 
univerf. pag. 286. 287. 

+ Jac. BeRN. Oper. pag. 690. Mr. DE L'HÔP1TAL, Seff, Conic. 
pag. 348. STIRLING, Léneæ tertii Ordinis ec. pag. 59. 
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Cx.IV. le point Gila Droite GN paralléle à AB, feront les racines 
$ 56 y de l'Egalité 4 =— by +6 + dy + eyt dre. 

Car, par la nature de la Courbe, Île raport de chaque 
abfciffe AP[ x] à fon ordonnée PM{»] eft exprimée par 
lég: x—4y+cy + dy c Donc labfciffe AG étant 
4, leraport de AG { # ] à l'ordonnée GH , GI, GK, où 
GL[y]-eft exprimé par l'Eg: 4—4y+cy +dy de 
Donc GH, GI, GK, GL font les valeurs d'y dans cette 
Epalité : ‘elles font fes racines. 


st. NoN-sEuLEMENT cette conftruction eft fimple 
& d’une pratique facile: elle eft furtout utile pour déter- 
miner les limites des Egalités, & le nombre de leurs raci- 
nes réelles & de leurs racines imaginaires. On jvoit , par 
ex. dans la Kg. 39, que la Courbe a quatre branches Ad, 
de,ef, fM Cet pourquoi l’ordonnée GN peut cou- 
per cette Courbe en quatre points H, 1, K, L. Suppo- 
fons qu’elle la coupe en autant de points; & menons par 
les fommets d, e, f, les abiciflès d'A, e=, fœ, qui cou- 
pent GN en d', «,9; on voit que la prémiére racine GH 
terminée à la branche Ad, eft plus petite que GS ou AA, 
& qu’ainfi elle tombe entre o & AA; que la fconde ra- 
cine GI, qui fe termine à la branche de, tombe entre Gd 
& Ge; c'elt-à-dire, entre AA & Az; que la troifiéme ra- 
Cine GK, terminée à la branche ef, tombe entre G: & 
?> OU entre Az & AG, & qu'enfin la quatriéme racine 
GL, terminée à la branche £M , tombe au-delà de Go, 
où AP, C’eft-à-die entre AG & oo [l'infini ]. De for. 
te Qué ©, AA, AZ, AG, oo font des limites entre [ef 
quelles tombent les quatre racines GH , Gl, GK, GL, 


SE Ge GK. IGL 
DA NdE. AE Gi D co € 


En menant par les fommets d, e, f, les ordonnées dD; 
M 3 € E3 fF 2 
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. eE, fF, il eft vifible’, par l'infpe@tion de la Figure, 1°. que Cx.1v: 
fi la Droite #4 , à laquelle AG eft prie égale, {€ trouve $ 57: 
plus petite que AD & plus grande que AE, l’ordonnée 
GN coupe les quatre branches de la Courbe, & que l'E- 
galité a quatre racines réelles : 2°: que fi AG [4] et plus 
petite que AE , GH ne coupe que les deux: branches Ad, 
fM, & que l'Egalité n’a que deux racines réelles , les deux 
moyennes qui devoient fe terminer aux branches de,ef, 
étant devenuës imaginaires: 3°. que fi AG[ 4] tombe en- 
tre AD & AF, l’ordonnée GN ne coupe que les branches 
cf, fM ; & il n’y a que les deux die grandes racines 
de l'Egalité qui foient réelles ; les deux plus petites, qui 
devoient fe terminer aux branches Ad, & de ‘étant ima- 
ginaires: 4°. enfin, que fi AG{ +] füurpañlé AF, la Droite 
GN n’atteint pas la Courbe & que toutes les racines de 
l'égalité font imaginaires. 

Toutes ces déterminations dépendent des ordonnées 
dD, eE,fF, ou AA, AZ, A, & des abfciffles AD, 
AE, AF des fommets d,e,f Ces abfcifiès & ces ordon- 
nées {e peuvent déterminer, en confidérant que dD, eE, 
fF font les limites des branches Ad, de, ef, fM, & qu’el- 
les parent les ordonnées réelles des imaginaires. Donc 
chaque abfcife: AD, AE, AF a une ordonnée double ou 
deux ordonnées égales [. 17]. Ainfñi on trouvera ces 
abfiffes en cherchant les valeurs de x qui donnent à l’ég: 
x—by+cy #dy} Ôr où o—— x+by+cy +dÿ 
éc. des racines doubles , où égales deux à deux. Mais 
la Régle de Mr. HupDEe * nous aprénd que quand une 
Egalité a des racines doubles , fi on multiplie la fuite bien 


ordonnée de fes termes par une progrefion Lean 
quel. 


* Cette Régle fe trouve parmi les Traités imprimés ordinaire- 
ment à la fuite de la Géométrie de Des CARTES. Pour éviter au 
Le‘teur la peine d'y recourir, nous en avons joint la Démonftra- 


tion dans l’Appendice N°. 3. 
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Ca. IV. quelconque ; le produit fera une autre Egalité qui aura Pz.Y. 
$ 57 toutes les racines qui étoient doubles dans la. propofée:, 
mais qui ne feront que fimples dans lEgalité réfultante 
Par la comparaifon de ces deux: Egalités , on pourra dé: 
terminer les racines doubles qui font les ordonnées dD, 
cE;fF, & conféquemment les abfciffes AD, AE, AF. 


58. Pour:faire bien entendre ceci, il eft néceffaire d'y 
joindre: quelque détail. : Et comme les Egalités du (premier 
dégré n’ont aucune difficulté , prenons - en d’abord une du 
fecond, #— 4y+cy*, où plutot. (4)... 4a—0y"#K y"; 
puilqu'il eft ordinaire de réduire la plus haute puiflance 
de l’inconnuë à n'avoir que l'unité pour coëfficient. La 
Courbe repréfentée par l’éq: x=—=hy»Hky* étend deux 
branches à l'infini du côté des abfcifies: poñitives.. Car x 
étant pri infinie, y le fera auf, puifque, fans cela, by 
Hyy ne pourroit égaler x infinie. Mais y étant infinie & 

b finie, le terme yy furpañle infiniment le terme 2y, de 
forre qu’à l'infini l'équation de la Courbe fe réduit à x = 
yy. Si on prend x poñtive , y a deux valeurs, #Æy.x 
poñitive & — 4 x négative. Mais x érant prife négative, 
les deux valeurs de y, qui font +y/—x & —v—x 
font imaginaires. Donc la Courbe a deux branches inf- 
nies, du coté des abicifles pofitives , &:n’en a point du 
côté des abfcifles négatives. Sa forme eft donc à peu près 
ie quon la voit dans la Fg. 40. Elle traverfe deux 
fois l'axe des ordonnées A B, fcavoir, à l'origine À & au 
point B , extrémité de l’ordonnée AB——4. Carla 
fuppofition de x:——o donne .0—by+Yyy ; qui a deux 
racines y —0 & y=——#., Le point B tombe du côté ri. 40 
négatif, fi eft poñitive ; du côté pofitif, fi 2 eft néga- "mr. 
tive. 
… On voit dans cette Figure, qu'aux abfciffés pofitives 
répondent deux ordonnées , l’une poñtive & l’autre négati- 
1 ve; 


nuMs 1e, 
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PL. V. ve , mais que les abfCifles négatives ont deux ordonnées Cx. 1v: 
imaginaires , fi l'abfcifle furpañlé AD; réelles, fi labiafe 5: 58 
eft plus petite que AD; & dans ce dernier cas, négatives, 
fi ef Te n°.1], poñitives , fi  eft négative | »°.2]. 

L'abfaifle AD, qu'il eft effentiel de connoître, eft celle 
qui a une jordonnée double Dd. On la déterminera en 
multipliant l'ég : o——x+ 2y+ yy par une progreffion 
arithmétique, telle que o; 1 , 23 ce qui donne o— y + 
2yy, ou o—+6+2y, foit enfin y=—:6. Dd ou 
AA vaut donc —+#. Et au moyen des deux éq: x— 
byHyy, & ra de on trouve AD[x]=— 320 + 
bb —=—;0b. 

Puis donc qu’en prenant l’'ablcifle AG égale à #, les . 
ordorinées GH , Gl-font les racines de l'Egalité (4)... 
a—=by#3yy, on voit 

1°. Que fi 4 eft poñitive , l'Egalité 4 a deux racines 
réelles, une pofitive & une négative, dont la plus grande 
eft celle qui a le figne contraire à celui de 8. Elles font 
égales, fi 2 —=0o. 

2°, Que fi # eft négative, mais plus petite que — +42 
( AD], l'Egalité 4 a encore deux racines réelles , de même 
figne , contraire à celui de 2, & dont lune eft plus gran- 
de, l’autre plus petite que —:2[Dd ]. 

3 Que fi #+——-344, l'Egalité 4 a deux racines 
‘égales, où une racine double égale à — x b. 

4°. Enfin que fi z eft plus négative que —;/2, les 
deux racines de À font imaginaires; & cC’elt ce qui arrive 
néceffairement quand b—0o, & # <o. 

Cela étoit aflëz connu: par la Réfolution ordinaire des 
Egalités du 29. dégré. Etil eft , fans doute, plus à pro- 
pos de réfoudre ces Egalités par le moyen du Cercle, que 
par la Courbe qu’on vient d'examiner. Mais on a crù 
qu'il n’étoit pas inutiled’appliquer le Principe du &. 57. à 

ce 
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Cu. 1V. ce Cas fimple. Onen aura plus de facilité à'comprendre PL. v. 
S5%  Papplication qu’on en peut faire aux dégrés fupérieurs. 


59. Soit maintenant l’Egalité (B)...4—by»#Kcy° Æy* 
du 3°. dégré. La Courbe que repréfente l'ég : x —# 
“#k cy° Hy? a deux Branches qui fe jettent à l'infini de part 
& d’autre de lAxe des ordonnées. Car + infinie donnant 
auffi y infinie, l'équation de la Courbe à l'infini fe réduit 
à x—y", parce que les termes £y & cyy font infiniment 
plus petits que y? , vis-à-vis duquel ils s’'évanouiffent. Cet- 
te éqg:x—#y" n'a qu'une racine réelle y— y x, qui eft 
pofitive quand x eft pofirive, & négative quand + ef né- 
gative. 

La Courbe traverfe l’Axe des ordonnées en autant de 
points qu’a de racines l’Eg : o=—= by»Kkcy* y, à quoi f 
réduit la propofée B par la fuppoñition de x—0o. Or cette 
Egal: o—/y#K cyy+y' a une racine y—o , qui mar- 
que que la Courbe pañle par l'Origine: Ses deux autres ra- 
cines font celles de lEgal. o—4 #67 Hyy, où —4— 
cy*KYy, qui peuvent être réelles où imaginaires. Elles font 
réelles, fi — 2 eft poñitive [$ préc. n°. 1 ], c’eft-à-dire, fi 
& ef négative, & alors l'une a le figne +4 & l'autre le fi- 
8n€ —, Donc, en ce cas, la Courbe traverfe l’Axe des 
Ordonnées deilus & deflous l'Origine A. Ces racines font ” 
sat réelles quand 8 eft poñtive, pourvû qu’elle ne für- 
de Ru sols pr. n°,.2 ], & alors elles ont toutes deux 

ar I8ne contraire à celui de c; de forte que & étant 
négative, là Courbe traverfé deux fois l’Axe des ordon- 
ées au-deffüs de Origine, & c étantpofitive, la Cour 
be coupe deux fois l’Axe des ordonnées au-deffous de 
Origine, Si b elt égale à £«, les deux racines font éga- 
Les à—;c[.pr. »°.3 ], &la Courbe, au lieu de couper 
l'Axe des ordonnées , le touche à l'extrémité de l’ordonnée 
7,263 Ceft-à-dire, au-deflus d'A, fi « eft négative, & 
Bitrod, à l'Analyfe des Lignes Courbes. N au- 
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au-deflous d'A, fic eft poñitive..… Mais fi 2>2cc, les ra- cu.1v: 
* cines de l'Egal: ——cy+yy font imaginaires, & la $:5?* 
® Courbe ne rencontre l’Axe des ordonnées qu’à l’Origine. 
‘Les fommets d,e, f& déterminent en multipliant les ter- 
mes de l'éq : o———x+kby#cyy"ky" par la progr. 
arithm:0,1,2,33 Ce qui réduit cette équation à (H).…. 
O— by 2cyyH3y , où —+b —3cy+2y, dont les 
racines expriment les ordonnées dD , eE , des fommets 
D,E. On aura leurs abfcifés AD, AE, en-cherchant x 
par le moyen des deux équations H, & o—=— x#+ 27 
cyy"y , ce qui donne l'Egalité (1) ...27 xx4 18 dix — 
46° x + 4 D? — bic —0. 
Il feroit aifé de déterminer ces ablciflés , & par là, les 
limites qui rendent réelles ou imaginaires les racines de B, 
en réfolvant l’Egal: Æ, qui n’eit que du fecond dégré 
Mais, pour montrer comment il faut s’y prendre dans les 
Egalités des ordres füpérieurs , nous meflayerons pas de 
-réloudre cette Egal. I : nous fuppoferons {eulement qu’on 
fait, au moyen des Remarques du $. préc. difcerner par les 
coëfficients de cette Egalité, fi ces racines font imaginaires 
ou réelles, & dans ce dernier cas, fi elles font toutes deux 
pofitives ou toutes deux négatives, ou l’une poñitive & 
l'autre négative. 
Pour cet efièt , on donnera à l’Egal : J cette forme 
bbcc — 4b 1 8bc — 46° 
27 Que 27 
CS. préc. n°.4] que fes deux racines font imaginaires , lorf- 
bbcc — 4° 18bc— 45°. 
€ FAC vs ds 


xxx , fous laquelle on voit 


qu cft plus négative que — ;( 


7 
Set-à-dires lorfque 1082 — 2ybhcc > Sibbec — 36bc* 
46°, où 1088 — 108 Abc K 36bc* —4" > 0; Ce qui , 
divifant par 4 & tirant la racine cubique, fe réduit à 34 — 
ce > ©. Ainf 


KL” Quand: 
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Cu. IV. 1°, Quand 2 >3cc, il y a deux racines de l'Egal. B PLV. 
$e 59: qui font imaginaires , parce que les abfciffes AD , AE, les 
fommets d, e, & la branche e d, qui s’y termine étant ima- 
ginaires , la Courbe a, à peu près , la forme qu'on voit au 
n°10 de la Fig.41, & qu’elle ne peut être coupée qu'en un 
ful point par l’ordonnée GH. On trouveroit la même chofe,en 
confidérant que les fommets d, e font imaginaires quand leurs 
ordonnées Dd, Ee , font imaginaires. Car ces ordonnées 
font les racines de lEgal. H...—:b—2cy#k y, qui font 
imaginaires [ . pr. »°. 4 | quand —:# eft plus négative que 
— 7? (50) —=—;c, C'eft-à-dire, quand 25 ce. 
3 — 
2°. Si b—}«, alors =, 
& les racines AD, AE de l’'Eg. I font égales entr'elles &c 
3 
à —; LC te [$.pr.»°.3 || De mé- 
me —;/——;(:c), & les racines Dd,Ee de l'Eg. 
H font égales entr'elles & à —:(c)—— 14 Dans 
ce cas, les deux fommets d, e, font réunis en un point, . 
auquel fe ‘réduit la branche ed. Ce point a fon abicifle K$ 
AD égale à — 6 & fon ordonnée D d égale à 25 
Donc , f AG[ 4] eft plus grande ou plus petite que 
[—25c ], GH ne coupe la Courbe qu'en un point; 
l'Eg. B n'a qu'une racine réelle, 
SAGTL4] eft égale à AD[—:,c], GH pañera 
pee Point € ou d, & eft cenfée y rencontrer trois fois 
a ourbes fi bien que l’Eg. B réduite à —26 —;jcc} 
He "EY"s où y! Kcyy Hccy+c —o, a trois raci- 
nes égales entrelles & à —:£ [Dd-}:1 En efñet y? H: cyy 
H3ccJithee = 0 n'eft, autré,chofe que Le Cube: de 
l'Egal: JHh36— 05 où Y=— ET 1 Aus 
3°. Si b<ice, la Courbe a trois branches, & l'Eg. B 
Peut avoir trois racines réelles. Mais il faut pour cela que 
N 2 AG 
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. AG [#] tombe entre A D & AE, qui fonit les racines de 
l'Eg. LL Nommant ces racines R & r, il faut que des deux 
grandeurs R— 4, r—4, l’une foit poñitive & l’autre né- 
gative. Or, pour juger quand cela arrive, on transformera 
l'Eg. Len diminuant fes racines de la grandeur. , c’eft-à- 
dire, en fubflituant % à x——», ouzHka#aàx. La trans- 
formée eft 2722 54142 2744418 bez K 184bc — 4x 
27aa+18abc—4ac* "ab —bbic 


27 
Z#H7%%, dont les racines ont des fi- 


—qa5 +4 buis, où — 
s44 + 18bc — 46? 


27 
gnes oppofés [ &. préc. n°. 1. ] quand le premier membre eft 
poñitif, c’eft-à-dire, quand 27 #4+ 184bc—44a+4b 
—bbhec eft négative. Cette grandeur, que nous nomme- 
rons Æ, eft. juitement le premier membre de l’Eg. F, trans- 
formé par le changement d’x en +. Si cette grandeur X 
eft zéro, une'des racines z, c’eft-à dire, R—4, ou7—4 
eft auf zéro, le point G tombe fur D ou furE. Mais fi 
K eft poñitive, les deux racines R—#, r—4 ont le mé- 
me figne, AG eft ou plus grande, ou plus petite que AD 
& que AE, le point G tombe hors des limites D,;E. Donc 
b étant < ice, 
1) Si 27aa+r8ahc— 4 ac 4 b— ble > 0 , l'E- 
al: Ba deux racines imaginaires, &une réelle ; parce que 
G tombant hors des limites E, D, lordonnée GH ne cou- 
pe la Courbe qu'en un point. 

2) Si 2744 18 ab — na Ha — bhc—o , G 
tombe fur D ou für E, & l’ordonnée GH touche la Cour- 
be en doue, & la coupe en un autre point.  L’Egal : B 
a doc-deux racines/égales & une’ inégale. La’ valeur des 
racines égales, qui eft Dd, ou Ee, fe détermine au moyen 


oa+bc 
des deux Egal : B & H; clle cf be ec 


: & la racine 


inéga= 


Cx. IV 
$: 52. 
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Cx IV, . 3 6b—2cc 
8. 5». inégale eft ( 


2 
9 a+be pe 

3) Si 27 aa+18ab— qa HAE — bb <o, G 
tombant entre D & E, l’ordonnée GH coupe la Courbe 
en trois points, & l’Eg: B a trois racines réelles. 

Après avoir reconnu fi les racines de B font réelles ou 
imaginaires, on s’aflurera aifément fi elles font pofñiuives ou 
négatives. 

Car l'Eg: B a efféntiellement une racine du même fi- 
gne que le terme 4[AG]. Puifque dans DE x — by + 
cyy +ÿ’ , x ne monte qu’au prémier dégré, la Courbe ne 
rencontre l’Axe des abfciffès qu’à l'Origine A [ &. 41 ], d’où 
elle pouflé deux Branches infinies de part & d’autre. Ainf 
chaque abicifile AG [4], pofñitive ou négative, aura toû- 
jours une ordonnée GH [ y] de même figne. Donc 

1°. Si l'Eg : B n’a qu’une feule racine réelle, on con- 
noît quel eft fon figne par celui du terme 4. Il en eft de 
même fi B a trois racines égales; ce qu’on peut regarder 
comme n'avoir qu’une racine, mais triple, 

Quand les deux autres racines de B font réelles, elles 
ont un même figne, qui eft celui de l’ordonnée Dd, ou 
de l'ordonnée Ee. Autrement, il faudroit que la Courbe 
coupât l’Axe des abfGifles ailleurs qu’en A. Donc 

2°. Si Dd& Ec ont un même figne, ce fera auf le 
figne de deux racines de l'Eg. B. Or Dd & Ee qui font 
les racines de PEg. H,.,—;h—:cy+7}, ont un mé- 
me figne [4 pr. n°. 2] quand —?Z cit négative mais 
MOIPS QUE — 2 (26) ——36c, ceft-à-dire, quand 
b<ÿct. Leur figne eft contraire à celui de £r, ou de r. 
Donc, quand B à trois racines réelles, & étant pofitive. | & 
il faut pour céla que 24 346 , fâns quoi deux racines de 
B feroient imaginaires |, cétte Egalité a une racine de mé- Fear 
qe Fe qu’4 , & deux racines d’un figne contraire à ce- %22# 
ui der, 


N 3 Mais 
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Mais 3°. fi B a trois racines réelles, Z étant négative, Cx.1v. 


clle-a une racine de même figne que #, & les deux autres 
d’un figne contraire. Ce cas eft celui de la Fig. 4r. n°. 1, 
où AG[4#1] poñitive donne une racine pofitive GH & 
deux négatives GI, GK, & au contraire AG [4] négati- 
ve donne deux racines pofitives & une négative. Ce qui 
s’acorde très - bien avec la Régle de Des CarTEs, pour 
connoïtre le nombre des racines poñitives & des négatives 
par le nombre des changemens & des fucceffions des fi- 
gnes de fes termes. 

On aura tout ceci devant les yeux dans la Table füi- 
vante. 


1 > 3icc, donne deux Racines imaginaires, & une réelle 
de même figne qu’4. 
IL 2—;cc, donne 
1°. Si 4#> où 4 — +6, deux Rac. imaginaires | & 
une réelle de même figne qu’4. 
2°, Si a——,,0 , trois Rac. réelles égales à —+c. 
LIL 2 pofitive & «cc, donne, en faifant 2744 + 184bc 
— 4a0 + 4h — bhic —K, 
1°. Si X5>o, deux Rac. imaginaires, & une réelle de 
même figne qu’4. 
94h bc 


Gb— 216 ? & une 


2°. Si X—0, deux Rac: égales à 
, , ,Gb—2cc 
égale à ( 


goabc Le 


3°. Si X <o, trois Rac: réelles, une de même figne 
qu'#, & deux d’un figne contraire à celui dec. 

LV. 2—0o, donne, puifqu’en ce cas, A— 2744 — 4 4, 

1°. Si 27445 aac, deux Rac. imaginaires , & une 

réelle de même figne qu’4. 

2°. Si 2744 —4ac, ou #—;;c , deux Rac, éga- 

les à —:6, & une égale à 34, 

3°. Si 


ÿe 59e 
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Cx:1Y. 3°. Si2744 < 4ac*, trois Racines réelles, une de Pz V: 
S. 52. même figne qu'+, & deux de figne contraire, 
V. à négative doune 
1°, Si X>o, deux Rac. imaginaires, & une réelle de 
même figne qu’4. 
oa+ bc 


Gbh— cc ? & une 


2°. Si X— 0, deux Rac. égales à 


; , ,Gb—2cc,, 
égale à Cora met) 4. 


3°. Si K <o, trois Rac. réelles, une de même figne 
qu’#, & deux de figne contraire. 


Il eft facile de réduire une Egalité du troifiéme dégré » 
a— by +cyy KHy°, à n'avoir point de fécond terme, & 
à paroître fous cette forme «—fB#>K#°. Il ne faut pour 
cela que fübfituer #—:c à y. Alors il ne s’agit que de 
voir fi 274a+46 eft pofitive, zéro, ou négative. Si 
elle eft poñitive, ce qui ne peut manquer d'être quand 8 
eft poñitive ou zéro; l’Egalité n’a qu’une Racine réelle de 
même figne que &. Si 274ak 48° cit zéro ; l'Egalité a 


: 4 \ 3 & ft ’ + & 
deux racines égales à 20° & une troifiéme égale à 3%" 


Si 27aark48 eft négative ; l’'Egalité a trois racines réel- 
ls, une du même figne que « , & deux du figne con- 
traire. 


e 

60. Pour dire auf quelque chofe des Egalités du 
quatrième dégré, foit (C) .… 4— by key +x+9t, où 
pour. abréger le Calcul, nous füppofons qu’on ait fait dif 
paroitre le fecond terme, L'ég: (L)....x— bye 
+ y répréfente une Courbe à deux Branches, qui S'éten— Fig: 42 
dent à l'infini du côté des abfciffès poftives. Car à l'infi- 
m, fon équation eft x—y*, qui a quatre racines + 
VX, —YHyx, HV—yx, —Yÿ—1x>x, qui font 


toutes 
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pu: V. toutes imaginaires quand + eft négative, & dont les deux Cn.1v. 
derniéres le font auffi, même quand x eft poñitive. Alors $: 6: 
les deux prémiéres font réelles, & montrent qu’une abfcif- 

f& infinie poñtive a deux ordonnées infinies , l’une pofiti- 

ve, l’autre négative. La Courbe a donc , du côté des 
abfciffes poñitives, deux Branches infinies , lune fupérieure, 
l'autre inférieure à l'Axe des abicifies. Maïs elles peuvent 
frpenter près de l’Origine , de maniére qu'on comptera 
quatre branches. Pour en déterminer, en gros, le contour, 
voyons d’abord en quels points la Courbe rencontre lAxe 

des ordonnées : car pour celui des abfüflès, il eft certain 
qu’elle ne le rencontre qu’en A, puifque dans l'ég: L, x 

ne monte qu'au prémier dégré [$. 41 ]. 

Si dans cette éq: L, on fait x—0o, elle fe réduit à 
o— bye y, où (M)....—b—cy+y, qui 
peut avoir trois racines réelles, ou deux imaginaires & une 
réelle, Elle a trois racines réelles quand 27 bb +46 eft 
négative [ &.préc. ]. Alors la Courbe rencontre l’Axe des 
ordonnéés en trois points , fans compter Origine. De ces 
trois racines , une à le même figne que —b , les deux 
autres ont uo figne contraire. Donc, à étant pofiive, la 
Courbe coupe deux fois fon Axe au-deflus de lOrigine 
& une fois au-deflous : mais b étant négative, elle coupe 
PAxe une fois au-deflus & deux fois au-deffous de lOri- 
num, 2. gine, Si 27bb+4 6 — 0, l'Egal: M a deux racines 


Fig. 42: 


NiMe le 


b FE 7, Ne 
égales à — À , & une troifiéme égale à de, Dans ce 


n3@ 4. cas, -la Courbe touche fon Axe d’un côté, & le coupe de 
l'autre à une diftance double, Enfin, fi 27bb-+ 46 eft 
poñtive , A n'a qu’une fule racine réelle de même figne 
67 USERS Ainfi la Courbe ne coupe fon Axe qu'en un 
77 point ; au-deffous de l'Origine , fi & eft poñtives au-def- 
m8 8 fus, fi b cit négative, 


il 
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Cu. IV. H faut maintenant déterminer les fommets d,e,f. On PL. V. 
5.6 multipliera donc lég: (DL)... o——x#by+cyy x 
y par la progr. arithm: o,1,2,3, 4, ce qui la trans. 
forme en o== by 2cyy x + 4y*, où (N)—56—=3cy % 
+, dont les racines font les ordonnées d D, eE, fF 
des fommets. Ainfi deux de ces fommets , par exemple, 
d &e, & par conféquent deux branches ed, df de la 
Courbe deviennent imaginaires , quand deux racines de 
l'Egal. N font imaginaires, c’eft-à-dire, quand 1e, ou 6, & 


Fra : 27bb+ 8c? 
GE) RAGE 


fitives [&.prec.]. C’eft le Cas repréfenté aux »°.7 & 8 de la 
Fig. 42 , & alors la racine réelle fF eft du même figne que 
—:b, Ceft-à- dire, négative quand Z eft poñitive , & sum. 7. 
pofitive quand & eft négative. TE 
Qu'au moyen des éq : L & N, on élimine y, on aura 
(O)... Gax° rh 3acexx H 36 bbex 4 4ctx #Ht b* 4x bbe* 
—o, dont les racines R, r,p font les abfafles AD, 
AE, AF des fommets d,e,f. Ces abfcifles font les li- 
mites des valeurs de # [ AG ] qui donnent à l'Eg: € des 
racines réelles ou imaginaires. Car fi G tombe du côté 
négatif au-delà de F, lEg: € n'aura que des racines ima- 
ginaires : Si G tombe entre F & E, l'Eg: C aura deux ra- 
cines réelles & deux racines imaginaires : Si G tombe en- 
tre E & D, J’'Eg : Ç'aura quatre racines réelles. Mais el. 
le ven Aura plus que deux, fi G tombe au- delà de D 
du côté pofitif. 
Donc, fi R eft la plus grande AD , r la moyenne AE, 
& p la plus petite AF des racines de ©, l'Eg: C n'aura 
que des racines imaginaires, G R—#, 7 —4, & p —4 
fone pofitives : Elle aura deux racines réelles, & deux ima- 
ginaires, fi R—4 & r —4 font pofitives , & p— + né- 
gatiwe, qu fi R—42,r—4a,& p—4! font négatives: 
Enfin, elle aura fes quatres racines réelles, fi R—4 eft 
Iatrod, à P Analyfe des Lignes Courbes. O pofiti- 


, ou 27bb+ 86° font po- 
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pofitive, mais 7— 4, & p—4# négatives Donc fubfi- cu. 1v: 
tuant, dans l’'Eg: O,3 au lieu de x—4; ou z#4 au $60- 
lieu dx, l'Egal: C'aura quatre racines imaginaires, fi tou- 
tes les racines 3 de la transformée font pofitives : elle aura 
deux racines réelles & deux imaginaires, fi une ou trois 
racines 3 font négatives : & elle aura fes quatre racines 
réelles, fi la transformée a deux racines z négatives & 
une politive, 

Par là füubftitution de z+44 à x, l'Eg: O @ transfor- 
me en 642% +192 a+32cc)27+(i9244+64acc+ 
+36bb+tact)2+64a +32 aacc + 36 abbic + 4 ac 


oabbc + ac* 
ZbtHbb—0o, ou RE EE ppcc — = —— — 


16 
27 1+ 3 4 
EEE (ua ace ICEE )2"HC34+2c)2z 


16 
7°, que pour abréger, nous écrirons ainfi (P)...a — 
BrHy2z +72. 

Suppofons d’abord que cette Egal : P a fes trois raci- 
nes réelles, & fi 8 eft poñitive, elle a [&. préc. | une racine 
du même figne que a & deux racines d’un figne contraire 
à y. Mais fi 8 eft négative, P a une racine du même figne 
que « & deux racines d’un figne contraire. Donc, P 
ayant fes trois racines réelles, fi « & 8 font pofñuves ,  & 
y négative , les trois racines de P font poñitives, & celles 
de l'Eg : C font imaginaires: fi « eft négative mais 8 & y 
pofitives, les racines de P font toutes négatives, & Cen 
a deux réelles & deux imaginaires: ce qui arrive auñfi lorf- 

ue P a deux racines pofitives & une négative, c’eft-à- 
ire quand & &.B font négatives, ou quand & eft néga- 
tive, & poñitive, & > négative : enfin fi «-eft poñitive & 
B négative, ou fi z, 8, & y font poñitives; Pa deux ra- 
cines pofitives & une négative, ce qui marque que les 
quatre racines de © font réelles. Pour récapituler, & né- 
gative 


en 


—— === =. = - : en D Ve = — 
2 CRE. + ie = TE . 
te Re ro e—— dmerie + 


dm: — 


G 
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Ca. IV. gative donne deux racines réelles & deux imaginaires : Et 

S.à poftive donne quatre racines imaginaires, fi 8 eft pofi- 
tive & y négative : mais elle en donne quatre réelles, fi 8 
eft négative, ou fi 8 & y font pofitives, 

Mais fi l'Eg: P a deux racines imaginaires, les abfcif 
fes AD, AE des fommets d, e deviennent imaginaires , & 
la Courbé ne confèrve que le fommet f. Les ordonnées 
dD, eE font donc aufñfi imaginaires , & nous avons déja 
vû que cela arrive, quand c, ou quand 274b+ 86? font 

ofitives. Alors l'Égal: € ne peut avoir que deux racines 
réelles. Elles feront même toutes quatre imaginaires fi 4 
eft plus négative que la fule racine R [ AF ] de lEgal:O, 
fi R —4 cit pofitive. Or cette racine de l’'Egal: P a le 
même figne que le terme «. Donc fi deux racines de P 
font imaginaires ; « négative donne à C deux racines 
réelles | mais & pofitive rend les quatre racines de C ima- 
ginaires. 

Pour connoître quels font les fignes des racines de C, 
on verra d'abord en jettant les yeux für la F7g. 42, que 
quand fès quatre racines font réelles, 4 étant négative, il 
y en a deux pofitives & deux négatives: mais 4 étant po- 
fitive, on a trois racines pofitives & une négative, fi 
cft pofitive, & au contraire trois racines négatives & une 
pofitive , fi à eft négative. Ce qui s'accorde avec la Ré- 
gle de Des CarTes, puifque, dans le cas des quatre 
racines réélles , « doi être négative. 

Mais quand C na que deux racines réelles, on voit 
que 4 pofitive füppole néceffäirement une racine pofitive 
& une négative : & que # négative donne deux racines 
négatives, Î & eft poñitive, & deux racines poñitives , fi & 
eft négative. 

On pourroit, en fuivant les mêmes principes , pañr 
aux Egalités du cinquiéme dégré. Mais le calcul de l'E- 
galité générale froit fort long. Il eft plus traitable dans 

3 O2 les 
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. les cas particuliers. D'ailleurs cette fpéculation nous a dé- Cr.Iv., 
jà retenu peut-être trop long-tems. Il eft tems de pañler CEE 
à d’autres recherches qui ont un raport plus immédiat à 
PAnalyfe des Courbes. 


G'HTARPELITEREE RV 


Valeur du produit de toutes les ordonnées 


d'une même ab/cife. 


61. Orre deflein eft de faire voir comment l’Analyfe 

découvre dans l'équation d’une Courbe fes prin- 

cipales propriétés. Voici un Théoréme fort général , & 

qui peut fervir utilement dans certe recherche *. 

Une Courbe QMSLRN de l'ordre v étant repréfen- 

tée par une équation, dont le premier terme , lortqu’elle 
, . S Ji 1. ÿ=——2 

eft ordonnée par y, foit (ax +8x +yx — 
V—$ : V—1 Y— # —1 

éc.)y , & le dernier 4x  . +Bx — 


Case et. Je dis que l'Axe des ablciffes AP cou- 
pant la Courbe aux points Q, R, S, &c. fi on prend dès 
l'origine A les parties AT, AV, AX &c. égales aux racines 


s— —2 

de l’éq: ax +Bx y +t.—=0o, & qu'on 
méne une ordonnée quelconque LN qui rencontre la 
Courbe en L, M, N &c. le produit des ordonnées PL, 
PM, PN &c de labfiflé AP fra à la fration 


PQxP &c. à ; Re. 
RS en raifon donnée de A à #, Ceft-3 


dire, 
* Newror®f Enumer. linear. 31. ordinis. S.IL 3. 4. Srirranc, 


Lineæ tertii ordinis Newtonianæ , pag. 76-79. Mr. De Gua; 
Ufuge de l'Anal. pag. 68. 
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Cu.v. dire, comme le coëfficient de la plus haute puiffänce de x pu VI. 
5.61. dans le dernier terme, au coéfficient de la plus haute 
puiffance de x dans le premier terme. 


Démonffration. Si lon divif l'équation de la 
Courbe par le coëfficient a x° + 8x + yX Gr, 
An Bo de. 

EE em 
— 0, où le premier terme y” ” n'a point d’autre coëf 


ficient que lunité, le produit de toutes les racines de cet- 
te équation, c’elt-à-dire le produit PLxPM%x PN &c. des 


Ax Be l&e 


Or le numérateur de cette fraëtion eft égal à AXPQX 
PSxPT, &c, & le dénominateur à & XKPTxPV xPX &c. 


Car les points Q,R,S, &c. où une Courbe rencon- 


pour lui donner cette forme y" + 


erdonnées , eft égal au dernier terme 


tre fon Axe des abfcifies, fe déterminent en faifant ÿ —0 
dans fon équation [ &. 15 ]. Mais cette füppoñtion de 


—1 


! 4 . 4 : . ŸV * 
ÿ—0o réduit l'équation à fon dernier terme 4x ee 


D à À se 
Bx &t— 0, & les racines de cette équation 


que les abfciffes AQ, AR, AS, &c. qui ont quelque or- 

Dnée égale à zéro. Divifant donc cette équation par 

À, afin que le Premier terme foit pur; a+ Æ 
dc. fera le produit de (x—AQ) 3 

== par (x*— AR) par 

(x— AS) &c. ceft-à-dire ; de CA P—AQ) par (AP 

— AR) par (AP — AS) &c. ou de PQ par PR par PS 


&c. Donc multipliant le tout par 4, 4x7 74 Bx° T1 


dc. eft égal au produit AxPQx PR x PS &c. 
€ même, puifque AT, AV, AX &c. font les racines 
O 3 de 


\ 


| 
| 
l 
| 
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| 
( 
| Î 
LI dr 
|! l 
| Il 
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de léq : ax +HBX  dr—o, ou, divifant par #, de 
s  B s—1 ; s ,B s—1 
x hs de 0; le premier membre x ee 
&t. eft le produit de (x AT) par (x-— AV) par (x 
— AX) &c, c’eft-à-dire, de C(AP— AT) par CAP — 
AV) par (AP—AX) &c, ou de PT par PV par PX &c. 


Donc multipliant par &, ax +Bx Gr. ef égal à 2x 
PTxPVxPX &c. 
Ainfi , puifque PLxPM%xPN &c cft égal à 


A He Hire Ê% 
ax MBx &t 
de eft égal à AXPQXPRXPS &c; & que ACL OX A 
de, eft égal à ax PT x PV XPX &c; il fuit que PL XPM 


al à 1 XPQXPRXES "Be 
GR CL LS EE DT EVA EX EC 
| PQ XPR x PS &c 
PMXx PN &c. eft a PT x PV v PX &c ? 
L'application de ce Théoréme aux divers cas qu'il ren- 
ferme en fera voir la fécondité, 


; que AR DUR come 


I 


; ou que PL% 


comme À à a. 


62. SoiT 4 CB ce) y + xx + cex+f —0, 
l'équation générale des Lignes du troifiéme Ordre, 

L 1. L'ablaifle AP & l’ordonnée PL ne peuvent cou- 
per la Courbe chacune qu’en deux points, Q,R & L, 
M[$ar] Alors, par le Théoréme préced. le reétangle 
PL XPM des ordonnées eft au reétangle PQ XPR des par- 
ties de l'abfcifle , en raifon donnée de d à #, puifquici 
d'A R& a — 0. 

Par la même raifon, fi l’on méne une autre ordonnée 
Ipm, le re&tangle plxpm eft au rect : PAP, com 
me 4 à 4, ou comme le re&t : PLXPM au rect: PQxPR. 

On 


Cu. 
fe 


V 


61: 


Cu. V. 
S. 62. 
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On peut regarder Im comme l’Axe des abfciffes, & 
menant qr paralléle à QR, qui coupe Im en p, on aura 
plxpm à pqxpr comme plxpm à pQxpR. 

Donc enfin plxpm cft à pqxpr comme PLXP M à 
POxPR. 

Ce qui revient à dire, que fi on méne par un point 
+ deux droites Im, qr paralléles à deux autres droites LM, 
QR menées par un point P, & que ces quatre droites 
coupent chacune en deux points une Ligne du fécond Or- 
dre ; le rectangle Ip m des parties de la prémiére droite 
cit au rectangle q pr des parties de la feconde droite, 
comme le rettangle LP M des parties de la troifiéme eft 
au reétangle QPR des parties de la quatriéme. 

2. Si labfciffe ap , au lieu de couper la Courbe en 
deux points, la touche en un fèul q ; on doit concevoir 
qu’en ce feul point de contaét q font réünis & confondus 
les deux points de féétion q, r; en forte que les deux 
parties pq, pr étant devenués égales, leur produit eft un 
quarré pq”, auquel ke reét: LpM des ordonnées eft en 
raifon donnée de 7 à 4. 

De même, fi on méne l’ordonnée p/ qui touche la 
Courbe en /, on concevra réünis en ce point les deux 
points de fe&tion L, M, & le reétangle LpM eft devenu 
un quarré p/*, qui eft au quarré pq en raifon donnée 
de d à 4. 

3- S'il arrive que l’éq: dxxeexHf° —0o n'ait que 
des racines imaginaires , la Ligne des abfcifiès «7 ne ren- 
contre point la Courbe, les points de féëtion Q;R, qui fe- 
roient déterminés par cette équation [$, 15 ] étant imagi- 
naires.. Le Théoréme ne life pourtant pas de f foutenir. 
Car il eft toûjours vrai que le re&t : 7Lx7M des ordonnées 


dx ki eex +f” d , 
Te ’ ou Tex + D x 2 ). Mais 


cette 


eft égal à 
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1 


13. ee Cu. Y. 
cette quantité x x “#K TXT 7 © fera plus un reétangle $. E 


QPR, qui froit la différence de deux quarrés K Q° & 
K P° [ en divifant QR par le milieu en K]. Elle fera la 
À HN 72 e* 
fomme de deux quarrés, Cx+ =) & CZ D: 
Qu'on prenne donc, dès lOrigine &, une abfQiife 4B éga- 
le à— 5 qu’on éléve la perpendiculaire indéfinie BC, 
& qu'on la coupe en C par le Cercle décrit du centre « 


avec un raïon «C—Yy > € qui donne BC —= 4/(« C* 


| : : 
D )=VÉ — & on aura 7 C°— 7 B+ 
se Je 


DEA SNS LAC TS nn. 2e Vo 
BC =(xK 7 Gr ADN ATES Sr 


3 
Donc, puifque le re&t: 7Lx7M che—* Ctrl), 
ce re : LM eît au quarré #C*° cn raifon donnée de 
dà4. 

LI, Tout le refte fubfifiant, fi la grandeur f'eft égale à 
zéro , l'ég: dxxeex=—=0 , faite en égalant le dernier 
terme à Zéro, aura une racine x—o. L’Originc tom- 
be donc fur un des deux points Q:;, R de la Courbe, Ce 
qui ne change rien aux Conclufons précédentes. 

LIL Mais fi c’eft e qui ft — 0, l'ég: dxx+f=o 
a deux racines réelles, fi d & f ont différents fignes , & 
deux racines imaginaires fi # & font le même figne. Dans 
le premier cas, l'Origine eft au point K qui divile QR en 
deux également, Dans le fecond, labfifle «7x ne rencon- 
tre point la Courbe, & c’eft le Cas dr n°. E 3 : mais au 
lieu du point Gil faut prendre le point D, fur la perpen- 
diculaire «D, éloigné de l'Origine « d'une diflance «D— 
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Ù £ ; & P 
Sn AVE parce qu'ici &«B [—] dévient nulle. On aura 
donc le re&: Lr M au quarré 7 D° en raïfon donnée de 
d à 4, 
IV. Si 4 feulement eft égale à zéro , l'équation de la 
Courbe étant 4yy H (Ex cc) y Heex Hf* —o, les or- 
données PL peuvent bien couper la Courbe en deux ris: 46: 
points L, M; mais les abf&fles ne la coupent qu’en un 
feul point Q{$. 41]. Alors le re&t: PLXPM eft égal à 


ee 
= el RL *PQ; puilque Ace, & a—4. Si 
on porte donc lOrigine en Q, le reétangle LPM des or- 
données eft égal au reétangle de l’abitiflé PQ par une 
Droite conftante À, troifiéme proportionelle de 4 à e. 


V. Si d & ec, égales chacune à zéro , réduifent l'é- 
quation à 4/y+(éxHkec)yHf— 0 , l’'Axe des ab | 
ciffes ne rencontrera point la Courbe & le re: LPM des £ 


3 
ordonnées eft une grandeur conftante f° , quelque abfaf- 
. . A P 


f qu’on prenne. Ses deux ordonnées LP , PM font donc 
réciproquement proportionelles l’une à autre. 

Ce Cas, où l’Axe des abtifiès ne rencontre point la 
Courbe, parce que le dernier terme de l'équation eft ré- 
duit à 7°, eft effentiellement différent de celui qui a été 
touché au n°, 1 3, où l'Axe des abfciflés ne rencontre 
point la Courbe, parce que l’ég: dxx+eexHf5 —0o 
n’a que des racines imaginaires, . 

On ne peut füppolèr d; e, &.f égales chacune à 26 
ro, parce qu’alors l'équation, divifible par »,  pourroit 
réduire âdeux équations du prémier dégré y —o & 4 y 
x cc —o, & ne repréfenteroit que deux Lignes droi- 
tes [$. 27. 40 |. 


Bitrod, à l Analyfe des Lignes Courbes, P VI. r. 


114 PRODUIT DES ORDONNEES 


BVL VI. 1. Reprenons l'équation générale, & fuppofons + Cx.v. 
— 0, ce qui la réduit à (bx+cc)y+dxxpeexmp $ 6% 
—o. Alors chaque abfciffe n’a plus qu’une ordonnée | €. 
ar]. Et pour appliquer à ce Cas-ci le Théoréme géné- 
ral du &. 61, on prendra AT égale à —T racine de l’éq: 


Ex Hi ce — 0 & PL fera à FREE ou le reét: TPL au 


re&t: QPR, en raïfon donnée de 4[ A] à #[«]. Tranf- 
portant donc l’Origine en T, ce qui ne change rien aux 
ordonnées , le reétangle TPL des coordonnées eft au re&t: 
QPR en raifon donnée de d à 4. 

Mais fi l'axe ap, au lieu de couper la Courbe en deux 
points Q, R, la touche en un feul q, le re&t: tp L fera 
au quarré de pq en raïfon donnée. 

Et fi l'axe a ne rencontre point la Courbe , parce 
que les racines de l’éq : dxxHeex ff? —o font imagi- 

e 


: , e 
naires , on prendra comme au n°.L3, «B—— 74° & 


: 3 + 
BC=—Y(}, ui) & le re: T7L fera au quarré de 


7C en raifon donnée de d à &. 

2. Dans cette même équation, fi {= 0, l'Origine tom- 
be fur un des points OS; R, où la Courbe eft rencontrée 
par l’Axe des abfcifles. %- | 

3. Mais e—0 fait tomber l’Origine au point K qui di- 
vife également QR , lorfque,d & f ont des fignes diffé- 
rens. S'ils ont même figne, les racines de l’éq : dxx#Kf? 
—0o font imaginaires , l'Axe æ7 ne rencontre point la 
Courbe, & on doit tranfporter le point € en D für la 
perpendiculaire æ D à la même diftance de lorigine «. : 

4. Si lon a d—0o , l’Axe des abfüifles ne coupera la 

Fig: 49: Courbe [S. 41 ] qu’en un feul point Q, Et prenant toû- 
jours 
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€ iYe cc P P + ŸL: 

Fr jours AT—=— ; ON aura PL kETS ou TPL £ 
[quieft le reétangle des coordonnées , en tranfportant 
l'Origine fur T ] eft égal au reét: de P Q par une conftan. 


ce : 
te =. Si on méne donc une autre ordonnée pl, on aura 


TP XPL:Tpxpl—=PQ:pQ. Donc PL ef à pl en rai- 
fon compofée de la direéte de PQ à p Q & de l'inverf 
de PT à pT, 
s. Enfin, fi l’on a 4 &t e égales chacune à zéro, on 
3 


aura TPL=/.. Donc portant l’Origine en T, le reétan- Fe: so! 


gle des coordonnées eft conftant. 

VIL Dans tous le cas du n°. préc. fi on avoit c —0, 
cela ne changeroit rien aux conclufons , fi ce n’eft que 
l'Origine fe trouve toute portée für le point T, puifque la 


diftance AT , qui et — LEA fe trouve nulle, 


VIIL 1. Mais fi 2, auffi bien que 4, eft égale à zéro, 
l'équation fera ccy + dxx +cex + f? —o , ce qui donne 
AE ER PAR re AMEN En 
I—= cc = CARE dc Pre — 


d 
Tx*PQXPR Donc=xPL—PQXxPR Le re®: 
des parties RQxPR de l'ablciffe eft égal au reGtangle de 


l'ordonnée PL par une droite conftante F. | 

si l'abri ap touche la Courbe en q, c'eft le quarré 
de pq qui eft égal au reétangle de l'ordonnée pL par une 
conftante. 


Et fi l'abfciffe #7 ne rencontre point la Courbe, les ra- 


3 
. ce | : ES 2) 
cines de xx + — XHTr=— 0 étant imaginaires ; le reét: 
P 2 de 
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de lordonnée æL par une conftante :eft égal au quarré Cn.v: 
de la Droite 7 C menée de Pextrémité de l’abfcifle au $ 
point fixe C, déterminé , comme aux n°. L 3, & VI 1, 

+ 


én faifant 2B——"; & BC —y É — ©). 


2. Ici, comme aux n°. 11, 111, & VI, la fuppoñition 
de f—0 porte l’Oiigine fur un des deux points Q & R. 
Et la fuppoñition de eo porte À en K, ou C en D, 
fuivant que les racines de dxxKHf° —0 font réelles ou 
imaginaires. 

Mais on ne peut fuppofer /—o , parce que léqua- 
tion , n'ayant plus de térme du fécond dégré, ne repré- 

 fenteroit qu’une Ligne du premier Ordre. 


63. ON voir par cet échantillon, quelle varieté de 
Cas f préfenteroit dans les Lignes des Ordres fupérieurs. 
Touchons légérement ceux qui fe raportent aux Lignes du 
troifiéme Ordre. L'équation générale fera 43° (2x cc) 
9 + Cdxx + cex + f°) y+ gx Hhhxx+ rx 1 —o. 

T. 1. Et d'abord, sil n’y manque ni le terme 47°, ni 
le terme gx’ , l’abiifle & l’ordonnée peuvent couper la 
Courbe LQMRSN reprélentée par cette équation, cha- 
cune en trois points Q,R, S; L,M, N. Et felon le 
Théor. général [ &. 61 ], le folide PLXPMXPN des or- 
données eft au folide PQXPRXPS des parties de labfcif- 
&, en raifon donnée de g[4]à4|a] © 

De forte que menant deux ordonnées LN , In, le fo- 
lide PLXPMXPN eft au folide PQXPR x PS comme le 
folide plxpm%xpn au folide pQXPRXPS. 

Menant auf qs paralléle à QS , on aura, toûjours par 
la même raifon , le folide plxpmxpn au folide PQXPR 
XPS; comme le folide plx pm xpn au folide pq *prxps. 

Donc enfin PLXPMxPN eft à PQXPR%PS comme 
Llxpmxpn à pqaxprxps. 

Ce 
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PL VII Ce qui forme ce Théoréme. Si par un point P on Cr. v. 
méne deux droites LPN, QPS qui coupent chacune en 965: 
trois points une Ligne du troifiéme Ordre, & par un au- 
tre point » deux autres droites lpn , qps paralléles aux 
prémiéres & qui coupent auffi chacune la même Courbe 
en trois points ; le folide des parties de la prémiére droi- 
te LN interceptées entre le point P & la Courbe, eft au 
folide des parties de la feconde droite @S interceptées auf 
entre le point P & la Courbe, comme Île folide des par- 
ties de la troifiéme droite In interceptées pareillement en- 
tre le point ? & la Courbe , eft au folide des parties de 
la quatriéme droite qs interceptées de même entre le point 
p & la Courbe. 

2. Si labfcifiè ap coupe la Courbe en un feul point s 
& la touche en un autre point q, où l’on conçoir réünis 
deux points de f&tion, alors le folide pLxpMxpN eft 
au folide pq°xpsen raifon donnée. 

De même, fi l’ordonnée 1pm touche la Courbe en m & 
la coupe en 1, le folide plXpm° fera au folide 2dxps 
en raïfon donnée, 

Il peut même arriver que l'abfciffe [ ou ordonnée ] 
ne touche la Courbe qu’en un feul point, auquel R réü- 
niffent les trois points de f&tion Q3R, S. C'eft ce qui 
arrive, quand l’éq : 2x? + bhxex 5h 23e 4 /— 0 ; a fes trois 
racines égales. Dans ce Cas, fi on tranfporte l'Origine far 
SE point de conta&, le cube de l’abfifle eft au folide des 
Ordonnées en raifon donnée. 

3: Si l'abf&iffe 4 ne rencontre la Courbe qu’en un 
feul point « , &la coupe en ce point- là fans la toucher, 
le Die PEe zM RS des ordonnés eft toüjours égal à 

>? XX 27% + bhxx _ j; 4 
ÉR  RQies 
LES 5 CNE RO 
cette grandeur x° »H a XX = X*»k— n'eft plus le pro- 
à 


P 3 duit 
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duit de trois droites terminées à l'extrémité æ de l'abfciffe, Pz. VIL 
comme l’étoient PQ, PR, PS à l'extrémité P de l'abfciffe 


3 4 


ÿ hh / / 
AP; parce que l'éq : x’ Bern ci AA n'a 
plus qu’une racine réelle , les deux autres étant imaginaires. 
On peut pourtant réduire le produit de ces deux racines ima- 
ginaires à un quarré, de la maniére fuivante. Soit ax —. 
Donc æo[—xm—xus—x—7] cft la racine réelle de 
VOIRE R 1* : sn 
l'éq: x° = x° + = x 2m o. Ainfñ, divifant cette 


équation par x—%—0, le quotient fra le produit des 


RE = === 


racines imaginaires. Ce quotient eft xx (7 4 DER x + 


bh i e bb : 1 3 nl + 

— zh —), & le refte 7° L—7 + — — eft 
CE De Le Feb che € 
nul; puifque z eft la racine réelle de l'éq : Sr x° He 


4 
x . —o. Il s’agit donc de trouver un quarré égal 


LS 
s, bb bh ? 
à RNCS EE CEE AE D. Pour cela qu’on 


h 
prenne D —uo—% & DE 1 on aura «E— 


| bb 
Z 2 & fa moitié «B—:2"%# E Sur le diamétre 2E 


qu’on. décrive le demi-cercle 4FE , qui coupera en F la 
droite DF élevée perpendiculairement für «D, De. cette 


a ; bh 
manñiére 4&F, moyenne proportionelle entre 4 E [ z*# pl 


& 4D[z], fra égale à V Carte) Qu'on prenne 


fur 
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: à Je 
s 24 fur FE, prolongée sil le faut, une partie FG égale av, Fe VT 


bh > 
& on aura ANG rer Qu'on 


décrive donc, du centre æ, avec le raïon 4 G , un cercle 
GC, qui coupe en C la droite BC perpendiculaire à & B : 
& on aura BC = a C°— 0 B°— à G° — 8B° — (22 4 


3 


h 
> XXL (Z 4 
£&  4$£ < 


2° z* . L4 * 3 bb 2 
—*+ — en raifon donnée de g à #, & que x Der 
Eve 


z 


Le + eft le produit de x— > [ qui eft œc] par 


PEACE PE NCIA RE LS [ qui ft æ C*], 


on conclura que le folide æ LxæM%æN des"ordonnées 
eft au folide æaxkæC' en raifon donnée de g à 4. 

JE 1 Si la grandeur 7 eft égale à zéro, alors lég: 
S* Fhbhxx+i x > 4 une racine #0 : Ce qui 
montre que l'Origine tombe fur un des trois points Q,R, 
S, où lAxe des abfcimes rencontre la Courbe, D'ailleurs 
tout le refte fubfifte comme dans le n°. préc. fi ce n’eft 
quil faut un peu varier la conftruétion du cas où cette éq; 
EX° + hhxx + fx —o à deux racines imaginaires, & imi- . 
ter celle du . 62. n°.L 3. On prendra en, on 


élévera 
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Pr. VIL. élévera la perpendiculaire indéfinie BC & on la coupera cCx.v. 
en C par un cercle décrit du centre « avec le raïon & € S. 63, 


221 . . 
— ÿ —, pour avoir le point fixe C , duquel menant la 


droite æC, on aura mLxæMxaN à ®C° xæa [ car, 
dans ce cas, « &e font le même point | en raïfon donnée 
deg à Car le folide æL x æMxN des ordonnées 
111 


—S LOT 
FE Gex Ce) 


ct égal à ge + hhxx + six 
4 
£ (œaxæC). | 

2. Si Z & z font nuls, l'équation, faite en égalant à 
zéro le dernier térme , fe réduit à gx° + hhxx=o, quia 
deux racines égales à zéro. Donc alors deux des points 
où l’Axe coupe la Courbe font réünis én un feul point q, 
auquel eft fituée l'Origine. Et le folide pLxpMxpN 
des’ ordonnées eft en raifon donnée au folide qui a pour 
bat le quarré p q° de l’abf@ifle, & pour hauteur la droi- 
te ps. 

Enfin, fi les trois grandeurs b, z, / font nulles, l'équa- 
tion du dernier terme gx —o a fes trois racines x— o, 
Les trois points Q,R, S , communs à la Courbe & à 
l’'Axe, fe Confondent en un feul, fur lequel eft pris l'Ori- 
gine, & le folide des trois ordonnées eft au cube de l’'abf- 
ciffe en raifon donnée. 


III 1. Si au contraire, dans le dernier terme, la gran- 
deur g eft la feule qui foit zéro , l'équation faite de ce 
dernier terme fera hhxxb+ziix H/* —o , qui n’a que 

Eg.$3. deux racines. L’Axe AP ne peut donc couper la Courbe 
qu’en deux points Q,R. Et PLxXPMxPN eft égal à 


É xPQXxPR —? x PQXPR, puifqu'ici À —hb, & a —4. 
R | Le 
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Cx.V. Le folide des ordonnées PLkPM %xPN eft égal à un {o- Pc. VI 
$. 63. 


à , bb 
lide qui a une hauteur donnée 3 & une bafe égale au 


rcétangle des parties PQ, PR de l'abfcife, 

Si l'abfciffe a p touche la Courbe au point q, le re&: 
PQXPR devient le quarré pq*. Tranfportant donc l'Ori- 
gine a fur ce point q, le folide PLxpMx pN des ordon- 
nées eft égal au folide qui a pour hauteur une droite don- 


née Ze & pour bafe le quarré de l’abfcifte pq . 


Mais fi l’Axe æ7 ne rencontre point la Courbe, ce 
qui arrive quand les racines de l’éq : hhxx- iiix 4 /*—0o 
font imaginaires;. alors on prendra , comme au 4. 62. n°.1. 

224 


35 ab—— ,» On élévera la perpendiculaire BC , 
on la coupera par un Cercle décrit du centre # avec un 
raïon a C— y = 5%) & on aura le point fixe C , 
duquel menant Cr, le folide rLxrMx7N des ordon- 
nées cft égal au folide qui a la hauteur donnée _ & la 


bafe égale au quarré de x C. 
2. Sig & b font toutes deux nulles, le dernier terme 
de l'éq : de la Courbe fera sx +Æ/* qui, égalé à zéro, 
x 


n’a qu’une racine —£ . L’Axe AP ne rencontre 1a Cour. 
be qu'en un feul point Q. Et le folide PLXPMXPN des 
, , . à | 


tranfportant l'Origine au point Q ] que le folide des or- 
données eft égal au folide , qui a pour hauteur l'abfife 


P Q & une bafe donnée _ 
Ditrod, à PAnabfe des Lignes Courbes. @Q  3.En- 
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2, Enfin ce folide PLXPMXPN des ordonnées eft C.v. 
4 $. 63. 


/ 
d’une grandeur conftante — , fi les quantités g, b, z font 


chacune égale à zéro. 
LV. 1. Si dans l'éq : de la Courbe 4° + Céx cc) yy 
He (dxx Heex+f" Dy+gx + hhxx + iiix += , 
le coëfficient # du premier terme eft zéro, ce qui donne 
la prémiére place au terme (x»Hcc) yy: l’Axe des abfcif- 
. fes peut bien couper la Courbe en trois points Q,R,S; 
mais aucune abicifle AP n'aura plus de deux ordonnées 


PL,PM. Et prenant AT —— F , racine de l’ég: 2x 


+a—o, on aura [ $.61] le reét: PLXPM à RRESE 
comme Aa, Ceft-à-dire, comme g à 2. Donc le folide 
PT <XPLxPM eft au folide PQXPRXPS en raïon don- 
née. Ainfi PTxPLXPM: PQXPRXPS— pTxplx pm: 
rQXpRXpS. En prenant le point donné T pour lOri- 
gine, on dira que le folide PT x PLxP M de labfcifle & 
des ordonnées eft proportionel au folide PQx PR x PS des 
parties de lAxe. 

Ici, comme au n°.I. 2 du préfent &. Axe ap peut toucher 
la Courbe en q & la couper en s, & alors c'eft au folide 
pa xps que le folide ptxpLxpM de l'abfcife & des 
ordonnées eft proportionel. 

Il peut arriver auffi que labfciflée 7 ne rencontre la 
Courbe qu’en un feul point #. Dans ce cas prenant, com- 


me au n°.l. 3 dece$, «B HT & BC—=V(i22+ 


bh .. b 4 : 2 
27 gp), on aura le folide rs x7C Propor- 
uonel au folide r1xXmLx7M de labfcifle & des ordon- 
nées. - 

2 4 


Cu. V. 
S. 63: 
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2, 4 étant toûjours zéro, fi de plus /—0 , l'Origine 
tombe fur un des points Q, R,S, ou fi l’Axe ne rencon- 
tre la Courbe qu’en un feul point & , c’elt à ce point & 
qu’eft l’Origine. On cherchera, en ce dernier Cas, le point 
fixe C, comme au n°. Il. r de ce $ , & on aura le fo- 


lide z1xrLx7rM de lablifle & des ordonnées propor- . 


tionel au folide rex C*. 
Si outre cela , b=0, l'Axe a q touche la Courbe & 
l'Origine eft prife au point de contaét q. Mais on a toû- 


jours le folide pt xpLxpM proportionel au folide ps 


Xp q°. £ 
: Enfin ,f4,7/,h & # font zéros, les trois points Q,; 
R, S f{ confondent en un feul, où eft l'Origine. Et le {o- 
lide PTKXPLxP M ef proportionel au Cube de labfcifie. 

3. Suppofons maintenant que , dans le dernier terme , 
g feule {oit zéro, l'Axe AP ne peut rencontrer la Courbe 
qu’en deux points, & en raifonant comme au n°. IL. 1 
de ce $, on trouvera que le folide PTXPLxPM eft égal 


au folide 22 PQXPR, fi Axe AP coupe la Courbe en 
deux points ; ou que le folide ptxpLxpM eft égal au 


ALL 
folide — xpq°, fi l’Axe ap rencontre la Courbe en un 


ul point q: ou enfin que le folide &1x æLxeM et 
égal au flide ya C: ou 22 xœD° ,; fi l’Axe dæ ne 


rencontre point la Courbe ; le point C, ou le point D, 
étant déterminé, dans ce dernier cas, comme au n°. IIL 1 
de ce À. 

Si, non-feulement g, mais encore 4 eft zéro, l'Axe 
AP ne peut couper la Courbe qu’en un feul point Q, & 


& le folide PT XPL x PM eft égal au folide = x PQ." Mais 
Q2 6 


PL. VIIT, 
Fig. 58. 
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e1. VIN. fi de plus z—0, l’Axe ap ne rencontre poïnt la Courbe, cx.v: 
& le folide ptxpLxpM de labfcifle par les ordonnées 5:63: 
£ en fixant lOrigine en t ] eft d’une grandeur conftan- 
4 ; 
Res 
4 | 
V. Si dans tous les Cas du n°. préced. on fuppofe c 
—0, les conclufons qui ont été tirées reftent précifément 
les mêmes. La fèule différence eft que l'Origine A eft né- 
ceffairement fixée au point T, puifque AT ESS ]f 


b 
trouve nulle, > 


VI. Mais fi dans ces mêmes cas on avoit b— 0, l'é- 
dxx vkeex + f? ; 


quation fe réduiroit à cette forme yy + ne 
. gx vK hhxx six + + 


= —o., Le re : des ordonnées 


, ee 74 
PLxPM eft donc égal à gx +hhxxtiixR ei" g 


cc ce 


bb 7 
(XIE — XX HE — x H —)—S$ XPOXPRXPS. Donc 
GRR) — RRQ 


© XPLXPM—PQXPRXPS. On aura ici toutes les mé- 


mes conclufons qui f tirent dans le n°. IV, fi ce n’eft qu’au 
ç 


lieu de la droite variable PT [x | on doit prendre 


à cc 
une droite conftante Fe 


VIL Suppofons maintenant que #, # & € étant nuls 
fafent difparoître les deux premiers termes de l’éq : géné- 
rale , & la réduifent à (dxx + ex Hf°) y gx? K bhxx 
jiix K /* —o. Chaque abfiffè AP n'aura qu’une feule 
ordonnée PL. Et pour appliquer ici le Théor, général, on 

prendra 


PLANCHE. VI pan 14 8 
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C. v. prendra AT & AV égales aux deux racines de l’éq: 4x4 Pz. vit: 
S. 63. : &D PL à PQx PR x PS 
eex hf —0, on aura PTxpy > 0u le fo- 
lide PT x PV x PL au folide PQXPRXPS en raifon don- 
née de g à d. 
Lorfque les racines AT , AV de l’'éq : dx* Heex+f 
—o fontréelles, on les peut déterminer par cette conftruc- 
ee 


tion triviale. Prenez fur l’Axe des abftifles AH —— D 


élevez la perpendiculaire HI=y< »* & du centre IE, 


avec un raïon IT égal à AH, décrivez un Cercle qui 
coupera l’Axe en T & Ve Car HT ou HV — y (IT: — 
4 


IH) = CAR A1) = LL). Donc AT 


ee CE: Ja Le 
— AH — HT —— FRONT & AV— AH 


+HV=— y SL) > qui font les deux 


racines de léqg: gxx + ex +f — 0, 
Mais fi les racines de cette équation font imaginaires , 
3 
ce qui arrive quand IT où AH[#] <1H[Y£], l 
rande CCE 4 
3 SE XX x + ne peut plus repréfenter un rec- 


tangle PTXPV; mais elle pourra exprimer le quarré d’une 

droite IP, menée de Pextrémité P de l’abfcifle AP à un 

point fixe T, qui fèra déterminé comme au $ 62. n°. L 3, 
(4 


€ 4 . 
en premant AH—— > élevant la perpendiculaire indé- 
finie H1, & la coupant en 1 par un Cercle décrit du cen- 
3 


tre À avec un raïon Al=—Y 3 : 
Q_ 3 Ainfi 


PL, VIIL, 
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Aïnf le folide PQXPRXPS cft proportionel au folide cx.v. 
PT x PV xPL quand les deux racines de l’éq: dxx+eext $63% 
f° = font réelles, & au folide PI*KPL quand ces raci- 
nes font imaginaires. 

Dans l’un & dans l’autre cas, ce folide PQXPRXPS 
eft métamorpholfé fuivant toutes les maniéres indiquées aux 
n°. 1, 11, & 111 du préfent &, foit par la pofition de l’Axe 
des abfcifles, foit par les fuppofñitions de /= 0, ou de /= 
i—0,oude /—7—h—0o; ou de g—=0o, ou de 
g—h=—0o, ou dég—h—;—0o. 

VIIL Si avec 4, b,&c, on a encore f—b, le point 
T tombe fur A ; & le point V doit être pris-à une -diftance 

e 


AV de l'Origine qui foit —"; ; parce que les racines de 


: - ée 
l'ég: dxx+ ex —o font x—0 & *="—-;7 Ona 


donc, en ce cas, le folide PAXPVXPL proportionel au 
folide PQXPRXPS , ou à tous ceux-dans lefquels ce 
dernier fe métarnorphofé par les fuppoñitions des n°. 1, 
11, & III. 

*1X. Si ce n'eft pas f, mais e, qui foit —o, les points 
T & V tombent de part & d’autre de lOrigine A, à une 


diftance 5 , lorfque f & 4 n'ont pas le même figne, 
; 3 
parce que es —0 à PES font 
les racines de l'éq: dxx+f—0o. Si.f& d ont le mé- 
3 


ne figne, V—"> eft une grandeur imaginaire ; mais *x-- 


3 
exprime le quarré de KP menée de l'extrémité de l'abf= 


ciffe AP au point K, déterminé en prenant AK[— A1] 


vf 
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P£. VIII: 


à pes er Aa | 
623 7 , fur la perpendiculaire indéfinie élevée au point 


A. Alors, le folide PLxPK* eft proportionel au folide PQ_ 
& PR x PS, ou à tous ceux que lui fubftituent les füppof- 
tions des n°. 1,11, & 111. 

X. Si les deux grandeurs f & e font , en même tems, 
—o, les deux points T & V tombent enfemble fur lOri- 
gine A, parce que les deux racines de l’éq : 4xx—0 font 
x—0, *=—=0 : & c’eft le folide PLXP A° qui eft pro- 
portionel au folide PQXPRxPS,. ou aux folides équi- 
valents. 


4 
De même, la fuppoñition de d— == donnant à l'éq: 


af” 


: ; : 2 
dxx + ex ff —o deux racines égales, chacune à — Fe 


ee L . Li 
OÙ — — fait tomber les deux points T & V fur le point 


H, & change le re&t: PT xPV en un quarré PH, fur le- 
quel élevant un Parallélépipéde qui ait PL pour hauteur, 
il fra proportionel au folide PQKPRXPS, ou à ceux en 
a il & transforme par les fuppoñitions des n°. I, II, 
111. ? 
XL Sia,b,c & d font nuls, l'éq: dxxHeex kif" 
0, réduite à eexHf°—o na qu'une racine x — 


ct 


gx à laquelle prenant égale AT, on aura [$.6r] 


. AXPQXPRXPS PQOxPRXPS 
pl == 'ÉQXPRXPS sg, PQXPRXES 
E PT: mp T + Donc 


le flide de la conftante £° par l'abfcifle PT [en portant 


l'Origine de A en T ] & par l’ordonnée PL eft égal 
au folide PQxPRXPS ,» Où à ceux dans lefquels le 
transforment les fuppoñitions des n°, 1 & 11. 

XII. En- 
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XIL Enfin, fi 4, 8, 6, d, & e font nuls, l’éq: de la Courbe ré- ce 
3; b + 03: 
duite à f'yKgx° Hhhxx+ six /*=o, ou +4 x° a 


He o , fait voir que le folide de lordon- 


3 
née PL{y] par le reét : RUE eft égal au folide 


PQxPRXPS, ou à ceux qui lui font fubftitués dans les 
n°. 1 & IT. 


Dans le cas des n°. X. & XI. on ne peut pas, comme 
au n°. 111, fuppofer g—=0; parce qu’alors l'équation , n’a- 
yant plus de terme du troifiéme désré, ne repréfenteroit 
qu'une Ligne du fécond Ordre, 


On voit affez , je penf, que fi l’on vouloit détailler 
tous ces Cas, combiner enfémble ceux qui peuvent l'être, 
& fe laïiffér aller aux conféquences qui en fuivent naturel- 
lement , il y auroit dequoi faire un Volume. Mais nous 
ne nous propofons que d'indiquer les principes généraux, 
& d’autres confidérations nous apellent. | 


CHAPITRE VI. 


Des Diamétres, Contre-diamétres , & Centres 
des Lignes Courbes. 


64. Our ce qui a été démontré aû Chap. préced. 

n'eft que la conféquence de ce Principe ; Que 
le dernier terme d’une équation eft égal au produit de tou- 
tes fes racines. On fait auñf que le coëficient du fécond 
terme ; "pris avéc un figne contraire, it égal à là fomme 
de toutes les racines. Donc (4x° + Bo mes G)y 4 
HOTTE Del Le) PL Ge Lo étant léqua- 
tion d’une Courbe MmOxQ", de lOrdré v, fi on là 
divife par le’ coëfficient du préthier térine ;" afin qué la plus 
haute puiflance de ÿ foit fans-autre Coéfficient que l'unité 4 


2HT, 7; 2 

tax bx° &c ne 

clléprendra cette forme y°7* héfsort 84e pol 

lat PR GE 

H &c—o, où le coëficient du fecond terne, pris ävec 

Ne CET 4 - 

; La: LA4X: bx £. 

8n€ contraire, c’eft-à-dire, — PRE HO%. 
ax HBx Ge, 


cxprime la fomme de toutes les racines 7, où de toutes 
les ordonnées PM; PP 8 ti ri 


un fi 


65. Si für les mêmes Axes on décrit uñe autre Line 
quelconque N » Qn repréfentée par une équation dont les 


ACTE 2 
. . ” A X > 4 
deux premiers termes  foient UF SUETS soft 


fu, Lee #—1 
à ° : ax HBx Ê"c 
ntrod. à / Arabfe des Lignes Courbes, R JU", 


Pi. VIIT, 
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Pc VIT ? VIT, Ja fomme de fes ordonnées PN # Pn Pr &c. ca ds. 
aRY TIRER D CAT ED , 
fra auf — , ceft-à-dire, la mème 
ax? 4 Bx ET de 
que la fomme des ‘ordonnées PM*kPmKP4 &c. de la 
prémiére Ligne. 

La comparaifon de ces deux Lignes & les varietés in- 
finies dont «elles font füufceptibles { car il fuffit qu’elles .con- 
viennent dans le coëfficient du fecond terme, leurs équa- 
tions étant ordonnées: par ÿ: elles peuvent différer dans 
tout le refte | donnent lieu àune infnité de Propofitions. 
Contentons-nouside remarquer un Cas fort fimple, .C'eft 
celui où s=—7, c'eft-à-dire, celui où les'deux Lignes 
font du même ordre v, & où/leurs équations ont les deux 
mêmes premiers termes. - Si l’on ne prend que les abfciffes 
qui dans chaque Ligne n'ont-point d’ordonnées imaginai- 
res, ou, ce qui eft Ja même chofe, fi lon ne prend que 
es ordonnées quicoupent l’une & l’autre Ligne en, autant de 
points qu'il y a d'unités dans le plus haut cxpofant v—4 
de-la variable y; non-feulement la fomme PM # Pm + Pu 
&c. des ordonnées de la prémiére Ligne MmOuQ eft égale à 
la fomme PN + Pn+ Pr &c. des ordonnées de la feconde 
Ligne N#Qn ; mais encore le nombre des ordonnées de 
l'une cft égal aù nombre des ordonnées de l'autre, Et l'éq: 
PM-+PmPu &c.—PN+Pn#kPr &c peut prendre 
cette forme PM — PN + Pm—Pn + Pu—Py&c. —o, 
où — NM mn + mr &c —0, foit MN &c —mnxk 
uv &c. Propoñtion qu'on péut énoncer ainfi. 

Deux Lignes d’un même Ordre, & dont les équations 
ordonnées .par y ont les deux mêmes prémiers térmes , 
étant décrites fur les mêmes Axes ; toute ordonnée qui 
coupe l’une & lautre.en-un nombre de points égal à l’ex- 
pofant de la plus haute puiffance d'y, eft coupée en forte 

que 
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Cu.vr, que la fomme de fes parties interceptées entre la .prémicre PzVIIE 

$. 6% & la feconde Ligne elt égale à la fomme de fes parties in- 
terceptées entre la féconde & la prémiére Ligne. Je diftin- 
gue ces parties en fuppofant qu'on parcourt lordonnée 
d'un bout à l'autre, & j'apelle parties interceptées entre là 
prémiére Ô* la Jeconde Ligne celles qu'on parcoütt en al: 
lant d'un point de la prémiére Ligne à un point de la fe- 
conde, & parties interceptées entre la feconde & la prémié- 
re Ligne celles qu’on parcourt en allant d’un point de la 
feconde Ligne à un point de la prémiére. Ainfi parcou- 
rant l’ordonnée N? de N à» , MN cft une partie inter- 
ceptée entre la féconde & la prémiére Ligne, maïs mn & 
uv font interceptées entre la prémiére Ligne & la fconde. 


66. S'r1 n'y a dans l'équation aucune puiffance de x 
qui ait un expofant négatif, comme on le fuppofe d'ordi- 


a Tips he Ge 
ax rh Br Ge 


du fcond terme fe réduit. à 4x-+8. Alors on peut toû- 
jours prendre pour l’une des deux Lignes, le Syftéme d’äu- 
tant de Droites qu'il y à d'unités dans v. Et ces Droïites 
© peuvent décrire en une infinité de façons. Car f AB, 
AL font les deux Axes, & qu'ayant pris une abfaiffé AB 
LE 1 > on lui donne les ordonnées BC[—+]; BD [4], 
I &c. dont le nombré foit v, & la fomme [+ 
T0 Cr. | égale à — 4, où l’on peut, fi l’on veut, 

prendre le zéro pour une ou plufeurs: de ces grandeurs | 
c,d,e, ©. & qu'on mène par l'Origine, A les Droites 
ACc, ADd, AEe; &c qu'on prenne auf fur l’Axe ‘des 
. ordonnées ‘les parties AF[—#], AG[—2 ]; AH[-=}] 
&c. dont la fomme [ —f—g —h di. | Lit égale à 
me & qu’on mène les Droites FF, Gg, Hh, &c. parallé- 
les à AC, AD, AE, &ec. Le fyftèmede ces Droites FF, 
» R 2 Gg; 


naire, & que z foit zéro, le coëfficient 
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PLV Ge, Hh&c. fera repréfenté par une équation dont les ci. vx 


deux premiers termes feront y” H(4x-H2)y PT 7 
lordonnée PF de la Droite F£ eft égale à Pc“cf. Or 
Pc eft la troifiéme -proportionelle à AB [1], BC[—c1]& 
AP[x}]. Donc Pe——:x Er cf et égale à AF 
I—f], Ffétant paralléle à. Ac. Donc Pf[— Pc: cf] 
—— (%x—f. L'équation de la Droite F f eft donc y + 
cxHf—o. Par la même raïfon l'ég: de Gg eft y+ 4x 
“He— 0,.cellé de Hh eft y-Hex+h—o, & ainf de 
fuite autant qu'il y aura de Droites. Doncle fyftême de 
ces Droites eft repréfenté par le produit (y +cx+f)(y 
dx g)(y+Hex rh h) dr—0o de toutes ces équations 
E & 20], dont le premier terme eft y” & le fecond ((cx 
HHADHCAXE LI AH CER HD) HT) I = CCEH 
de Gc)x+ (HET h Ge)» 3 = (ax bye: 
puifque ctd+e+ ca, & f+g+h+ôt—b. Le 
fyftême de ces Droites eft donc repréfenté par léq : y? + 
Cax+b)y" 5" +ér=o, dont le fcond terme a pour 
coëffcient #x+H b, qui étant pris avec un figne contraire, 
donne —#x——% pour la fomme PfHPg#Ph &c. 
des ordonnées. 

On peut auf; filon veut, & cela revient au même, 
prendre les ordonnées .AF , AG, AI &c. égales à f, £, # 
&c. dont la fomme foi —& , & les abicifles AI, AK, 


AL &c. égales à ;, £,/, dr. telles que + & ee de. 


Loit — +, &-mener les Droites IF, KG , LH. - Car AP 
étant x, on a Al[:]: AF[/T=—=IP(:#x]: Pf— 


PE x De même Pe—s+é x, & Ph—h+ 0 x, 


&c. Donc la fomme PFHPs+Ph ce fe + 
? J ë c À Êc + 


Cu. VI. 
fe 66. 
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b : 
d+OHEHT ÊTIX——D— xx. 


Ainf décrivant fur les mêmes Axes une Courbe MQm 
dans l'équation de laquelle les deux prémiers termes foient 


vit (ax + b»y < , fi l’on méne une ordonnée Pw 
qui rencontre cette Courbe en un nombre v de points M, 
m,æ &c. la fomme des ordonnées PM, Pm, Px &c. de 
la Courbe ; fera égale à la fomme des ordonnées PF, Pg, 
Ph, &c. des Droes FF, Gg, Hh, &c. & les parties hu, 
gm, &c. interceptées entre les Droites & la Courbe, {e- 
ront égales aux parties [ ou à la partie | Mf &c. intercep- 
tées entre la Courbe & les Droites. 


67. Riex n'empêche de prendre les ordonnées AF > 
AG, AH &c. égales entrelles ; & comme leur nombre eft 


v & leur fomme — 28, chacune fera —? . On peut de 


même prendre.les abfcifès: AI, AK, AL, &c, égales entr’el- 

b 

LP Êc = 
or 


b 
les. Les nommant —7, la fomme + Le < me 


1% es: ; 
Re doit être —: ce qui donne =—— . Alors 
toutes) les Droites IF, KG, LH &c. f réduifent à une 
| b 
fule RS repréfentée par l’éq : J+< X-==0 où vy 
H4X*k6—=o, Son ordonnée PS prife v fois cft égale à la 
fomme PM<+ Pm "HP x &c. des ordonnées de la Courbe 
MQme, & les parties MS, mS} &c. intércéptées entre 
la Courbe & la Droite font égales aux’ parties, [ ou à la 
partie | Su &C. interceptée entre la Droite & là Courbe. 
De forte que fi l'on prend cette Droite RS pour l’Axe des 
abfüiffes , la fomme des ordonnées négatives SM +. Sm, &c. 
R 3 el 


PL. VILE 
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PL.VIIT, eft égale à la fomme Sy &c. des poñitives, Une Droite Cx. vr: 
qui a cette pofition nomme un Déawétre, à prendre ce $: 7: 
mot dans une fignification étenduë *, 


68. Iz n’y a point de Courbe algébrique qui n'ait une 
infinité de Diamétres , parce qu'il n’y a point de Courbe 
dont on ne puiflé transformer, en une infinité de façons, 

fes Lo, 1 —1 V— 1 ti é 
l'équation (ax +Bx ëtT)y APT eur +Lbx 

U—t—1 s 

dc)y de—0, de forte que l'expofant + de- 
vienne égal à zéro. Il faut pour cela que la plus haute 
puiffance de l’ordonnée y foit d'un dégré dont lexpofant 
[u— 1 ] foit égal à v. Or c’eft ce qu’on peut toùjours 
faire en donnant une pofition convenable aux ordonnées. 

Car puifque l'Ordre de la Courbe eft w, il y aura né- 
ceffairement dans fon équation des termes , tels que 


£ V—Ÿ Hi V—i/— I 
tt 


ax , © où la fomme des ex- 


pofants de x & y fera v [$.3r]. On change la poñtion 
des ordonnées en fübftituant 3274 à x, & 54 à y [25], 


ser 2 t V1 VAL 
fubftitution qui change ces termes en æ(z+rm)s # , 


ERE VI V—T—1 ST z 
a(z+rx) tre 7 . &c. c’eft-à-dire, en a(z 
ÉD y v—t 
K y 


É +1 ZX ZHN, V-2-I V-/I 
+7 4) 2 Late Or Ha 4 É 
w J—t 1 V—1 ÉU—T OU V-I-1 PA V-P-1 
gi ouas Z 4 +... ars H as T's 
HI V—i— I 
ÉMETAE s u 3 Ot: 
v ELU EEE U 


Lot 

MES 7 ss #4 ,ar # , dt, où lexpofant 
2. dé l'ordonnée # eft le même que celui de l'Ordre de fa 
Courbe, Donc, pourvû qu'on choififfe 7 &s de telle 


Soie LU—T, HI VI 
grandeur que le coëfficient as  “+-4r T's + ÔTr. 
| de 


Il y aura donc des ter- 


#NEWTON, Enumer. lin. tert. ordinis, $. IL x, 
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S. ii de #” ne foit pas zéro, c’eft-à-dire, pourvû que « +4 


7 PL.VIil. 
pz 

ét. ne foit pas zéro, ce qui fe peut faire en une infi- 

nité de maniéres , ces ordonnées # auront un Diamétre. 


69. MaA1s on peut s'élever à des Propofitions encore 
plus générales fur cette matiére. Soit CMNn une Courbe riz. 66. 
de l'Ordre v, dont l'équation rélative aux abfaffes AP 


[x] & aux ordonnées PM [ >] foit y + (axrkb) Na 


> Cexx HE dx+e) y Pr (fx? gas + br ENS 3 
+ér—o, où la variable y s'éléve à la puiflance v, ce 
qui eft toûjours poffible [&. préc. ] Soît de plus BQD 
une autre Ligne décrite fur les mêmes Axes, dont les abf- 
cifles foient AP [x] & les ordonnées PQ [z]. Qu'on 
nomme % la partie QM , QN ; ou Qn , de l’'ordonnée com- 
prife entre les deux Lignes , & qu'on fubfituë, dans léq : 
de la Courbe CMNn,==7-+# au lieu d'y. Cette équa- 
tion ordonnée , après fa transformation , fuivant les dimen- 


e Lo] .. +. 
fions de z aura pour premier terme z:, & les coëffcients 
du fécond, troifiéme , quatriéme &c. termes feront refpec- 


: UV U—T , , V—I 
tivement , v#-H(4x +), a (ax) 
.2 . 
V, V—1.V—2 V—1.0—2 à 
ÆCx dx te), "15 4 ———— (ax + 
1.223 (2 
Vote 


b) 2° + : Ccxx Ladxte) HP HEXXHhx + 
1), Ôt | 
Si l’on fuppofe fuccefivement chacun de ces coëffi- 


cients égal à Zéro, il en réfültera les conféquences füi- 
vantes. . | 


1. Le coëfficient du fecond terme d’une équation étant 
éga 
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Pc. VIII. égal à la fomme de fes racines : fi ce coëfficient eft zéro Cm. vi: 

la fomme des racines poñitives eft égale à la fomme des 9: 68 
négatives. Donc , faifant vw ex +4—o la fomme des 
z pofitives eft égale à la fomme des z négatives. Mais 
varkaxæHb—o eft une équation à la Ligne droite. 
Ainf une Courbe CM Nn étant donnée , on peut mener 
une Droite BQD telle que la prenant pour lAxe des 
abfcifles, la fomme des ordonnées pofñtives Q M, QN, 
&c. fera égale à la fomme des ordonnées négatives Qn , 
&c. [ 8. préc. ]. 

II. Le coëfficient du troifiéme terme d'une. équation 
cit la fomme de tous les produits qu’on peut faire de fes 
racines prifes deux à deux. Cette fomme eft donc nulle, 
les produits pofitif QMXQN &c. font égaux aux népa- 
tif QMXQnÆHQN x Qn &c,. lorfque ce coëfficient elt 


, Dee ny ec VU , Vi ; 
zéro : ce qui donne l'équation Ci (ax+ 
D) H(cxx 4 dx +e)—0o à une Ligne-du fecond Ordre, 
Donc lorfqu’une Courbe du troifiéme Ordre ou d’un Or- 
dre fupérieur eft donnée , on peut toûjours décrire une 
Ligne du fécond Ordre qui coupe fes ordonnées, de ma- 
niére que , faifant tous les produits qu’on peut faire en 
multipliant deux à deux les parties d’une ordonnée com- 
prifés entre ces dèux Lignes , la fomme des produits pofi- 
tifs fera égale à la fomme des négatif. 


I1L De même , puifque le coéfficient du quatriéme 
terme d’une équation eft la fomme des produits des raci- 
ñes prifés trois à trois, fi l’on fait ce coëfficient égal à zé- 


p YU], V2 Ve [,U=——2 
ro ; on aura l’éq : n° + HE (ax + 


1.2. 3 
b) RE (ce + dx Le )a+ Cf Hgxxk bx +3) 


— 0 à une Ligne du troifiéme Ordre. On peut donc 
aflurer 
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Cu.VL affurer, qu'une Ligne du quatriéme Ordre ou de quelque p. vin: 
$ 63. Ordre fapérieur étant donnée , on peut toûjours tracer 

une Ligne du troifiéme Ordre. qui partage les ordonnées 

de la prémiére Ligne, de maniére que faifant tous les pro 

duits poffbles de trois dimenfons avec les parties d'une 

ordonnée comprifes entre ces deux Lignes, la fomme des 

produits pofitifs fera égale à la fomme des produits né- 

gatifs. 
Et ces Propoñitions fe peuvent continuer à l'infini *. 


70. Les Courbes , qui divifent ainfi les ordonnées 
d’une autre Courbe, en peuvent être apellées les Dramé- 
tres Curvilignes. On attache quelquefois à ce mot de 
Diamétre une fignification bien plus refférrée. On défi- 
gne par ce nom un Axe qui coupe les ordonnées de fa- 
çon que chaque abfciffe ait des ordonnées pofitives & né- 
gatives égales. Il coupe donc l'efpace terminé par la 
Courbe en deux parties égales & qui font même fembla- 
bles lorfque les ordonnées font perpendiculaires à PAxe, 
Mr. NewTonx apelle ces Diamétres , des Dramétres ab- 
folus +. 

L'on voit d’abord qu'en ce cas chaque abfaiffe à des 
ordonnées en nombre pair , puifqu’à chaque ordonnée 
poñitive il répond une ordonnée négative égale. Donc la 
plus haute puiffance de y doit être une puiffance paire. 
Mais de plus il faut que toutes les puiflances impaires de 
7 Manquent dans l'équation. Car, fi chaque ordonnée 
pofitive a une ordonnée négative égale, chaque racine po- 
fitive [+X] de y aura une-racine négative correfpondan- 
te [ — ZX}, en forte que l'équation aura autant de racines 
y+X—0o que de racines ÿ—X=—o. On peut join- 

Latrod, à V Analyfe des Lignes Courbes. S dre 


* STiRLinG, Lin tert. Ord. Newton. pag: 75. 
T NEWTON , Enwm. lin. tert. Ord. $. IL à la fin. 
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Pi. VIIL. dre ces racines par couples & en faire l’équation du fe- cs. vI. 
cond dégré y—XX—0, où il n’y a point de puiflan- $-7 
ce impaire de y. Donc , dans l'équation de la Courbe 
toute:compofée de pareilles équations, on ne verra aucu- 
ne puiflance impaire de y. 


71. 1x eft clair par les $&. préced. que tout Diamétre 
d’une Ligne du fécond Ordre eft un Diamétre ablolu. Car, 
dans cet Ordre, chaque abftiffe ne peut avoir que deux 
ordonnées {| $. 41 ]. Donc, fi leur fomme eft égale à zé- 
ro, ce qui eit le propre des Diaméres [ . 67 |, il faut 
que lune étant pofiuve & l’autre négative, elles foient 
égales : ce qui conftituë la nature du Diamétre abfolu 
L$. préc. ] 

Par conféquent, quelque pofñition qu’on donne aux or- 
données d’une Ligne du fecond Ordre , pourvû que cha- 
que abfciffe ait deux ordonnées, on pourra toûjours leur 
trouver un Diamétre abfolu. Car quelque poñuon qu’a- 


vent les ordonnées d’une Courbe , on peut toûjours leur 
trouver un Diamétre, pourvû que, dans équation, la plus 
haute puiflance d’y ait le même expofant que l'Ordre de la 
Courbe [ &. 68]. Donc, dans le fecond Ordre , pourvû 
qu'y s’éléve au quarré , c'eft-à-dire , pourvü que chaque 
ab[Giffe ait deux ordonnées [$. 41 ], la Courbe aura un 
Diamétre. Et dans cet Ordre, tout Diamétre cft abiolu. 


72. IL n'en eft pas de même dans les Ordres fupé- 
rieurs. Une Courbe peut n'avoir aucun Diamétre abfolu, 
parce qu’encore qu’on puiflé toûjours faire évanouir quel- 
ques-uns des termes de l'équation qui renferment des 
puifances impaires d’y , il n’eft pas toûjours poñfible de 
les faire tous difparottre. 

Dans les Courbes, par ex. du troifiéme Ordre , repré- 
fentées généralement par l'éq : +-Hby#cx+ dyyhexy 

L. Hfxx 
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Cu. VI. vf fax Hg y? + bxyyrk éxxy rK lxh=—© 0 , fi l'on demande P:VIII. 
$:72. quel doit être le raport des coëfficients 4 , b, c, d, dr. 
qui permet que la Courbe ait un Diamétre abfolu : On 
peut répondre 1°, que cela aura lieu quand #,e, &» &;, 
qui multiplient les puiflances impaires dy ; font Zero : & 
alors la Ligne même des abfcifles eft le Diamétre, Car 
1x 4x ex + 4 
hxvrk d 
racines égales, l’une poñitive , l’autre négative, = — 
3 PL 
on tarte 2£ rt » à moins qu’elles ne foient toutes 
x rh d 
deux imaginaires. 2°. La Courbe peut avoir un Diamétre 
abfolu différent de Axe des abfcifiès. Et pour détermi- 
ner en quel-cas la chofe eft poffible, on donnera aux deux 
Axes une pofition indéterminée, en fubftituant #7+p2 7 
à x & nk gzeh su à y [À. 24 |, ou feulement yz+5#, 
parce que la poñition de l'Origine fur Axe des abiciffes 
étant indifférente ;- on peut la placer au point où la nou- 
velle Ligne des ablCiffes coupe la primitive , ce qui rend 
n—=0. Après cette fubfitution, fi on égale à zéro les 
coëficients des termes #, #2, #23, #? qui contiennent 
les puiflances impaires de l’ordonnée #, on aura ces qua- 
tre équations. 
CA)... b5 or aerns + ofinr + imms + 3lmmr = 0 
CHE 2dys+epstegr+a2fpr+2bmgs+ 2imgr + 
2impsrkGlmpr=0 
(C)…. 25495443 bpgs + hygr + 2ipgr+ ibps+3lbpr — 0 
CD). 85 bris Lirrs HP = 0 
: On peut déterminer Le raport de s à r, ou la valeur 


l'équation, réduite à yy # —0 , a deux 


3 2 
de la frastion — par l’éq : D... +h MEL 


—0;, qui étant du troifiéme dégré à toûjours au moins 
une racine réelle. Cc raport ainfi déterminé , fi on le 
S 2 fubiti- 


PL. VII, 
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| CE 
fubftitug dans l’éq: 4 réduite à cette forme #7°+- - 
3/+HiS 
Tr 
c+b = 
— 0, on déterminera la valeur de #7. Et 


3l+ie 


1 Ce+oim)=+2f+ 61m 

comme l’éq : B donne 5 — se 
e + 25m + (2d 4 2hm) _ 

raport de 7 à p ceft déterminé, dès que = & # font con- 


nus. Mettant donc ces valeurs de e & de =. dans l’éq: 


C qui & réduit à TR rare 


P”, 


+ 2 ÿ.-LH 3/—0o, on aura l'équation qui exprime le 


raport que doivent avoir entr'eux les coëfficients Z, c, #, 
e,f, &b,i,1, afin que la Courbe foit fufceptible de Dia- 
métres abfolus. 

Mais ce Calcul fera fort long, fi Von ne trouve quel- 
ques abrégez. On y fuppléera en quelque forte, fi lon 
confidére qu'on peut toûjours faire évanouiïr le terme #° 
RE RE Re 
= + 7 7 + Cr.“ à ds 
qui détermine la pofition des ordonnées qui ne repugne 
pas à un Diamétre abfolu. Cette équation ne pouvant 
avoir qu’une ou trois racines réelles, il en fait, qu’une Li- 
gne du troifiéme Ordre ne fauroit avoir qu'un ou trois 
Diamétres abfolus. Mais toute Ligne de cet Ordre n’en 


cft 


par la réfolution de l’équat: £= +h 
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Cu. VL eft pas fufceptible. Suppofant que l’équation de la Cour- PL vtr. 
S7% be, après l'évanouïffement du terme #?, foit (Az+ B)x° 
+ (Cr + Di+HE)#+ F2 + Gr + Hz +10, il faut 
encore voir fi l'on peut donner à l’axe des. Abfciffes une 
paftion qui fafle difparoitre le fecond terme. Car on ne 
peut plus changer la pofition des ordonnées fans faire re- 
paroître #’. On donnera donc à l’Axe des abftifles une 
poñition quelconque [ {. 25] en füubftituant pz pour z & 
m+u+gz pour #3; ce qui transforme l'équation en 
CApr+B) Cm + 2mu+uu + 291 + 24UZ + 4921) 
+ (Cpprr + Dpzh E) (m+u#kgz) + Fp'r + Gp'ti 
+ Hpz + I— 0, dont les termes qui renferment la pré- 
miére puiffance d'u [ ce font ceux qu'il faut anéantir ] 
font (4pz + B )(2ru + 2quz) ++ (Chpzz + Dpr  E)u, 
ou (24pqk Cpp)uzzÆ(24mp+2Bg+Dp}uz + 
(2Bm”HE)u. Ces trois termes égalés à zéro donnent 
ces trois équations 2497 + Chq = 0, 2 .Amp+ 2B4 + Dp 
— 0, & 2Bm»HE—o. Des deux prémiéres on déduit 
25 Donc £! — 
CT 2AmrkD 


[ puifque l’éq : 2Bm# E—o donne Go RE] 


B 


£ D Aiofi on a l’ég: CBB— 


D=—4E DB—AE 
Ê 
ABD — AAE , où AAE— ABD 4 BBC—0 , pour 


déterminer le raport des coëfficients. 4, B, C, D TE 
propres à donner à la Courbe un Diamétre ab{olu. 


73: À L’IMITATION des Diamétres, Mr. pe Br 4- 
GELONGNE * à imaginé les Cowre-Diarmétres. Ceft le 
S 2 nom 


* Hifi. de l'Acad. 1732. pag. 7o. 
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Pz. VII. nom qu'il donne à un Axe des abfcifiès tel que les abf cu. vr. 
ciffès oppofées égales ont des ordonnées oppolées éga- $. 73 
les. 11 coupe donc la Courbe en deux parties égales 
femblables, comme le Diamétre , mais avec cette différen- 
ce, que les parties femblables font oppolées : celle. qui,eft 
dans l'angle des coordonnées poñitives étant égale & fem- 
blable à celle qui fe trouve dans l'angle des coordonnées 
négatives, &c. fi bien que, quand un Axe eft en même 
tems Diamétre & Contre - Diamétre , la Courbe fe trouve 
partagée par fes Axes en quatre parties égales & fembla- 
bles ; à fuppofér, comme on le fait ici, que les ordon- 
nées font perpendiculaires aux abfaifles. Telle eft la Cour- 
be qu’on a examinée au . 16. 

L’équation d’une Courbe , dont la Ligne des abfciffes 
eft un Contre-Diamétre , doit être telle que, changeant 
x en —x, &#ky en —y, elle refte précifément la 
même. Car alors les —>x égales aux »Hx auront des 
—y égales aux #ky. Cela a lieu toutes les fois que, 
daos l'équation mife fur le Triangle analytique [$3s J,il 
manque tous les Rangs pairs, à compter du plus haut Rang 
en defcendant. Ainfi l’éq : (4) du quatriéme Ordre, à 
qui il manque le fcond & quatriéme Rangs, ne changera 


(4) 


my* K uxÿ° É 0XXYY ÉPAT Ca 


€ 

Ke dyy 6 ex) He fxx 
® o 
rH 4 


point , fi au lieu de »#Hx on écrit —x & —y 7 lieu 
de #Hy. Une pareille fubftitution changera l’éq : CB ) du 
troifiéme Ordre, à qui il manque aufñfi les Rangs pairs, en 
lég: (C), qui eft juftement la même , quoique les fi- 

ones 
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Cu. VI. gnes foient changez : Car fi H Bo, aufi —B—0, 
$.73 Ceft-à-dire, C—0. 


(B) CDR 
RES bay) rh éaaey —g ÿ —bx)y —ix ap het 
e © 


@ @ a S 
-k by Hcx — by —cx 
Le] 8 


74 Quaxp léquation d’une Courbe indique un 
Contre - Diamétre, on peut changer , comme on voudra, 
la pofition des abfciffes & des ordonnées ; elle confervera 
fon Contre-diamétre, pourvû qu’on conferve la même 
Origine. Car cette tranfpoñition des ablciites & des or- 
données fe fait [ $. 25] en fübfituant pz+H 74 à x, &yz 
Hsz à y Or puifqu'ici les z & les z font du même dé- 
gré que les x & les y, il eft clair que z & # dans l’équa- 
tion transformée feront au même déoré que x & y dans 
les termes correfpondants de la propofée : de forte que 
les termes, qui naïflent de la fübilitution faite en un Rang 
quelconque de l'équation propolée , reftent dans le même 
Rang de,la transformée, Donc, puifque , la Courbe ayant 
un Contre-Diamétre, les Rangs pairs manquent dans la 
propolfée |. préc. ] , ils manqueront auñfi dans la trans- 
Ormée.  Ainfi la Ligne des 3 eft un Contre- Diamétre , 
auf bien que la Ligne des x. 

Cela n’eft pas moins évident par cette Démonfiration, 
Soit P Ap le Contre Diamétre d’une Courbe MAm , A 
POrigine ; d’où prenant les abfcifiës AP, Ap oppofées & 
égales, on aura les ordonnées PM , PM auf oppofées & 
égales. Donc les triangles APM, Apm font égaux & fem- 
blables. Donc AM eft égale & oppofée à Am. Mainte- 
nant, fi lon change l’Axe des abicfles & qu’on lui donne 
une poftion quelconque QAq, pourvû qu'il pañle par la 

même 
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PL.VIIL même Origine A, & qu'on méne aufli comme on vou- Cx.vl. 
dra les ordonnées MQ, mg; puifqu’elles font paralléles, $74 
les triangles AMQ, Amq font femblables & égaux, à caufe 
de AM égale à Am. Donc les abfciffès oppofées & éga- 
les AQ, Ag, ont des ordonnées QM, qm oppofées & 
égales. Donc QAg cft auñi un Contre - Diamétre. 


75. ON vorr par-là que le Contre Diamétre , dans 
les Courbes qui en font füufceptibles, dépend du choix 
de l'Origine. Elle doit être placée de maniére qu’elle di- 
vifé en deux parties égales toutes les droites MAm , qui, 
menées par ce point À, fe terminent de part & d’autre à 
la Courbe. De forte que detoutes parts de l'Origine les 
parties direétement oppofées de la Courbe font une fi- 
métrie parfaite. Le Point qui a cette fituation s’apelle le 
Centre de la Courbe *. 


76. Pour réconnoitre par l'équation d’une Courbe, fi 
elle peut avoir un Centre, & pour déterminer le raport 
de fes coëfficients qui l'en rend’ füufceptible , auñi bien que 
la poñition de ce Centre ; on tranfportera l'Onigine en un 
point quelconque, écrivant [$.25 ou 29 ] #7 #3 pour, 
& #44 pour y dans l'équation de cette Courbe. Puis 
on füppoféra que les rangs pairs , à compter dès le plus 
haut, s’'évanouitient, & les équations que donne cette fup- 
poñition font celles qui déterminent le raport des coëfh- 
cients propre à donner un Centre à la Courbe, & qui fi- 
xent la poñtion de ce Centre. ; 

Exemple I. L'équation générale des Lignes du fe- 
cond Ordre elt 4 by ex + dyy rh exy-Hfxx 0. Par 
la fubfitution de #42 à x, & de 2H à 7 » elle f 
change en 

duu 

* NEWTON, Ænwmer. lin. tert. Ord. $.IIT, Mr. DE GuA Ufage de 

l'Anal, Ÿc, pag. 1. 
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+(bHem+kidn)u K (c+entifin})z 
+ (a+ ba cm 4 dune + finmi) 


On fera difparoître le fecond Rang, en égalant 3 
er K 2dn & cHen+2fm chacun à zéro, d'où l’on ti- 
be— 2cd ce — 2bf ? 
ram re, Nn==—-—, Donc, en gé- 
4adf—ce 4df— ee 


45 
duu + czu +23 ? PL. VIIL 
—0 


néral, les Courbes du fecond Ordre peuvent avoir un Cen- 
. tre, dont la pofñition eft déterminée par ces valeurs de # 
& de #. Car ce Centre eft le point dont # eft labfciffe 
& 7 l’ordonnée. 

Il n’y a qu’une exception; c’eft quand 4 — ee — 0, 
Alors z: & # font infinies ; ce qui tranfporte le Centre in- 
finiment loin & le fait difparoitre. 

Cependant, fi 4 df— ce étant zéro, be—2cd cft 

: RAC Rey 
auffi zéro, on aura 77 > & cette valeur fabftituée 
2cde 


dans 4df— 6e — 0, la change en 4df— == 010 


TE 24 | 
divifant par 7 en 2bf—ce=0o. Donc ce—2bf ch 


auf zéro, & par conféquent z auf bien que #7 s’expri- 


SERA CEE : : 
ent par la fration — ,, qui eft d’une valeur indéter- 
0. 


minée. La pofition du Centre cft donc indéterminée. 
Mais dans ce cas, l'équation générale, réduite à #4 + 2y + 
bx V 7 EE 2x) VF fix — 0, ft réduëtible en ces 
deux Us du premier Ordre yy 4 + xyf > 
b bb— 444) b— Y(bb— sad 
RS — 0, 8 Vds vf + NEED 
0. Elle nexprime donc que deux Droites paralléles 
Introd. à ? Analyfe des Lignes Courbes. T [40] 
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: [€ 40 ] "qui ont une infinité de Centres , affavoir tous Cx. vL 
les points de la Droite, qui leur eft paralléle & autant $:76: 
éloignée de l’une que de Pautre. 

Au refte, tout Contre-Diamétre d’une Ligne du fecond 
Ordre en eft audi un Diamétre abfolu. Car l'équation , 
qui exprime la nature d'une Ligne du fecond Ordre rela- 
tivement à l’Origine placée au Centre , aura ceite forme 
Aÿÿ+ Bxy + Cxx k Do, puifque le fecond Rang y doit 
manquer. Et lon peut toùjours faire difparoître le terme 
Bxy fans changer l’Origine ni Axe des abfcifles, mais en 
donnant feulemént aux ordonnées une poñition convena- 
ble, c'eit-à-dire, en faifant y 2Cx & x — 7 — Bu. 
25 |, ce qui transformera l’éq: Ayy+Bxy+Cxx+D 
—0, en (4ACC — BBC) -k C2 +D—o, où il 
n’y à aucune puiflance impaire de #. Ce qui fait voir 
que la Ligne des 3 eft un Diamétre abfolu , aufi bien qu'un 
Contre - Diametre. 


* Exemple 2. L'équation générale des Lignes du 
troifiéme Ordre , #4 bykex x dyy + exy + fax eg ÿ° 
+ bxyy 1x y x — 0, par la fubfitution de M HZ à 
x, & de #74 à y, fe change cn O— 


#° +. bus >< 777348 Ca l° 
a 3gn+hrn+ da + Cchntzim+e)uz (3/4 int f)2z 
( 3 nn+2 BRPORER Ne au 3/mmr2 RPC. 
2 245 em + 2finken ke 


gr + brin + inm° 4 ln 
4 dpi +4 enm Ke fn ) 
Lt +én+em 
>k 4 


Si là Courbe a un Centre, le fecond & quatriéme Rang 
doivent difparoitre. L'évanouiflement du fecond donne ces 
trois équations 3£2 k hmk d—0, 2hn—+2im ke —0o 

& 
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Ca. VI & 3/m info. La comparaifon de la 1°, & de la PLV. 
ÿ. 76: di— 3f£ & » fh— 341 
o gl— hr og hi 
valeurs fubftituées dans la 2°, la changent en + 2 dit 
— 2f hh + Gdhl #4 Gfgi — 9eg/— 0, équation qui expri- 
me un raport des coëffcients 4, e, f, g, h,1, /, fans je- 
quel la Courbe ne fauroit avoir un Centre. Il faut de 
lus fubftituer ces mêmes valeurs de #7 & de », dans l’éq: 
gn' k hnnm+ét—=o, faite en égalant le 4°, Rang à zé- 
ro, & cette fubfitution donnera un fécond raport des coëf- 
ficients également néceffäire pour que la Courbe du troi- 
fiéme Ordre puiflé avoir un Centre : mais ce raport feroit 
fort compliqué. Il féra plus fimple, en appliquant le Prin- 
cipe à une équation moins compofée que la générale. 


Par ex. l'ég: xy y» Ey + 4x 4 Bx'"+ CxLD—o 
repréfente la plus grande partie des Courbes du troifiéme 
Ordre. En la comparant avec l’éq: générale, on aura 4 
—D, b—E, ÉRCS d—0, e—0,f—B, L—=10 
DT; 1—0,/— 4." Les trois équations que donne 
l’évanouïffément du 2°, rang, fe réduifenc donc à o2+ 
TOO, 27+om0o—o, & 3AmkonkB—=o, 
d’où l’on tire #3—0,#—0o, B—o, Et ces valeurs fub- 
flituées dans l'équation qui réfulte de l’évanouifflement du 
4°. Rang , la réduifent à o—-4—D. Ainf la Courbe ne 
PEU avoir de Centre, à moins que B & D ne foient ze- 
19 ë& alors ce Centre eft fur lOrigine même, puifque # 
& z font l’une & l'autre égales à zéro. 


3°. donnent #7— Et ces 
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Détermination des plus grands termes d'une 
équation. Principes de la Méthode des 
Series ou Suites infintes. 


#7. EH L xx À rien de plus remarquable dans les Cour- 

bes, que les Branches infinies, & les Points fingu- 
liers : c’eft le nom qu'on donne aux Points d’une Courbe 
qui ont quelque chofe qui les difiingue desautres. C’ef 
par le nombre , l'efpéce & la pofition des Branches inf- 
nies , que les Courbes fe divifent en Genres & Efpèces : 
& c’eft la nature, le nombre & la poñtion des Points fin- 
guliers , qui caratérifent les diverfes Courbes d’une même 
Efpèce. 

Voici le Principe qui nous guidera dans ces Recher- 
ches. Si dans une équation indéterminée , on fuppofe 
une des variables x ou y infinie ou infiniment petite, cette 
füppoñition rend certains termes de léquation infiniment 
plus grands que les autres. On peut donc retrancher ceux- 
ci fans fcrupule, parce qu’ils ne font rien en comparaifon. 
des plus grands, qui forment feuls toute l'équation. Par 
ce retranchement elle devient plus fimple & plus traitable. 
1 ne s’agit que d'avoir une Régle pour difcerner dans une 
équation propofée , quels font les termes que la fuppoñi- 
tion d’x ou d’y infiniment grande ou infiniment petite 
rend infiniment plus grands que tous les autres. 


78. 1x Es bien clair que quand une variable devient 
infinie, toutes fes puiffances & toutes fes racines font auffi 
infinies. 
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2 


infinies. * Mais ces infinis conflituent divers Ordres : felon ©n. Vu. 
78. 


les dégrés de leurs expofants. Quand x ef infinie , fon 
quarré# # » qui eft le produit de Pivfini multiplié par l’in- 
fini, où l'infini repeté infiniment fouvent, fon quarré, dis- 
je, Cf infiniment infini, où l'infini du fecond Ordre, Le 
cube xxx, qui eft le quarré xx multiplié par l'infini », 
eft l'infini du troifiéme Ordre, & ainfi de fuite. Ces Or- 
dres de Pinfini font les Orwres potentiels. 


Il faut-aufi reconnoiître les Ordres radicaux. Quoi- 


| + Le ® . . ‘ 
ue x'°2, ou x foit infinie, aucun fini ne pouvant l’é- 


galer , elle eft pourtant infiniment moindre que x, puif 
qu'elle eft moyenne proportionelle entre x & l’unité, en- 


* 3 
tre linfini & le fini Et x!°3, ou x, auf infinie, eft 
PES : :2 
infiniment moindre que x!°?. 


En général, toute puiffance, parfaite ou imparfaite, 
de Pinfini [ x] eft infiniment plus grande que toute autre 
puiflance du méme infini, dont l’expofant eft inférieur au 


ME 


fien. x7777 eff infiniment plus grande que x, parce que 
x T7 ft x multiplie par x/. Or x’: et infinie. 
Donc x/+7 ft x prife une infinité de fois. 

Mais les puiffances d’un expofant négatif, dont la-ra- 
cine cft infinie, font des infiniment petits. Parex.x +, 
qui cft - > Cft infiniment petite. Car le quotient d’une 


Divifion diminuant dans la même proportion que le divi- 
feur augmente, le fini [ 1 ] divifé par l'infini [x ] aura un 


a I . . : ——2 
quotient El infiniment petit. Et x NOUS ef 
x X' 
encore infiniment plus petite , puifque c’eft l'infiniment pe- 
we) tit 


* FoNTENELLE ; Geom. de PInfini, Part. L Se@.2;, \ 


ÿ 


ne … LOS à MERS. NE re re = 


où GE ent TT 


ee 
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e I .") 0 . . PT : 
uit [= divifé par l'infini {x}, ou l'infinitiéme partie de 


infiniment petit. Par la même raifon x + eft d’un Or- 


man +2 


dre encore plus bas, & ainf de fuite. Mais x , ou 


I . . . . . . . 
— , quoiqu'infiniment petite , puifque ÿx eft infiniment 


V x 


—— 1e 2 . . . . . . 
rande , x , dis-je, eft infiniment moins petite que 
5 P q 


—] —1:2 t 
x : car % [ou —] cft la moyenne proportio- 


vx 


—1 I 
nelle entre 1 & x [ou als 


79. QuAND on fuppof une variable infiniment pe- 
tite , toutes fes puiflances & toutes fes racines d’un 
expofant pofñitif font auf infiniment petites ; mais avec 
la même gradation & la même diflinétion d’Ordre que 
dans l'infini , en forte que de deux puiflances d’une 
même racine infiniment petite , celle qui a le plus grand 
expofant eft infiniment plus petite que lautre. Si x ef 
infiniment petite , xx eft encore infiniment plus petite , ou 
l'infiniment petit du fécond Ordre, xxx celui du troifié- 
me Ordre, &c. Car r,x,.xx, xxx, de. font des quan- 
tités proportionelles; de forte que 1 étant infiniment plus 
grand que x, x eft infiniment plus grande que xx, & xx 


ae 4 2/1 . . 
que xxx, & en général # eft infiniment plus grande 
que AT CR 
A ces Ordres potentiels des infiniment petits ; il fut 


joindre les Ordres radicaux. Puifque x! °° ceft moyenne 
proportionelle entre le fini [ 1 ] & linfiniment petit [ x], 
elle eft infiniment petite , quoiqu’elle le foit infiniment 

moins 
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moins que # Et x!°3, autre infiniment petit, left infi- 
L: [: 2: 

niment moins que x 2, Car x!'3 (= + 67 eft à 

x12 [43:67] comme le fini (1 ] à l'infioiment petit 


1:6 
Ex ] . ’ . . . ® 
Mais la racine x étant infiniment petite, les puiflänces 


ou racines d’un expofant négatif font infinies. Ainfi x =! 


I LA Fe 
[ où —] ef l'infini du prémier Ordre , parce que le 


fini [1] contient l’infiniment petit [ x] une infinité de fois. 
=) I / LH . I . ‘7, 
Qu_— étant l'infini [| — | 
Et x [ ls [=] muliplié par 
lui-même, eft l'infini de l'infini, ou l'infini du fecond Or- 


.. —1;2 I I SISATe 
dre , &c. Mais. x [ou — ——— 7] ft un infini 
xl°2 ÿ x 


radical, &c. 


80. Cerre füubordination des infinis & des infiniment 
petits étant bien établie , il femble d’abord que rien ne foit 
plus aifé que de reconnoitre dans une équation les termes 
que la fuppofition d’x ou d'y infinie ou infiniment petite 
rend infiniment plus grands que les autres. Si on fuppofe 
* infiniment grande, il femble qu’on n'ait qu’à choifir les 
termes où x a Le plus grand expofant: au contraire, fi on 
fuppofe x infiniment petite, on croiroit n'avoir qu’à pren- 
dre les termes où fon expofant et le plus petit Mais ce 
feroit conclure avec précipitation. Car équation , ou la 
Courbe qu’elle repréfente , peut être telle qu'à x infinie 
réponde y infinie, ou finie, ou infiniment petite, 1] fu- 
dra donc , du moins par raport aux termes où entrent x 
& y, avoir égard aux expofants de ces deux variables. Si, 
par ex, le terme x'y eft celui où x a le plus grand ex- 

polant, 


ee  , 


Eee 
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pofant, on ne doit pas fe prefler de conclure que ce ter- 
me eft infiniment plus grand que xy* autre terme de 
l'équation. Car fi x & y font deux grandeurs infinies d'un 
même Ordre, x°y n'eft que du quatriéme Ordre de l'infi- 
ni, au lieu que xy* eft du cinquiéme Ordre. C’eft donc 
plutôt xy* qui furpafle infiniment x°y. 

On ne doit pas non plus juger qu’un terme foit d'un 
Ordre fupérieur à un autre, parce que les expofants de x 
& de y pris enfmble font une fomme plus grande dans 
l'un que dans l’autre. Par ce principe on concluroit que 
xy* elt infiniment plus grand que x’y , & cela fcroit vrai, 
fi x & y étoient deux infuis du même Ordre. Mais fi x 
étant infinie, y eft ou infiniment pctite, ou finie, ou {eu 


lement d’un Ordre plus petit que x%°3, x’y l'emporte in- 
finiment fur xy*. 

Quel moyen y aura-t-il donc pour difcerner les plus 
grands termes d’une Equation , puifqu’il femble qu’on ne 
les peut reconnoître fans favoir de quel Ordre elt y par 
raport à x, & qu’on ne peut découvrir ce raport de y à 
x fans avoir féparé des autres les plus grands termes de l'é- 
quation? Quel fil nous conduira dans ce Labyrinthe ? 


81. D’Asors» il eft évident qu’on ne fauroit fuppofer 
qu'un feul terme de l'équation foit infiniment plus grand 
que tous les autres. Car tous les autres termes s’'évanouï- 
roient en comparaifon de celui-là & pourroient être rez 
tranchés: Alors ce terme feul feroit égal à zéro , & le 
plus grand terme de l'équation ne feroit rien : ce qui eft 
abfurde. 

Les plus grands termes font donc au moins at nom- 
bre de deux. Mais rien n’empêche qu’on ne prenne deux 
termes quelconques , & qu'on ne les fuppot les plus 
grands de l'équation ; à moins que les conféquences de 
cette fappofition ne détruifent la füppofñition même. 


Qu'on 
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Qu'on propoife, par.ex. l'éq : X°y K 4ÿ— 4x —0o, Cu VIL 
& qu’on fappofe d’abord x infinie. On commencera par $ #1: 
comparer x*y & 4°, en fuppofant que ces termes font 
toute l'équation , & qu'étant infiniment plus grands que 
—4"x, ce terme peut être impunément retranché. On au- 
ra donc x*y"K 4) —0o, ou x'y——4, & divifant 


x Fe 
Par — 4 =: Donc x étant infinie, y eft un 


infini du fécond Ordre. Donc les termes +‘y & 4° font 
des infinis du quatriéme Ordre, en comparaifon defquels 
4x, qui n'eft qu'un infini du premier Ordre, s’évanouït. 
I n’y a donc rien d’abfurde à füppofer que x°y & 49° 
font les plus grands termes de l'équation. 


: On peut enfüite comparer x°y & —#°x, & fuppofer 
toute l’équation réduite à x*y—4#°x—o, ce qui, tranf 
z 


Ce 4 ? 
pofant & divifant par x°, donne J=. Donc x étant 


infinie, y ef infiniment petite , & dans cette füppoñtion , 
le terme 4y° eft un infiniment petit du fcond Ordre, qui 
s’évanouit auprès des termes infinis x°y & 4x. On a 
donc pû faire fans abfurdité cette fuppofition. 

Il refte à comparer les termes 4y* & —«°x. S'ils font 
infiniment plus grands que x*y, toute l'équation fe réduit 
à 4ÿ—4x—o, qui donne y—# "2x "2, Mais 
cette Valeur de y, füubfituée dans x‘y , le change en 
a ?xS%. Ce terme x°y, ou 4! 2 «52, qu'on füppo- 
foit infiniment plus petit que les deux autres 4° El 
& —4 x, ct donc infiniment plus grand , puifque fon 
expofant [5:21] fürpañe le leur [x J. Ainf la fuppofi- 
tion { détruit elle-même & ne peut fubffer. 

Suppofons maintenant x infiniment petite. Et fi l’on 
compare d’abord les termes 4ÿ° & —4°x en les fappo- 

Lrtrod. à PAnalyfe des Lignes Courbes. V fant 
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fant infiniment plus grands que x*y, cette fuppofition ne 
méne à aucune abfurdité. Elle réduit l’éq : à 4ÿ° —4°x 


: ‘ 1:2 1 . 
— 0, qui donne y=—#l"7x "7. Et cette valeur fubfti- 


| 1: :2 
tuée dans x°y, le transforme en # 2%52, où l'expofant 


d'x [5:21] ceft plus grand que dans les deux autres ter- 
mes 4° [— 4x ] & — 4x. Or x étant infiniment peri- 
te, les puiffances d’un plus haut expofant font infiniment 
plus petites que celles d’un expofant inférieur [ $. 79 |. 
Donc x*'y eft infiniment plus petit que 47° & que —#+"x; 
ce qui eft conforme à la fuppofition. 

Mais, fi on fuppofoit que le terme —#°x eft infini- 


ment plus petit que les deux autres , on réduiroit léqua- 
2 

, : ‘ X - . 

tion à x*y »k 4) — 0, ce qui donne y —— pa Aif 


4 4 
x°y & ayÿ° fe transforment en —*— & HT. Ce font 


donc des infiniment petits du -quatriéme Ordre, qui difpa- 
roiflent auprès de —#°x , infiniment petit du premier 
Ordre. . La fuppoñition fe contredit donc à elle-même, 
Jen dis autant de la fuppoñition , qui établiroit x°y & 
— xx pour les plus grands termes de l'équation. Il en 


764 44 “ . . - . . 
réfuke y— x? c’eft-à-dire, y infinie, quand + eft infini- 


ment petite. Donc le terme 4°, qu’on füuppofoit le -plus 
petit, eft réellement infiniment plus grand que les autres : 
ce qui détruit Ja fuppofñition. 

Par tout ce détail il paroît , qu’à fuppofer x infinie, 
l'équation propofée x°y #H 4y* —4*x—o fe réduit à ces 
deux-ci, x*y-k4y—=0o, ou xx hay —0, & y ax 
0, Où xy—#4—0 : & qu'à fuppoler * infiniment 
petite, elle fe réduit à celle-ci fulement, 4°—#x= 0, 
OU Ÿ°—4x== 0. 


82, Mais 


_D'UNE EQUATION. 155 


82. Mars ce qui a été facile dans un Exemple, où Gx. VIL 
l'équation propofée mavoit que trois termes , deviendroit 82. 
fort pénible , fi l’on avoit eu une équation plus complexe, 
où le nombre des termes engageroit à beaucoup de com- 
paraïifons, la plüpart infruétueufes. Dans ces Cas-[à, il 
eft fort commode de f fervir du Triangle analytique , & 
de placer chaque terme de l'équation dans la Cafe qui lui 
eft añignée. En concevant ce Triangle couché fur la ban-" 
de fans + , lorfqu’on fuppofe x infinie ou infiniment pe- 
tite [on le -coucheroiït fur la bande Mans y fi la fuppoñition 
étoit de y ‘infinie ou infiniment petite ] lil eft clair que de 
de tous les termes qui f trouvent dans une même bande 
perpendiculaire , onine.peut ‘regarder comme un des'plus 
grands termes de l'équation que :celui qui occupe la ‘plus 
haute place de cette bande, en füuppofant x infinie, ou 
celui:qui y eft placé leplus bas, en prenant + pour iinfi- 
niment petite. Car dans tous les termes d’une même co- 
lomne, y ayant le même expofant, leur fübordination dé- 
pend uniquement des expoñfants dx. ‘Donc, x étant in- 
finie , le-plus grand ‘terme de la/colomne eft celui où x a 
le plus:grand expofant, ©eft-à-dire, celui qui.eft placé le 
plus haut ; & x étant infiniment petite, le plus grand ter- 
me de?la colomne «ft celui où x’a le plus petit expofant, 
celui qui eft phcé le plus bas [S$. 78. 79 ]. 
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x°y" |x°y xt | 5: 


TE x*y° x*y° x*y | xt 


x}y x y* x°y? x? y? x y | Es 


x y x y* 


3 


y 


83. Cerre confidération fert déjà beaucoup à dimi- 
nuer les nombre des comparaifons qu'il faudroit faire 
pour difcerner les plus grands termes d’une équation [ &. 
81]. Mais pour éviter toutes les Gomparaïfons inutiles, il 
faut y joindre cette obférvation. C’eit que fi on compare 
deux termes quelconques, en les fuppofant d’un même 
Ordre , & qu’on méne une ligne droite par les centres des 
Cafes où.logent ces deux termes, tous les termes qui 
font dans les Cafes dont les centres fe trouvent fur cette 
même Droite, feront auffi du même Ordre que les termes 
comparés, Et que toutes les Cafes, dont les centres font 
au-deffüs de cette ligne droite renfèrment des termes d’un 
Ordre füpérieur ; comme , au contraire, les Caies dont 
les centres font au-deffous de la ligne droite, contiennent 
des termes d’un Ordre inférieur. 

Ainf, quand on veut comparer les termes x° & x°y°, 


en 
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en les fuppofant d’un même Ordre ; ils front encore d'un C=. vit: 
même Ordre, après divifé lun & l’autre par une même $ #3; 


É “ x°y° k 
grandeur x°. Donc [E=1: & [a — *y° font 


+ — 


d’un même Ordre. L'unité étant une grandeur finie, #y* 
eft auffi une grandeur finie. Qu'on la nomme R*. On au- 


ne 


. R 
ra donc xy*—R°, ou y — + 


Si on méne une Droite, ou qu’on applique une Régle aux 
centres des Cafes x° & x°y° , on verra qu’elle pañlé aufñfi 
par le centre de la Cale x‘y*, &, en prolongeant le Triau- 
ole, par les centres des Cafes x°y°, x°°, &%. Subfituant 


RES 


| IS 
dans ces termes , au lieu de »* fa valeur Le ils feront 


changez en R'x°, R°x°, R'x°, &c, qui font tous de 
l'Ordre x°.. Mais.toute Cafe ,. comme x‘y°, dont le cen- 
tre cft au-deflus de la Régle, contient un terme d’un Or- 
dre fupérieur. Car, mettant pour y fa valeur Rx ‘7? 
—3: 2 55) 
x‘y° cft transformé en RATS 2 R3,5? dont l'ex- 
pofant furpañle celui de x°,. Toute Cafe, au contraire, 
comme x'y?, dont le centre eft au-deflous de la Régle, 


loge un terme d’un Ordré inférieur à x CansRa 
fübftitué pour y dans x° y , le change en R5 x37 3°? 
— 3 3:2 . , + pre « 
== R°x°° qui eft d'un Ordre inférieur à #°. 

De même, la Régle qui pañle: par les centres des Cafes 
y" & xy', pale auffi par le centre de la Cafe x'y°. Qu'on 
füppote d’un même Ordre deux quekonques de ces ter- 
mes, comme 4} & x. Is feront donc du même Or- 


dre en'Jes divifant par la méme grandeur x°y°, 
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XY de ex «V5 ; 
ce [== 1 ] étant une grandeur finie , Le où eu fera 
> 


auffi une grandeur finie, qu’on peut nommer R?, & on 


auja 3 — Rx, ouy— Rx"? . Cette valeur fübfituée 
dans les termes +”, xy°, x°y*, qui font fur la Régle, les 
change en Ron : RSx ESS RS 3 ; Rx 253 
= R° 5) , & fait voir qu'ils font tous du même Ordre 
53 . Mais, fion prend une Cafe dont le centre foit 
au-deffüs de la Régle, comme x*y*;, on verra, en (écri- 
3 


vant Rx °3 pour y, que le terme qui la remplit eft 


LR$ F3 RER d'un Ordre fupérieur à PE : 
Qu'on prenne, au contraire, une Cafe dont le centre eft 
au-deflous de la Régle, comme xy* ; & la fübftitution 


de Rx 3 à y, change le terme qui remplit cette Cafe 


en Rte SRI , qui eft d’un Ordre inférieur 
LR 
de 

84. 1x faut , avant qu’aller plus loin, démontrer cette 
propriété du Triangle analytique. ‘Elle’ eft fondée'fur ce 
que les Cafes qui ont leurs centres en Ligne droite font 
remplies de termes où les expofants de x & de y font des 
progreffions arithmétiques. Cela eft évident, quand ‘cette 
Droite, ou cette Régle, eft couchée fur une bande .hori- 
zontale , ou fur une verticale. Pour rendre l'expreflion 
plus courte, nous apellerons celles-là des Lignes & celles 
ci des Crlommnes. Quand la Régle eft “horizontale, les ter- 
mes par lefquels elle pañfe ont tous le même expofant de 
x, & ceux d’y font‘lès nombres naturels 1,2, 3 , 4, &c. 


Quand 
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Quand la Régle eft verticale , les expofants d'y font tous 
les mêmes, & ceux de x font la progreffion 1, 2, 3,4, 
&c. Enfüite lorfque la Régle eft inclinée aux bandes : f 
on füppofe que, partant du centre d’une Ca , elle ne 
rencontre le centre d’une autre Cafe qu'après avoir tra- 
verfé + lignes & / colomnes; il eft clair, puifque les a 
fes font rangées uniformément , qu’il lui faudra encore 
traverfer # lignes & / colomnes pour atteindre le centre 
d’une troifiéme Cafe, & encore autant pour parvenir à 
une quatriéme, & ainf de fuite. Donc, comme l’expo- 
fant de x augmente d’une unité en montant d’une ligne, & 
que lexpofant de y augmente aufli d’une unité en traver- 
fant une colomne de droite à gauche ; f le terme qui eft 


dans la prémiére Cafe eft x7 y”, celui de la féconde fra 
TE n+ 7 TA et & aïnf 


y  , celui de ka troifiéme 27 
de fuite: où les expofants de x font la progr. arithm: #, 
m+k, mæak dc. & ceux de y la progreffion #, ##/, 
n rh ol, &t. 

Réciproquement , fi lon choiïfit des termes , comme 


sur SRE ADS A AAoilelee 


, 2 
fants, tant de x que de y, foient en progreffion arithmé- 
tique dont les différences foient # & /: tous ces termes 
fe trouvent dans des Cafes, dont les centrés font für une 
même ligne droite qui traverfe en même tems # lignes & 
7 colomnes : ce qui détermine l’inclinaifon de cette Droi- 
te aux bandes du Triangle. | 


85. CAR linclinaifon de la Régle aux bandes du Trian 
gl, & le raport de # à / dépendent entiérement l’un de 
l'autre , puifque & & / font le nombre des lignes & le 
nombre des colomnes que traverfe en même tems la Régle. 
Si € fürpañle /, la Régle cft plus inclinée aux colomnes 

qu'aux 
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qu'aux ligues , & coupe une ‘plus grande portion de la 
premiére bande verticale que de la premiére bande hori- 
zontale, à compter ces portions dès la Pointe. , C’eft de 
contraire fi / furpafñle #. En général, puifque la Régle 
traverfe # lignes en traverfant / colomnes , elle traver{era 
dé colomne en colomne un nombre de lignes exprimé 


À . Æ / . 
par 7, foit que défigne un nombre entier où un 


nombre rompu. Si la Régle traverfe deux colomnes en 
traverfant une feule ligne , elle ne traverféra qu’une demi - 
ligne en traverfant une feule colomne. 


86. Do xc, fi on tire fur la furface du Triangle ana- 
lytique deux Droites paralléles , & par. conféquent sautant 
inclinées l’une que l’autre aux lignes & aux colomnes ; les 
Cafèes, dont ces Droites traverfent le centre , contiennent 
des termes où les expofants de x, & aufi ceux de y, font 
des progreffions arithmétiques, qui ont dans l’une & l'au- 
tre Droite la même différence. Ceux de la prémiére 

Le de mn. mHk ni  m+2k n+2l 
Droite étant, par €Ex., x y , x Y x + LA 
x k / 
dc. ceux de la feconde peuvent être x? 57, MT TT % 

2k 2 
x? + ox dt. : 
Réciproquement , fi l'on choifit deux fuites de ter- 
mik nl  mH42k nrk2/ 
Peur HE y de. & x y, 
2k g*2/ 
x PE y ; Gt. où les expofants de x, 
& auffi ceux de y, faflent des progreffions arithmétiques 
qui dans l’une & dans l’autre fuite ayent les mêmes diffé- 
rences: ces deux fuites de termes fe trouveront far deux 
Droites paralléles. 


87. TELLE 
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Sy», Tezze étant la difpofition des termes fur le 
Triangle analytique , fi on compare enfemble deux ter- 
mes quelconques , en les fuppofant d’un même Ordre d’in- 
fini, & qu’on applique une Régle fur les centres des Ca- 
fes où logent ces deux termes : Je dis que tous les ter- 
mes, qui font dans des Cafes par les centres defquelles 
pañlè cette Régle, font auffi du même Ordre. Car léurs 
expofants font en progreffion arithmétique |. 84]. On 


peut donc repréfenter ces termes par la füite x” y” ? 
m4 HET] m4ok nel m+4sk n4tal m+4ak n+4 
: , Ro RE SO RS ed 4 
ES ÿrEs ; &c. Prenons-en deux termes - quelcon- 
k k s/ 
ques, comme Pre y 4 & x" TS 'ÉRE ; & fuppo- 
fons-les d’un même Ordre. Ils refteront d’un même Or- 
dre , après avoir été divifés par une même grandeur 


72+2k n+21 
k 2 
PP ARE re x J 


Donc C'rrpz mer Jo & 
Le J 


EST sl 


k . 
er pal 33 font d'un même Ordre. Ainfi 
3 


T9) _ . k / 
lunité étant efféntiellement une grandeur finie , x y = 


& fa racin 


. k / . 
: e cubique x y , & toutes fes racines & fes 
puiflances 


font finies. Ainfi tous les termes qui font für 
la Régle, x? y, GEAR MAR tte dc. n'é- 


772 

tant que x : ÿ NES fucceffivement par les grandeurs 
Ë / 

finies 1,x y, x° a 3 x3F 43 

me Ordre, 


/ 
» ©. font tous du mé- 


A , | 3 / 
Par ‘à même raifon, tous les termés x? TP PE fe , 
Zitrod. à / Analyfe des Lignes Courbes. X x PF 


— 
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x PT2R Fan , &t qui font für uné Droite paralléle à la 


Régle, font tous du mêtne Ordre que x? V1. Et récipro- 


quément tous les termes qui font d'un méme Ordre font 
logés dans des Cafes dont les centres fe trouvent fur la 
Régle, où für une Droite paralléle à la Régle. 


: Kp13 
88. Puifque x-y eft une grandeur finie, fi on la 
27 —k: : 
nomme R, on aura y—= Rx fe ce qui détermine 
le raport des Ordres d’x & d'y, en faifant voir qu’y eft 
du tême Ordre que la.puiffance d’x qui a pour expo- 


PRE k £ 
fant négatif le nombre [ 7] de lignés que traverfe la 


Régle , tandis qu’elle traverfe une feule colomne [ .8s |. 


En fübfituant Re : à y, dans le terme x ÿ ou 
P 1 n:l m—nk:i 


dans le terme x , on le: transforme en R° x 


Lo p—qhi 
& R? he TT: ce qui marque que les termes x7Y , 
mn n4/ à £ ; 
x “y * dx qui font für la Régle, font de l'Ordre #-xk:7, 
| k gr : 
& que les termes LÉ 7, PE GaE dt. qui font fur une 
paralléle à la Régle ; font de l'Ordre p— 7k: 7, 


89. On: trouvera auffñles,expoñfants de. ces Ordres. 
en examinant quel eft le point auquel-la Régle | où fa 
paralléle | coupe la prémiére bande verticale. .Si.ceft le 
centre de quelque Cafe de cette bande, la puiffance de x 
qui eft dans cette Cale, montre par fon expofant quel ef 
l'Ordre des termes placés für la Régle, ou für fa paralléle:, 
püifque tousicés termes, font du même Ordre [K. préc. ]. 

| is 
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Mais fi la Régle, ou fà paralléle, pañle entre les centres de Cr.vrr. 
deux Cafes , le point où elle pañlé défigne encore l'Ordre % #:: 
de fes cermes, dont alors lexpofant eft un nombre rom- 
pu. . Il faut concevoir cette bande verticale , & en gé- 
néral chaque colomne , comme une Droite divifée en 
parties égales par les centres des Cafes , imaginer que les 
termes x',»:%°, x’, ©. dont les expofants {ont des nom- 
bres entiers ; font placés fur les points de divifion , & 


feindre que Îles termes ; comme Mer: PE : 73 47 
dt. dont les expofants font des nombres rompus où mix- 
tes , font placés fur les points qui divifent les intervalles 
des centres ,. dans. la-même raifon. que lunité eft divifée 
par, la fraétion qui fait, ou concourt à. faire l’expofant de 


< LEA tie. 42, 4e 
x. Ainfi, on concevra # ‘  précifément au milieu entre 


x” oui , &x 3; & xTU3 (ra placé fur le premier 
point de la fubdivifion qui-partagcfoit en trois parties 
égales l'intervalle entre x':8& x°, &c. Cela bien concû , 
fi la Régle , ou fiparalléle, pañloit, par ex. entre les cen- 
tres de x°,& de x’, mais trois fois plus près du dernier 
que du-premier, c’eft-à-dire , par le point où lon doit 


concevoir x°73°4# i 
Concevoir x. ” ”, on concluroit que tous les térmes 
Placés fur cette Droite, font de l'Ordre 24. 

, Lexpofant d’un Ordre peut être négatif, lorfque la 
Régle, ou fà paralléle, ne coupe point la prémiére bande 
verticale ; mais-bien fon prolongement au-deflous de la 


prémiére, bande horizontale, Gela arrive quand # < #k:/ 


oup <gk:7, c'eft-à-dire » quand Es > © ouZ . Alors 


Co  - 
ete ns 


lexpofant #—#k:/, ou p—gk:l, eft négatif. Ds 
ce cas, on, conçoit la prémiére colomne comme. une Droi- 
te prolongée au-deffous de la Pointe, & divifée. en.parties 

X 2 égaes 


RE —m———— 
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égales à celles qui fontau- deffus , & l’on attache aux 


Li . . r . ane 
points de divifion les termes d'expofants négatifs, x  , 
—2 


x "E 3 dr. 


90. Donc, puifque de deux Droites paralléles celle 
qui eft fupérieure coupe la prémiére colomne en un point 
fupérieur 3 tous les termes qui font für la Droite fupérieu- 
re font d’un Ordre fupérieur aux termes qui font fur la 
Droite inférieure.  ‘Ainf la Régle pañlant par les termes 
7%, PSS as ee Een a G'c. qui font tous de 
l'Ordre #7 —nk:/; un autre terme quelconque eft d’un 
Ordre fupérieur ou inférieur felon qu'il eft logé dans une 
SU dont le centre .cit au-deflus ou au- deffous de la 
Régie. 


o1. C’Esr-1 4° le Principe qui détermine les compa- 
raifons qu’on peut faire pour chercher les plus grands ter- 
mes d’une équation [. 80, 83]. En fuppofant x inf- 
nie, on voit qu'il féroit inutile de regarder deux termes 
comme étant du même Ordre & les plus grands de léqua- 
tion , fi la Régle, appliquée aux centres de-leurs Cafes, 
Rif au. deffus d’elle quelque autre terme. (Car ce terme 
US$. préc. |, feroit d’un Ordre füpérieur à ceux par lefquels 
paile la Régle. Il féroit donc infiniment plus grand que 
ceux qu'on voudroit füppofer les ‘plus”grands | &.°78]; 
ce qui feroit abfurde. 

Et en füuppofant x infiniment petite, la comparaifon 
de deux termes fera inutile, -f la Régle ;, appliquée anx 
centres de: leurs Cafés, laifle au-defous d'elle quelque tér- 
me de l'équation: Car quand on voudra füppofer que 
ces deux termes font du même Ordre & les plus grands 
de l'équation ;'il & trouverasf $iprés: ] que les termes qui 

font 


ee 


a 
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s 


font dans une Cafe inférieure feront d’un Ordre inférieur , En. VIH 
& par conféquent infiniment plus grands [$. 79 ] queceux $ ?* 
qu’on a füppofe les plus grands : ce qui eft contradiétoire, 


=————— 


= — 


92. De-là on déduit naturellement la Régle füivane 
te pour difcerner dans une équation indéterminée les ter 
mes qui deviennent infiniment plus grands que tous Ies 
autres, par la fuppoñition d’x ou d’y infinie ou infiniment 
petite ”. 

Ayant tracé le Triangle analytique ; on placera chaque 
terme de l’équation dans la Cafe qui lui cft propre. Ou, 
ce qui dans la pratique eft plus commode , on formera le 
Triangle avec des points difpofës en quinconce, & on 
changera en une étoile, ou en une petite croix , chaque 
point qui tient la place d’un des termes de l'équation. On 
peut auffi avoir un Triangle de bois ou d'ivoire, percé de 
petits trous rangés à égales diflances & parallélement aux 
côtés du Triangle, & on remplira avec de petites chevil- 
les les trous qui repréfentent les Cafes où devroient être 
logés les termes de l'équation. 

Puis on couchera le Triangle, oû ! on fe le repréfentera 
couché, fur la bande fans x, fi c’eft x qu’on fuppole in- 
finie ou infiniment petite : mais on le couchera fur la 
bande fans », fi c’eft y qu’on veut füppofer infinie ou 
infiniment petite, / , 

Après cela, fi la variable eft fuppoñee infihié, on ver- 
ra quelles font les Cafes pleines par le centre defquelles 
peut pañler une Régle fans laifler au-deflus d’elle aucune 
autre Cafe. plein. Les termes qui occupent ces Cafes 

RTS , SE font 


à — 
= 


# NEsVTON » Methode des Fluxions. . 29 & fiv. Epifola àd Or- 
DEMBURGUM pofrerior. TAYLOR, Wethodus Increment. Part. I. 
Prop. 9. Srircine , Lineæ 31. ordinis Ÿc. pag. 12. SGRAvEsANDE,, 
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eu 
font ao AU; dans cette fuppoñition , font feuls toute 
léqu® ©n, Et la Droite qui, menée le long de la Régle , 
détermine ainfi ces plus grands termes, s’apellera Une Dé- 
terminatrice fupérieure. | s'en peut trouver plufeurs pour 
une même équation. 

Mais fi l’on fuppofe x ou y infiniment petite, on cher- 
chera , avec la Régle, quelles font les Cafes pleines parle 
centre defquelles peut paffer une Droite, fans laiflèr au- 
deflous d’elle aucune Cafe pleine. Cette Droite, ou ces 
Droites , car il-peut y en avoir plus d’une, fe nommeront 
des Déterminatrices inférieures, parce qu’elles déterminent 
les plus grands termes de l'équation : ce font ceux qui oc- 
cupent les Cafes par les centres defquelles elles paffent. 

L'ÆExemple I , fera celui de l'équation propofée 
ci-deffus [$. 81 ] x°y +4 4y* —°x—o. Ayant décrit le 
Triangle avec des points, & converti en étoiles les points 
qui repréfentent les Cales sy, y°, & x, on verra, 
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u’on ne peut mener par les Cafes pleines que trois 
déterminatrices 4B , BC, CA, defquelles , couchant 1°: 
le Triangle fur la bande fans x , deux font fupérieures AB, 
AC, & une inférieure BC: mais en le couchant 2°, für la 
bande fans y, la déterminatrice 4B eft fupérieure, & Æ4C 
& BC inferieures. 
La déterminatrice ÆB donne; l’éq: x°y »Kk 4) —0 , ou 
XX HF 4) == O. 
La déterminatrice AC donne x°y—4°x=0., où xy—4#—=0. 
Et la déterminatrice BC donne 4y°—4 x=0,ou 3y—4x=0. 


Donc par la fuppoñition de x infinie , équation pro- 
pofée eft réduite à ces deux xx + 4y —o , & xy — 44 
—0, que fourniflent les déterminatrices 4B, AC, fupé- 
ricures quand le Triangle eft couché fur la bande fans x. 

Et par la fuppoñition de x infiniment petite, l'équation 
fe réduit à yy — 4x — 0, que donne la déterminatrice BC 
inférieure dans la même pofition du Triangle. 

Mais par la füppoñition d’y infinie , l'équation eft ré- 
duite à xx+ 4 —o, donnée par la déterminatrice 4B 
fopérieure dans le Triangle couché für la bande fans y. 

Et la fuppoñition dy infiniment petite réduit l’équation 
À Xy — 44— 0, & Y—ax—0© , que fourniflent les 
déterminatrices 4C, BC inférieures dans cette même pofñ- 
tion du Triangle: 


Exemple 2. On propofe l’ég: xxyy Haxy° +x"y 
Cx" + ddxy  eexx + ffy=—0o. ‘Après l'avoir mife fur 
le Triang :analyt: c’eft-à-dire, après avoir formé le Trian- 
ole avec dés points, & changé en étoiles ceux qui répon- 
dent aux termes de l’équation, on verra que toutes les étoi- 
lés peuvent être renfèrmées dans le Pentagone ÆBCDE. 
Ï ÿ a donc cinq déterminatrices, qui fourniffent les-cinq 
équations fuivantes. | 

AB 
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e *k + . 
LB F xD 

. X * 

de à 


3 
AB donne f*y-asxy"— 0, ou, divifant par 4y, + 0, 


BC donne 4xy°+x° y" —0, ou, divifant par xy°, x-4— 0. 
CD donne x°y°+ ex’ — 0, ou, divifant par x? yy+ex—0. 


À site ee 
DE donne cx°-eex°— 0, ou, divifant par 6x°, x 0. 


3 


& FA donne eex°+K ff y=—=0, ou, divifant par ce, se L JO. 


Si on fuppofe x infinie, on couchera le Triangle für 
la bande fans x, & on examinera quelles déterminatrices 
deviennent fupérieures. C’eft la feule CD. Donc cette 
fuppoñition réduit l'équation propofée à la feule éq: yy+ 
€X —= O. 


Et fi on fuppofe x infiniment petite, en laïffant le 
Triangle dans la même fituation, on verra quelles détermi- 
natrices font inférieures. Ce font 4B & AE qui donnent 

3 5 
les éq: PARA —0, & xx RÉ y —0 Ceft donc à 
ces deux équations que fe réduit la propofée par la fup- 
pofition d’x infiniment petite. 


Si on veut fuppofer y infinie, il faut concevoir le Trian- 
gle couché für .la: bande fans y , & voir quelles détermi- 
natrices deviennent alors fupérieures. Ce font AB, BC, 

CD. 
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CD. Les éq: x =—=0, #40, JyrHcax—0, 


qu’elles donnent, font celles auxquelles la füppoñition d’y 
infinie réduit la propofée. 
Mais en fuppofant y infiniment petite, on prendra Îes 


déterminatrices inférieures 4E , ED, qui donnent les éq: 
3 


NX HET 9 & x <—0 pour celles auxquelles fe 


réduit la propofée par la fuppoñition d’y infiniment pe- 
tite. 


03. Une déterminatrice peut pafler par plus de deux 
 Cafs , & alors l'équation qu’elle fournit a plus de deux 
termes. Mais cette équation peut fe réfoudre par les Ré- 
gles ordinaires de l’Algébre en plufieurs équations fimples. 


. ? J 
Si la déterminatrice pafle par les Cafes EN Ner , 


1 j 
SPAS » Gt. [$. 84 ] elle donnera une équation 


telle que PE EE ere 


Fat : 33 / do, dont les termes qui répondentà 
des Cafes vuides,, auront leurs coëfficients #,4, «, ou ®c. 
égaux à zéro. Tous les termes de cette équation étant di- 
EE Ra x7 y” , elle f peut réduire à PRE ÿ GS 
2 , 
Ha Ÿ + dx3%,3/ de—0o, ou, fuppoñant =, à 
a+ bic + de dc —o. . Soient R,-r,p, dc. les-ra- 
cines de cette équation. Elle peut donc fe décompofer 
en cés ÉQUATIONS Z—R—0,Z—r7—0,7—p—0O, 
CNT STE] ART & 

Gr. ceft-à-dire, x Y—RTEO, x y —r7—0,x y — 
Ce + 

p—0o, &r. qu'on réduit à y —Rx 


: Tatrod, à PAnalyfe des Lignes Courbes. 


Ca. VII. 
$. 92. 
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: ol —k{ 
gt; ou enfin à y= R x > 7 
17 —k: 
p X 


/ : .. 
de. : ce qui convient avec 
ég:7—=R ire trouvée au . 88; la valeur de la 
lettre R, qui avoit été prife en général pour défigner un 
coëfficient quelconque, étant ici déterminée à marquer les 
racines R,7, p, Gt. de l’éq : aHbz Heczz+dr Ce 


—— 2} 


| FELS 
04. Ces coëfficients R,r,p, &. des Rae “2 


til —k:/ nil],  -e 

x IP x , ©. peuvent £tre 1ma- 
ginaires. Ils le {ont tous, lorfque l’'ég: ++ 23 H:220% 
—= 0 n’a que des racines imaginaires: Ce qui peut arriver 
toutes les fois qu’elle eft d’un dégré pair, quand le nom- 
bre complet de fes termes cft impair , lorfque-la détermi- 
natrice paîle par un nombre de Cafes impair ,.à compter 
depuis la premiére de celles qui font pleines jufqu’à la der- 
niére, Mais quand ce nombre de Cafes eft pair , l'éq.: 
a+ bz+ c2z dc—0©, étant d'un dégré impair, a nécef- 
fairement quelque raëine réelle. En particulier, elle n’en 
peut avoir d’imaginaires, lorfque la déterminatrice nestra- 
verfe que deux Cafes pleines, qui foient fur-deux bandes, 
horizontales ou verticales , contigues. Car l'équation 


=—*# 


: 7727 mi n+/ nn 
dant 4» LP) Li Oi, Aou te 9 


n4k ni ; SRE 
Dot: y + — 0, [ k ou / n'étant.que l'unité, à œaufe 


. L LA / 
de la contieuité des bandes ] , on aura + H4xy ==; 


k DR 
OUarHbxy=—o, Ceft-à-dire, +=") Je OU) — 


; 4 x 
b D 


gs. 
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os. Il f peut que les coëfficients #5 ee ge pa 

réels, & que cependant les valeurs R'"x Sr 

1:/ —k7 UE 2 AR «4 s 
px Gt. foient imaginaires, ou entiérement ou à 
demi. J'apelle dei imaginaire, une racine qui, comme 
Vax, cit réelle quand on prend x poñtive , & imaginaire 
quand on prend x négative; ou qui, comme ÿ — 4x, 
et imaginaire quand x eft pofitive, & réelle quand x eft 
négative. J'apelle criérement 1MAgINAITE , OÙ fimplement 
é7naginaîre , UNC racine qui, Comme y —xx , eft imagi- 
naire , quelque valeur , pofitive ou négative, qu’on don- 
ne à x. 

Puifque les puiffances paires d’une racine, pofitive ou 
négative, font néceflairement pofitives ; mais que les puif- 
fances impaires font poñitives, fi la racine eft poñitive, & 
négatives, fi la racine eft négative : il eft clair qu’une ra- 
cine impaire cft toûjours réelle, quelle que foit la puiflan- 
ce dont on tire cette racine : mais qu’une racine paire - 
n'eft réelle qu’autant que la puiflance eft pofitive. Donc 
fi cette puiflance eft une puiffance paire d’une quantité 
variable , la racine paire fera réelle, ou entiérement imagi= 
naire, felon que la puiffance eft prife poñitivement ou né- 
gativement, c’eft-à-dire , ftlon qu’elle eft affe&tée d'un 
coëficient pofitif ou négatif Mais fi la puiflance , dont 
On tire une racine paire, eft une puiflance impaire d’une 
QUAQULE variable | la racine eft demi-imaginaire. Ain@ 


; HIT E AE 
dans l’éq JR, EU YRx 5 fi Z eft un nom- 


bre impair , » eft toûjours une grandeur réelle : mais fi “4 
eft pair, ef demi- imaginaire ; # étant impair; & k étant 
pair, y eft réelle lorfque R eft pofitif , imaginaire lorfque 
R ft négatif. 


Y2 96. Il 
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k 
96. Il eft bon de remarquer touchant l’expofant — 7 


de % dans les éq: y = Ritm que donne la déter- 
minatrice , 

1°. Qu'il eft négatif, quand & & /ont le même figne : 
ce qui arrive quand les progreffions arithmétiques #7 ,#4+ 
k, m4 2k, Gt. n,n“k/,n#k 21, &c. des expofants de x 
& de y dans les termes qui font für la Régle [ $. 84] font 
toutes deux afcendantes ou toutes deux defcendantes. A- 
lors. la Régle s'éloigne en même terms de la prémiére Ban- 
de horizontale & de la prémiére Bande verticale ; elle ne 


coupe qu'une de ces deux bandes, ou elle part de la Poin- 
te. Dans ce Cas, x infinie rend y RER x ki , OÙ 


CES infiniment petite, & + infiniment petite rend y 


x 
infinie [ $. 78. 79 ]. 


kK 
2°. Que cet expofant — > eft poñitif, quand 7 & # 


ont des fignes coptraires : ce qui alieu quand les progr : 
arithm: #, mHRk, mur, O6. n, n+/, næ%ko2l, Ôx. 
{ont l’une afcendante & lautre defcendante: quand la Ré- 
gle s’aproche d’une des deux Bandes extérieures, du Trian- 
ele en s'éloignant de l'autre : quand, elle les coupe toutes 
deux ailleurs qu’à la Pointe. Dans ce Cas, x & y 
Res ou CRE) A] font toutes deux infinies ou tou- 
tes deux infiniment petites. Elles font d’un même Ordres 


k ; ri 1 d 
= —:1,fik—/, fila déterminatrice eft également in- 


clinée aux deux bandes. Mais f : >; fk>7/,fila 


déterminatrice , plus inclinée aux bandes verticales qu'aux 
horizon- 
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horizontales ; retranche une plus grande portion de la Cx.vil. 


J'y. $: 56 
Bande f@os y que de la Bande fans x; alors y PR $- » 


eft d’an Ordre füpérieur à x , foit dans linfint foit dans 
infiniment petit : comme, au contraire, il lui eft d’un 


| k SATA 
Ordre inférieur , fi T <15 fik4/, fila déterminatrice 


retranche une plus petite portion de la Bande fans y que 
de la Bande fans >. 
3. Que fi k—0o, ce qui arrive quand la détermina- 
£ RE TE 1:/ —k;7 
trice eft paralléle: à la Bande fans x, alors y=R x 


SOA 1:/ © 1: / sante 
réduit ày—R x —R . Donc x infinie ne don- 


ne pour y que des valeurs finies. 

4°. Et par la même raifon , quand Ja déterminatrice , 
paralléle à la Bande fans y , rend 7 égal à. zéro , on con- 
clura que y infinie ne donne pour x que des valeurs f- 


nies, déterminées par les racines de l'équation ax” y + 
. yet ex Ce nl +K 2/ 

— 0, fe réduit, en divifant par x°y”, à 4-+bx + 
+ cx°} + dc—0. 


c—o, qui, puifque 
k 


. 97. y a bieñ des recherches fur les Lignes courbes 
où il füffit de {connoîtré Je raport d’y à x, quand ces va- 
riables font infinies ou infiniment petites. Mais il en eft 
beaucoup d’autres où il faut aller plus loin, &: chercher 
ce que produifent les termes qu’on a négligés comme in- 
finiment petits En: comparaifon de ceux qu'on a employés. 
Il eft même fouvent très -utile de trouver le raport d’y à 
x finies, du moins par approximation. Ceci nous méne: 
naturellement à la Mérhode des Séries ou Suites infinies , 
qui découle fans peine de ce qu'on vient d'établir. | 

Y 3 98. Uxe 
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98. Uxe Serre eft une fuite de termes qui fait une 
approximation continuelle à la racine d’une équation, On 
la nomme convergente pour marquer qu’on aproche d’au- 
tant. plus de la valeur de la racine, qu’on prend un plus 
grand nombre de termes de là Série : enforte qu’on au- 
roit au jufte cette racine, fi le nombre des termes de la 
Série étoit fini, ou qu'étant infinis en nombre , on püt 
les fommer. ï 

Une Sérse, au contraire , feroit disergente | quand on 
s’éloigneroit d’autant plus de la racine de l'équation ; qu’on 
prendroit plus de termes de la Série. Il eft clair qu’une 
Série divergente eft trompeufe, ou du moins inutile. Car 
il vaudroit mieux sen tenir au premier terme que d'y 
joindre les fuivants. 

Où propofe par ex, l’éq: 4y x y— 4x0, Si 
on cherche y en *x,'c'eft-à-dire, fi on regarde y comme 
incounué, & x comme connuë ; quoique variable, on 
trouvcra.que l'équation a ces quatre racines, 


CAT 2 


= -6 - ;.-12 
OÙ —4—4#"x 3x —124 °Xx D 54 Laden À 


(C)...+ Rs Le ps see + tatx 3 êt. 


Nr 12,312 

parce que chacune de'cés quatre Séries fubftituée dans lé- 
quation au lieu d'y, en réduit le premier membre à zé- 
ro, & par conféquent à l'égalité avec le fcond membre, 

Les Séries 4; B, C, D {ont donc les valeurs d'y, & 

ces valeurs féroiént exaëétes, fi on'épuiloit ces Séries. Mais 

| quand 


K34 Mia) 7x 37 Listx Êt. 


quand cela n'eft pas poffible, on a du moins dans ces cxvil. 
Séries unerapproximation continuelle aux véritables valeurs 3 28: 
d'y, pourvû qu’elles foiept convergentes : ce, qui a lieu, 
lorfque chaque terme eft plus petit que celui qui le pré« 

céde, & que ces termes diminuent à l'infini. 


09. Pour cet cffèt, on range tous les termes d’une Sé- 
rie de façon que.lés expofants des puiffances de’ fà varia- 
ble: aillent toûjours en croifflant ou toüjours en décroiflant. 
Car une Séric , dont les termes font difpofés felon cette 
Loi, fera fürement convergente, pourvû qu’on prenne 
fa variable aflez petite ou aflèz grande. 


" £ +? ) et +: x 
infi, dans la Série 4....X + — x — — 
Ai a: à AE SA 2434 


&c. les expofants d’x vont en croiflant. Si donc on fup- 


* k . L] x . 
pofe. x fort petite , en comparaifon d'z,,enforte que F (oit 


mins es ; _ ss Rs Dù ee xx 
une fra@tion moindre que l'unité, les puiffances To 


ak” 
EX | ES 1 à, D 
— , — de de cette fraétion font une progtefion géomé- 
4 4 


trique»qui déctoit à l'infini, d’autadt plus rapidément que 
x 


% . . , œ ñ 
7 <ft plus petite. Si par ex. x=— ::#,! ou ssl 


si / Din 


(42,9 ‘ 


c 
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: x ; ha 
puiffance de —, comme on voit qu’elle left en lui don- 
nant cette forme | = 
? x... 1 _.xXXx x? NE 19% 
AX(—-H—X —ROKX— pu — K— Se mme K — : 
ne PF # SI PRLSÈVE Trot) 

on pourra toûjours prendre x fi petite. que chaque ter- 
me fera beaucoup plus petit que celui qui le précéde, & 
qu'ils décroîtront-à l'infini : ce qui rendra la Série conver- 
gente. | 

Au contraire, dans les Séries B, C, D, les expofants 
d’x vont en décroiflant, Il faudra donc fuppofer x fort 


: è : a 
grande en comparaifon d’# , en forte que la fraétion — 
U, ” L x 


{oit beaucoup plus petite que l'unité. Alors la Série fera 
convergente , parce que les puiflances de cette fra@tion 
4 aù & à PEU tee 
Re? xx m3 6% font une progreffion .géométrique 
qui décroit avec d'autant de viteffe que x eft plus grande. 
Les Séries B;.C, DM, ‘aïant leurs termes ordonnés fe- 


5 4 Es »! 
lon ‘es puifflances dé % > comme on le voit en leur 


«donnant cetté forme LS 


3 6 9 BEEN : 
(Bye GERS RS ss 21 Gr). 


xl: 


ST Re One D Mr ra CL 4 


il eft clair, ; qu’en ‘prenant x aflez grande. ; ces: Séries {e- 
_Tont infailliblement ;convergentes. cs 

Pat”là raïon dès “contraires, 14 Sétié 4 > appliquée à 
une valeur d'x plus grande qu's, & les Séries B, C, D, 


appli- 
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appliquées à des valeurs dx plus petites que, féroient di- Cx.vrr: 
veérgentese CDEPA 


100, On diftingue donc deux fortes de Séries. Les 
unes font d’autant plus convergentes que leur variable eft 
plus petite : les autres comuergens d'autant plus que cet- 
te variable eft plus grande. Dans les prémiéres , qui fe 
nomment Séries croifantes, où aftendantes , les expofants 
de la variable vont en croiflant. Ils vont en décroiflant 
dans les autres , qui s’apellent Séries décroifantes où def 
cendantes. I] eft néceffaire de les diftinguer : car on les 
employe à des ufages très- différens ou même oppofés. 


- LA] b 1 - 
tot. La forme générale d’une Série eft 4x +Bx + 


af HDx dc, où les expofants b, À, &, /, &c. vont 

en croiflant, ou en décroiflant , félon que la Série eft af- 

cendante ou defcendante. 4, B, C, D, &%. font les 

coëffcients des termes fuccefifs. Et comme il eft fort pof 

fible que quelcun d’entreux foit zéro , avec tous ceux qui 

le füivent, il fe peut faire que la Série foit terminée, & 
alors elle donne la jufte valeur d’y en termes finis. 


*,, 102. Ox rRouveraA fucceffivement tous les termes 
d’une Série de cette maniére. Pour avoir le prémier, on 
fuppofera > infinie, fi on cherche une Série defcendante , 

* ANHniment petite, fi l’on veut avoir une Série afçen- 
“dante, Cette füppoñition réduit la Série au feul premier 


terme A . Car fi la Série eft defcendante, l'expofant h 
eft plus grand que tous les autres z, #, /, dc. & x ant 


É à PIRE 
füppofée infinie, la puifflance x cit infiniment plus grande 


CR 
que les autres x’, # ,x , Gt [$. 78], qu'on peut fup- 
Totrod. à PAnalyfe des Lignes Courbes. Z primer 
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primer fans erreur. Et fi la Série eft afcendante , l'expo- 
fant 2 eft le plus petit, & x étant infiniment petite , la 


. A f À ? 
puiffance x fait difparoître toutes les autres x, x , x, 
dc. Donc la fuppoñition d’x infinie , dans une Série-dé- 
croiflante , & celle d’x infiniment petite dans une Série 


; “it bh 
croiflante, la réduit ày— 4x . Or ces mêmes fuppo- 
fitions réduifenc l'équation propofée à une ou plufeurs 
RER 1:22 —k;:/ L 
équations, telles que y —=R ‘ x [$ 93], qui font 
données par les déterminatrices fupérieures où inférieures 


‘ k 
[$ 92]. Donc A=R à &bh=—"7. De forte que 


les déterminatrices font connoître le premier terme de la 

Série, ou des Séries, lorfque l’équation propolée en peut 

donner plufieurs. 
Les termes fuivans f trouvent de la même maniére. 


Que # repréfente la fomme des termes Bx + Cm DX 


&. qui fuivent le premier , & on aura AG. 
Ceue valeur d’y füubftituée dans léquation propofée la 
transforme en une autre dont les variables font # & x. 

w’on fuppofe , dans cette transformée, x infinie pour les 
Séries defcendantes , & x infiniment petite pour les Séries 
afcendantes : & les déterminatrices, fupérieures ou inférieu- 


res , donneront une ou plufieurs équations telles que #— 
A7 4 ni 77 4 . A e : 
Re [$.93 J. Mais les mêmes fuppoñitions d’ x in- 


; : : ‘ to 2 Ar 7 
finie ou infiniment petite , réduifent la Série #— Bx 
È Ô tJ 488 k 
Cx Hôc à #—Bx. Donc B—R' & =; 
Ainfi les déterminatrices de cette prémiére transformée 


HA 1 
donnent le fecond terme Bx de la Série, 


On 
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On transformera de nouveau l'équation, en fuppofant cu.vits 


= 


Ye 102 


; : k 
u — Bx vk t où # repréfente tous les termes Cx HDX 
dc. qui fuivent le fecond de la Série. Et les détermina- 
trices de cette feconde transformée donneront le troifiéme 


terme CG de la Série. En continuant de la même manié- 
re on aura le quatriéme terme & les fuivans à l'infini , 
c’eit-à-dire, jufqu’au dernier fi la Série eft terminée, ou du 
moins autant qu'on en voudra, autant que le demandera 

- le but qu’on fe propofe, fi le nombre des termes de la 
Série eft infini, ou trop grand. 


ro3. Mais dans le cours de ces opérations on doit f 
fouvenir que la nature des Séries afcendantes exige que 
les expofñarits d’x aillent en croiffant , & que dans les Sé- 
ries defcendantes ces éxpofants doivent aller en décroif- 
fant. Donc, quoiqu’à la prémiére opération, à celle qui 
fè fait fur l'équation propofée, on doive prendre en con- 
fidération toutes les déterminatrices fupérieures | pour 
avoir toutes les Séries defcendantes, ou toutes les déter 
minatrices inférieures pour avoir toutes les Séries afcen- 
dantes : dans les opérations füuivantes, on ne doit faire au- 
cune attention aux déterminatrices fupérieures qui donne- 
roïent le même ou.un plus grand expofant que le précé. 
dent; ni aux déterminatrices inférieures qui donneroient 
le meme ou un plus petit expofant que celui qu’on a eû 
par l'opération précédente. S'il n’y a point d’autres déter- 
minatrices , le cours des opérations eft fini. & la Série eft 
terminée. 


Exemple x. L’éq : 4) —x'y— 4% —0 propofée 
ci-deflus | À. 98] étant placée fur le Triang : analyt: & ce 
Triangle étant couché fur la Bande fans x, on voit qu’elle 


n'a.qu'une feule déterminatrice inférieure , qui, paflant pas 
Z 2 es 
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les Cafes y & x°, donne l'éq: ay — ax 0, où y =x. 
C’eft là le prémier terme d’une Série afcendante. Pour 
avoir le fecond, on fübftituera x +# à J ; & l'équation 
fera transformée en 4x° + zauxx +4 auux + an — x* 
X4 — 4% — 0, où ZAUXX  zauux + ab — x — x 1e 
0 ; laquelle étant placée, à fon tour, fur le Triang : 
anal: à deux déterminatrices inférieures. L'une qui paie 


par les Cafes 2°, aux, uxx elt à négliger, parce qu’elle 
donneroit #— Rx, & que ce fécond expofant d’x n’eft 
pas plus grand que celui qu’on a trouvé par la prémiére 
opération. Mais l’autre déterminatrice, qui pañle par les 
Cales zxx & x* donne l’êq: zauxx—x* —0, où #— 


X 
4 C'et- là le fecond terme de la Série, On aura le 


troifiéme en fübftituant Sr + au lieu d’# dans équa= 
4 


tion précédente, ce qui là transforme en x» zx + 
| R x 
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Fa 
TE — O0 ,; ou 4IXX 1x° attx 
3 F HS +2 + 7 
t1XxL at —0. En la mettant für le Tr: AL on Re 
ve la déterminatrice, qui donne :— Rx, & qui eft par 


CE : 
Ye 


11 


conféquent à rejetter. Mais ilya une autre déterminatri- 
ce inférieure ; qui pale par xx & x°, & qui donne léq: 


x xt 
— —0o,ou/—————, Et cef le troifié- 
Za1XX TT ee » 17 {roitÉ 
En xx 
me terme de la Série. Car y—x+7, à = He, 
x. 
& CEE &'c. Donc D Er CU L'on 


814 
voit qu Al ail de continuer cette Brie. 


Exemple 2° On propoie Péq: y —2xy xx — 
24) + 4x + 48 — o;, de laquelle on veut tirer la valeur 
dy en x par une Série afcendante. On mettra donc l’é- 
quation fur le Tr: anal: & on cherchera les déterminatri. 
ces inférieures. Il n’y em à qu’une couchée für la Bande 
fans x, qu donne l'éq : y} —24)+ ao, qui, quoi- 

Z 3 que 
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*, 
*X x 


que du fecond dégré, n’a qu’une racine | maïs double 3 
J—4=—=0, ouy—#4. On fübflituera donc 22 à }, 
& la transformée fera 44 4 2au un — 2ax—2ux + xx 
—— 244 240 + AXxh4n—O, OÙ 44 — 4x — QuXx 
**— 0, qu'on mettra auf fur le Tr: anal: où on ne 
lui trouvera qu'une déterminatrice inférieure | qui donne 


: 8 1, 
légi au—ax=0o , où #2 Eyax—+al? 2, 


à : ZT: : 3 
Ainfi on fübftituera == 4 "*x ‘Hz à # dans l'éq: vu — 
4X— 2UX XX —©O, Ce qui la transforme en #x=— 


1°2 1:2 1,2 °2 : 
24 1x HI — 4X 24 PE —21XEXXxX —0, 


D — ” 
12e Æ 1:22 1+1:2 
OU 24 1x La  % — 21X 4H XX 0, 


. Celle-ci. fera mife, à fon tour, fur le Triangle, & comme 


deux de fs termes 24 7x 7 & 24? XF 
n’ont point de Cafés à f loger, on‘les placera [ comme 
on a dit au €. 89 ] entre deux Cafes, {. le premier far la 
fèconde colomne entre les Cales zx°, ou 2, & sx'; &le 


*k 


* 
Xxfe 
AS C2 
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fecond für la prémiére colomne entre la Cafe x’ & la Ca- Cn. vil. 
fe x°. Alors on trouve à l'équation deux déterminatrices $:103: 


: 1:2 
inférieures , dont l’une, qui pafle par #4 & 7x ‘* , donnc- 


: 1:2 À à ; 
roit — Rx , ce qui eft le même expofant que ci-def 
fus. On la négligera donc, & l’on ne fera attention qu’à 


l'autre qui pañle par les Cafes PeeRRee LTiL:S 


# F2 nr:2 1:2 1<+1:2 % 
Fégs 24. /Xx 524. X ZO, ou #—X qui 


eft le troifiéme terme de la Série. Pour avoir le quatrié- 
me, on fubftituera xs au lieu de z dans la derniére 


I:2181:2 1:2 1+i:2 
1% KA 24 x 


, donnant 


— 21X rh XX —O, 


# 


— 2XX— 25X + XX —O, 


éq: 24 
1:2 1-H1:2 1:2 1:2 
& la transformée fera 24 x 2a “sx 
1:2 1+1:2 
XX + 2IX ST 24 %X 


1:2  :1;2 h 
ou 24 sx  “Hss—0o. Ces deux termes étant placés 


fur le Tr: anal: n’ont qu’une déterminatrice, qui donneroit 


1:2 

— Rx - Cet expofant étant donc moindre que le 
précédent, ne peut être admis. Ainfi la Série eft termi- 
née: Car on Aÿ— 4aHu—aryaxkhi—4at%yan 
“x, Si pourtant on vouloit voir ce que donnera cette 
#25 1:2 
sx 


derniére déterminatrice | ou fon équation +24 
Hss5—0o, on lui trouvera deux racines; 1°, 5 —o, qui 


1,2 1,2 ‘ 
x =x2y4x, & 
celle-ci, 


termine la Série, 2°. 57% 24 
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celle-ci, fubftituée dans y —4 y 4x+ x 5, donne 
J—=422V ax+x29ax, ce qui eft toûjours y—# 
Æyax+x. C'eft donc là la vraye valeur d'y: ce qui f 
vérifie fans peine , puifqu’en chaflant lirrationalité , l’éq : 
J=—=4EVaxrkx fe transforme dans l’éq : propofée y} 
—— 2X} K XX — 24 rK 4x 4 48 0. 


104. On rémarquera ici, 1°. que fi, dans: la fuite des 
équations que fournifient les déterminatrices facceffives , 
il s'en trouve quelcune qui n’ait que des racines imaginai- 
res, toute la Série , que les prémiers termes fémbloient 
promettre , devient-par-là imaginaire. Car un feul terme 
imaginaire rend imaginaire toute la fomme dont il fait 
partie ; à moins-que ce quil y a d’imaginaire dans un ter- 
me ne foit détruit par ce qu'il y a d’imaginaire dans un 
autre terme ; ce qui ne peut avoir lieu ici , où x a dans 
chaque terme un expofant différent. 

2°. Que fi parmi les termes d’une Série il y en a quel- 
cun qui foit demi - imaginaire , la Série eft demi-imaginai- 
re; c’eft-à-dire [ $. os | imaginaire en prenant x pofitive, 
réelle en la prenant négative; ou réciproquement. 

3°. Que fi parmi les équations qui déterminent les ter- 
mes fucceffif d’une Série, il s'en trouve qui aient plufeurs 
racines réelles ; alors la Série /e fourche, pour ainfi dire, 
& fe multiplie en autant de Séries, qu'il y a de racines 
réelles, chaque fois que cela arrive, 


Exemple I. On demande la valeur d'y en x, par 
une Série afcendante tirée de l’éq : 7 #4 x%y + 4yy — 24 
a —0? 

Mife fur le Tr. anal: couché für la Bande fans x, elle 

n’a qu’une déterminatrice inférieure , qui donne l’éq: 4yy 
— 24° y 4 a —o; dont la racine unique , mais dou- 
ble, ty—4+ On füppoftra donc ÿy—##, AC 
- fubfti- 
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* 
* © 

© © © 

© X*%x X%X * 
fubfituera cette valeur dans l'équation propofée. La trans- 


formée 2° + 4x + ax k au — 0, mife fur le Triangle, 
/ » . . . . 
na auf qu'une déterminatrice inférieure, qui donne 4% 


+ 

#. * 
ee e 
® * e © 


ax 0, dont lesracines #—==# — xx, font abfolu- 
ment imaginaires. On ne peut donc exprimer la valeur d’y 
enx-par aucune Sérieafcendante. Car la fèule qui pourroit 
donner cette valeur, feroit y=4+4—42y—xx Ô. 
qui eft imaginaire. 

Exemple 2 LESOIt propofée l'ég : x y + 4)y — 24%) 
+ axx — 0, dont on veut tirer la valeur dy en x par 
une Série afcendante. On la placera für le Tr. anal: & la 
déterminatrice inférieure pañlant par les Cafes yy, xy, xx 


Le) 
K * 


® *x © 
© *x* ee © 


donnerä lég: 4) —24xy k 4xx*—0 , qui na qu'une 
racine, mais double, y—x. On fubftituera donc x 4x 
à y dans l'équation propofée, & on mettra fur le Trian- 


Tntrod. à P Analyfe des Lignes Courbes, Aa gle 
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gle la transformée x'+x+tannu—o, Elle n’a auf 


* 
* © 
ee © © 
& x ee ee 
v’une déterminatrice inférieure , qui donne l’éq : ### 
gq ; q 
A La 
x’ —o, laquelle a deux racines #—=##Hy/— — & 


4 
3 


3 
, x . X —]|: 
ÿ — D On fubfituera = ÿ/— = +i'=Ttea ee 


e2 : À 4 

— x37 47 à # dans la premiére transformée , & la fe- 
—1°2 1/2 1:2 ‘2 

conde {era +4 SK — 53 a +ixxE 24 xx) 


+ at — 0, qu'on mettra fur le Tr: anal : Elle a deux 
déterminatrices inférieures ; lune inutile , parce que paf- 


:2 5 3:2 
fant par les Cales z, 1x3 , Cle donneroit :=Rx° , 
6 
x 
@. 
o e 


e © e 


1] 
* 
% 
3 
œ 


6 © * @ 


Où x a le même expofant que dans le terme précédent : 


3+12 


e . 2 
Pautre utile, qui paflant par 2x°° & ; donnera 


122 *2 — 1; 1:2 
24 1X — x +4 2 T —0,ouù 


= 
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a 


H. VII! 


Les trois prémiers termes de la Série font % ei: 


PR 


$ 
X x X . 
donc * y — AR À Où l'on voit 


— = — 


1°. Que la Série eft imaginaire, fi l’on prend x pofiti- 
ce qu'alors Vi eft une deur imaginaire 
ve ,; parce q Æ grandeur 1mag ; 


Mais fi on prend >x négative, la Série fera réelle, & alors 
; 
à 7e x 
2°. La Série fera double, parce que le terme y— = 
a également le figne + & le figne —; l'équation 4wx + 


x’ —0o, qui a donné ce’terme ayant deux racines réelles 
3 3 
X X 
u=x+V—- ,&u—=—y—7. 
V—*, V— 


Il y a donc réellement deux Séries , dont les trois 


x? xx 


prémiers termes font x Hy— ne pour Pune & 


een phe 


3 
XX XX à 
x—yÿ— = —— pour l'autre 
v 4 24 À : 


10. lorcnons quelques confidérations nécefläires 
S queiq 


pour rendre cette Méthode plus abregée & plus parfaite. 


La füubfitution de A Lu à y [& ro2] dans un 
terme quelconque de l'équation propofée , le transforme 
en autant de termes qu'il y a de colomnes depuis celle où 
il fe trouve jufqu’à la prémiére inclufivement ; chaque ter- 
me ayant fa place fur chaque colomne, & tous ces termes 
étant fitués fur une même Droite paralléle à la détermina- 


trice qui a donné l'éq : y — 4 2 
Car la puifance # de ## A étant , LS. 26] 
| ñ 
Aa 2 ua + 


Cx. VIT. 
S. 105: 
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7 bn—1 ,nn—1 2 2h n—2 , nn1n— 
4 +n/x nu KA x D mn) 


1.2 15 2. 3 
h n— : | : : 
A3 3 + dr. jufqu’à A: _— qui eft le dernier ter- 
me; fi on fubfitue cette puiflance à ré , dans un terme 


7n ñn ‘ 
comme *x y qui eft de l'ordre #44 [ 88], & 
qui {€ trouve für une colomne précédée de # autres, on 
HD m1 nn —1 
1/1 
1, 2 


le transformera en x” #/ hr AX 
A AT + dc. jufqu'à FTSER ; dont tous 
les termes, en regardant # comme y qui étoit de l'or- 
dre », font de l’ordre #4 #h. Or tous les termes, qui 
font d’un même ordre, fè trouvent fur une même Droi- 
te paralléle à la déterminatrice [ &. 87 |. Donc tous les 


2 , M A 
termes , dans lefquels a été transformé x y, , font fur 
une Droite parallèle à la déterminatrice qui a donné y —= 


ù à ; Mn n 
AÆAx. Etil eft clair que le prémier terme x z occupe 
q P 


A , 7A 
la Cafe où étoit le terme transformé x y , fur une co- 


3. ath mb n=1 
lomne précédée de #autres ; que le fecond terme #7 * # 


eft fur une colomne qui a #—1 colonnes avant elle; que 


m+zh n— 
7 


by 2 : 
le troifiéme x eft für la colomne voifine ; & 


os) j n mEnh . LES: 
ainfi jufqu’au dernier térme 4 x qui eft für la prémié- 
re colomne, ou fur la Bande des puiffances dx 


? 


Ainfi quand on place l’éq : x°y° +47 Hbxy exp 
E ddxy ke fx — o iur le Triang : analycs couché iur [a 
Bande fans +, on lui trouve quatre déterminatrices. I] 
en a d’abord une horizontale, qui pallé par les Cafes 


2,2 
X*} >» 


x'y° & x‘y. Elle donne pour y une valeur conftante [ $. 
96, 3” qu’on peut nommer Æ En fubftituant 4+# à 
y dans la propolée, elle f transforme en 4°x° #k 2 Aux° 
ns + Aa + 3 Tan +k 3 dau” + au 4 À bx H 2 Abux 
LH baux Acx° 4 cux® + Addx + ddux Hf°x—0o, où 
l’on voit que les termes 


x°y* = delapro- + x°4°,x°4,x° 
ÿ° pofée ont À #°,#°,#","° 
xy° produit CET A 
x°y dans la KH,X 
xy transfor- / x#,%x 
x mée. x 


K— k— + 


. K — k— # 


ES 


Ainfi chaque terme en a donné un à toutes les colom- 
nes qui le précédent, & ces termes fe trouvent fur une 
Droite horizontale, c’eft-à-dire , paralléle à la détermina- 
trice qui à donné y— 4. 

. La feconde déterminatrice de l'équation propofée paf. 
foit par les Cates Le &:x° 4° ;- &: donnoit D— Ax', La 
fobftitution de 4%° + # à y transforme l'équation en 4°x° 
a 2 Aux* ua + A'ax + 3 A'auxt + 3 Alan x 4 ns 
A bx + 2 Abux° 4 batx 6x Hcux 4 Adidas 4 
ddux +4 fx ==0. Donc les termes 


Aa 3 «y 
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x°u® ,xtu, x° 
| ,xu,xtu, x 
ont Je ,x'u,x° 
donné }x°#, x* 
xU , X° 
x 


Et en plaçant la transformée far le Tr: anal: on verra 
que tous les termes, auxquels un terme de la propofée a 
été transformé, ont leurs places fur une même Droite pa- 
ralléle à la déterminatrice qui a donné l’éq: y—= 4x. 

La même chole fe vérifie pour les deux autres détermi- 
natrices de l'équation propofée. La troifiéme pañloit par 
les Cafès » & x, & donnoit une équation de cette forme 


yÿ— Ax"3, On fübfituera donc Ax°°3 4% à y, &la 
transformée fera Æx2T253 + 2 Aux° Œuss +ux + ax 
+3 A'aux3 43 Aaux"3 Lan + A°bx'T253 L 


2 Abnx EU Jp bu x + Aex2 T3 eux 4 Add x T3 
»k ddux Hffx—=0o. Ainf les termes 


241 2253 


x°y° Cu Tu, x 
3 4° ; x" °° : x; x 

x C7 DEN ES 

CINE Hs 

7728 EPS Sa EC 

x x 


x° 
J | donnent 
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Si on place cette transformée fur le Tr : anal: on voit Cx. vil. 
que chaque terme de la propofée a donné un terme à tou- $: 195: 
tes les colomnes qui le précédent, & que ces termes font 
fur des Droites paralléles à la déterminatrice qui a donné 
y — x": mais comme l’expofant de l'Ordre de » eft 
la fraétion +, il a falu, pour placer ces termes, divifer en 
trois parties égales les intervalles des Cafes contiguës fur 
une même colomne [&. 89 ]. 
Enfin la quatriéme déterminatrice de l'équation propo- 
fée, pañlant par x°y & x, donne y— 4x". Et la 
fubfitution de AxT'4# à y change la propotée en 
A H2Aux Hunxxvk Aax 3 L3 Aaux TH 
3 Asuux + an + A°bx TT HM2/Abuxk bn'xHh Aix 
ke cux* + Add + ddux 4: f5x—>o. Donc les termes 


x° y" HIS AUS IX 
ÿ° RU}, TA, X TS 

2 < 2 nt 
xy* V produi- KA, 1, % 
x°y {ent K°4, > 

#. j © 

xy XU, % 
x x 


Ici lon obferve la même Régle : mais comme l'expo. 
fant négatif [| — 1 ] de l’ordre d’y à fait naître des termes 
où x a un expofant négatif ; ila falu , pour placer ces 
termes , prolonger le Triangle au-deffous de la Bande fans 


x [$ 80] 


106, Ces 


| 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
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106. Ces Exemples font voir que quand plufeurs ter- 
mes de l'équation propofée font für là déterminatrice ou 
fur quelcune de fës paralléles; en un'mot ; quand ils font 
d'un même ordre ; ils fe transforment en des termes , 
qui , diftribuez fur une même Droite , fe mélent & 
fe logent quelquefois plufieurs enfemble dans la même 
Cafe. 

Ainfi, dans le r. Ex. du &. préc. quand on à employé 
la déterminatrice horizontale , les termes x°y° & cx'y , qui 
étoient fur cette déterminatrice | ont été transformés en 
au ho Ate)x nu (AH Ace ; & des termes 
Bxy°, ddxy, fx, qui étoient fur une Droite paraliéle à 
cette déterminatrice, ont donné bx° 4H (2Ab%Ek dd) xw 
»H (Æ'br4 Add4+ ff) x, qui font encore fur la même 
Droite. 

Donc , lorfqu’on a plufieurs termes d’un même ordre, 

—— 7 ——2 
m rh Ête LG ce din 2 Ge 


comme ax y -H 2x 

jufqu’à ar. qui font tous de l'ordre #+7h puilque 
ÿ[ He] eft de l’ordre ; la fubflitution de Da 7 
à y les transforme en une fuite de termes telle que 
PR dr PL PHP Hi RTL, 2 HG. jufQu'à 


SO, qui font: auffi tous de l'ordre mHnh, & où 
les expofants d’x font une progreffion arithmetique dont 
la différence eft >, & les expofants d’# une,autre progr: 
arith : dont la différence:éft 1. die 


Les coëfficients P , @ ,-R, ét. de cesitermes € -peu- 
vent cälculer ‘parzune »Régle abrégée spareille à.celle .du . 


+ min 
26 ,& fondée fur le même principe. Le terme 4x-y , 
par 
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Mecs b , 
par Ja fubftitution de ##KkAx à y, f transforme e* 
7 mb 1 nt, 2h n—=2 
ÈS +H na Ax L REA x “ 


AN— 1,n— 2 mn b n— 
TR Ro K3 # 3 dc Le terme 
1:82 | 


b re. 


—— 


LD NI 1—1 
fe transforme en 2x an 7 + 


2 
MH 2h n—2 mrk2h 
Le terme. cx a y en cx Æ # 


n-2 M4 2h n— 
AS 4 3 Ge, 
I 


b / M? 
De #73 Ge Donc la fomme 4% 7 Ÿ Le be 
2h n— n43h n— 
+ ea) Le on an y? 3 Gr. fe transforme en 
ax 2 (mA b)x Ge a A 


74 
Et le terme 4x 


22h 21 
si 


254 n——1 
# 


 C 


À A: K'— PALAU ay 3 10%: 


D'où l'on tire cette Régle. 
écrira en prémiére ligne tous les termes d’un mé- 
me ordre, où même toute Péquation , en diftinguant feu- 
lement, pour plus de commodité, les ordres de {es ter- 
mes, & changeant, fi l'on veut, y en #: Je dis fi l’on 
veut; Car on trouvera par expérience qu'il eft plus fim- 
ple de ne point faire ce changement, mais alors il faut fe 
fouvenir que y, qui marque avant l'opération toute la Sé- 
rie ; & pendant l'opération fon premier terme feulement : 
ne marque, pendant la feconde opération, que le fécond 
Irtrod, à PAnalyfe des Lignes Courbes, Bb terme 


Cu, VIT. 
$. 106. 
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terme, & pendant la troifiéme opération, que le troifiéme 
terme, &c. Ce double emploi d’y ne caufe aucune équi- 
voque. On écrira donc en prémiére ligne l'équation pro- 
poiée, les termes étant rangés felon leurs ordres: On mul- 


tipliera chaque terme par lexpofant d’y & par 4 se , & 
en divifant ces produits par y, on aura la feconde Ligne. 
A celle-ci on multipliera chaque terme par la moitié de 


Pexpofant d’y & par 22 & divifant tout par y, on aura 
la troifiéme ligne. Chaque terme de cette ligne fera mul- 


tiplié par le tiers de l’expofant dy & par 47 , & divifé 
par y pour avoir la quatriéme ligne. On continuera de 
même jufqu’à-ce qu’on. n'ait plus que des termes fans y. 
La fomme de toutes ces lignes eft la transformée , qu’on 
ordonnera en: ajoûtant les termes qui peuvent s’ajoûter & 
retranchant ceux qui fe détruifent mutuellement. 

Ainfi, dans l'équation du . préced. fi on veut em- 
ployer la déterminatrice horizontale qui donnoit l’éq : 
x°Y "HEIN Y—O, OUY——6c, On aura A=—0c6,8& 
h—=0o. Et l'opération fe fera ainf: 

L. Ordre. Il. Ordre. HI. Ordre. 
DA AD PE NT NS CII 
x° y Hcx* ph bxy kddxy+ fx 4 4ÿ° 


I 2 . I O 2? 


2 
Xe — Le) — —————Ù—— —— — — 
—20%° y — CCX® — 2b0Xy —cddx — 341yy 

O 3 (e) 2 


? Zz 


Ro HOMX za 
[e) O + 


’: 
Zz 


3 
Pi 


La transformée eft donc x°y° HCc—— 26) X°Y + (cc — 
ca) x re bay  Cdd2be) y rh Cf — cdd + bic) sert 


aÿ —- 
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ap — 345} 34060) — 45 — 0 , où le fecond terme fe x. VI 
réduit à —x*y, & le troifiéme à rien. &. 106. 
Si dans la même équation on veut employer la déter- 
minatrice qui paile par les Cafès cx°y & fx, & qui 
3 


donne y—— ne l'opération {era ainf : 


EX TE IE, IVe Ordres. 
ON man 


PS LR | 
EYE x + x y E ddxy 4 bxyy + 49° 
I 


Ta 


O 
3 mn" — 


2 I 2 3 
x pe #7 J'y 347» 
Ce c C Cx 


O 


Aïnfi la transformée eft cx*y K Cf —f) De 
2f° i ; 2bfy bd 
en) rm) EN EE 


Ke ay} — 32/99 ze 34f "y af —o, dont le fécond 
“ne cx x c'x° mn à 
terme difparoit, 


107. ON Peur tirer de cette obférvation divers 
moyens d’abreger le Calcul des Séries. Il feroit ficile d'en 
déduire une maniére aflez fimple de calculer la valeur du 
terme qui remplit une Cafe affignée après un nombre de 
transformations quelconque; de Rpiéce que copnoe 

BD 2 au 
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Cu.VIL. auf par quelles Cafes paffe la déterminatrice de la dernié- 
$#%% re transformée, on aura l'équation qu’elle fournit, & par 

conféquent le terme correfpondantde la Série, avec beau- 
coup de facilité Mais ce n’eft pas ici le lieu d’épuifer 
cette maticre. Voici une remarque plus néceflaire à notre 


72 cos 72h p=2 
deffein. Si la fomme ax y pce LEE ÿ 


dc. des termes d’un même ordre quelconque, eft divifi- 


ble , une ou plufieurs fois, par ET qui cft la va- 
leur d’z, la fomme des termes auxquels ceux-ci fe trans- 


forment [ en mettant #+Hk4x pour y] eft auf divifible, 
le même nombre de fois , par # ; puilque ces deux fom- 
mes ne différent que par l’expreffion. Or les termes de la 


transformée conflituent [ $. 106 ] une füite Px°7 #7 


7kD .n— e 2 ; ; 
Qx7 ame. Le REP 2 Ge, qui fe termine 
1 n—0)YD 2 77 VE. 
par les termes + Xx/771 ( 2)h LH Tx EG 1)b,, Ce: 
r 77, ? 3 . 1e “ 
Zx/P"E%D Cette faite ne peut être divifible par z#, à 
moins que le dernier terme ne manque, & que Z ne foit 
zéro. Elle ne peut être divifible par ##, ou deux fois par 
æ#, fi fes deux derniers termes,  & Z ne font pas zéro. 
Afin qu’elle foit divifible par #° , ou trois fois par #, il 
faut que X, T & Z foient zéro. En général autant de 


fois que #, ou plûtot y=— AP qui eff fa valeur , divife 
la fomme des termes d’un ordre quelconque, autant man- 
que-til, à la transformée, de termes de cet ordre für les 
prémiéres colomnes. Car les termes Z, T,X, &: font 
ceux qui ont leurs places fur la prémiére , fconde.; troi- 
fiéme, &c. colomnes. 


Donc, puifque y — 47 —0 eft une des racines de 


l'équation que fournit la déterminatrice; y — A divife, 
au 
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au moins uné fois, la fomme des termes qui font fur cette Cu. VIL 


déterminatrice. Ainfi, il manque néceflairement à la trans- 
formée le terme qui devroit être au point où la détermina- 
trice coupe la prémière Bande verticale. Et il manquera 
à la transformée les deux termes dont les places font les 
points où la déterminatrice coupe la prémiére & la fecon- 


de colomne, fi y— 4x divifé deux fois la fomme des 


termes qui font fur la déterminatrice, fi y AP — 0 
eft une racine double de l’équation que fournit cette déter- 


minatrice,. Mais fi y—4x°—o eût une racine triple 
de cette équation, il manquera à la transformée les termes 
qui devroient être où la déterminatrice croife les trois pré- 
miéres colomnes , & ainfi de fuite. 


108. Si donc PQ _repréfente une déterminatrice , & 


L 


uc — AxŸ—o foit une racine fimple de l'équation 
q D ° . “ P q 
qu’elle fournit, il ne manque à la transformée , fur cette 


déterminatrice , que le terme qui devroit remplir la Cafe 
Q fur la prémiére colomne QO: du moins il ne lui man- 
que pas le terme q fur la feconde colomne, Pq eît auf 


ifs 107 


Hg — XX — 


AN LABEL PE 55 
Bb 3 déter- 


Q 
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CRUE déterminatrice de la transformée ; car tous les termes de 


la transformée font au-deffous [ ou au-deflus ] de Pa, 
comme létoient tous les termes de la propofée [ 4. 109 ] ; 
mais c'eft une déterminatrice inutile, parce que Pq, étant 
partie de PQ, a la même inclinaifon que PQaux li- 
gnes & aux colomnes.  Ainfi PQ ayant donné y — 


x , Pq donneroit # me C$. 85]. On ne doit 
plus employer Pq après avoir employé PQ [ 4. 
103 ]. Mais du point q'il part une autre détermi- 
natrice ; qui porte fur la plus haute [ ou la plus ba£ 
fe ] Cafe pleine de la prémiére colomne qO, & qui 
donne une équation par laquelle on détermine le’ fecond 
terme de la Série. 


Que fi ES eft une racine multiple de lé- 
quation fournie par la déterminatrice PQ, par ex. une ra- 
cine triple ; alors dans la transformée les Cafès Q, q, 7, 
reftent vuides , & la déterminatrice Pp fe termine à la 
Cale R fur la quatriéme colomne [ &. pr. ]. Il eft inutile, 
par la raifon alléguée [ & 103 ], de confidérer encore cet- 
te déterminatrice, mais il en part une (RS) de la Cafe KR, 
qui peut fe terminer en S à la prémiére colomne , & c’eft 
la feconde déterminatrice qui donne une équation par 
laquelle on trouve le fecond terme de la Série. 


Il: peut arriver auffi que le terme S manque , & que 
la déterminatrice RS f termine à quelque autre colomne 
que la prémiére, comme en T; & alors ce point T don- 
ne naiflance à une autre déterminatrice TV ; & fi celle-ci 
ne va pas à la prémiére colomne , mais fe termine plûtôt , 
il part de fon «extrémité une autre déterminatrice , & de 
celle-là peut-être encore une autre &c. jufqu'à-ce qu’on 
vienne aboutir à la prémiére colomne. Chacune de ces. 
déterminatrices | aÿant fon inclinaifon particuliére aux li- 

gnes 
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e. . e Hl o 
PAIE 

NEO O0 
KÆ—K—#Kk—K 07.0 o 
PA NE CNT RECTE E 


gnes & aux colomnes , donne un expofant particulier à la Ca. ir. 
puiffance de x dans le cond , [ ou troifiéme, quatriéme, $: 1°ê. 
&c. ] terme : ce qui fait que la Série fe fourche en autant 
de Séries qu'il y a de racines dans toutes les équations 
que fourniflent toutes ces déterminatrices. Mais fans trop: 
s’embaraffèr de cela, il fuffit de prendre la déterminatrice 


RT , qui part du point R extrémité de la prémiére déter- 
minatrice népgligée PR, & de faire ufage de toutes les raci- 
nes de léquation qu’elle fournit. Une de ces racines eft 
4—=0; la fomme des termes qui: font fur cette détermina- 
trice RT étant divifible par , puifque RT ne va pas juf 


L 


qua la prémiére colomne qui eft la Bande fans . Em- 
ployant donc cette racine pour avoir la transformée  füi- 
vante, il fudra à » fubituer O+2 [& 102 |], ce qui 
n’eft qu'écrire z pour z. Ce changement laiflè tous les 
termes de l'équation dans leurs places, Ainf la transfor- 
mée fuivante a les mêmes déterminatrices que la précéden- 
te : & comme on a déjà employé PR & RT, on viendra 
à la déterminatrice TV, tout comme fi on avoit paflé d’a- 
bord de PR à TV, la racine 4— 0 de l'équation fournie: 
par RT faifant le même effet que fi on avoit négligé RT. 


Et 
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Et il en froit de même, fi la déterminatrice TV, n’abou- 
tifloit pas à la prémiére colomne, mais étoit accompagnée 
de quelques autres déterminatrices. 


109. On voit par-là quelle route il faut füivre pour 
calculer les rerwes srréguliers de la Série. lJ'apelle de ce 
nom ceux qui font donnés par des équations qui peu- 
vent avoir plufieurs racines , réelles ou imaginaires. Mais 
il eft difficile que cette efpèce de défordre dure long-tems. 
Car aufñi- tot qu’on fera venu à une déterminatrice, dont 
l'équation n’a point de racines multiples [ ou dès qu’on 
employe une racine fimple, fi cette équation en a de fim- 
ples & de multiples ] il ne manquera, à la transformée , 
des termes qui ont leur place fur cette déterminatrice , 
* par ex. RS, que le terme S qui devroit être fur la pré- 
miére colomne [| &. ro7.]. La déterminatrice de cette 
transformée partira donc de la Cafe T ; la plus haute [ ou 
la plus baffe ] de la féconde colomne , & portera fur la 
Cafe V, auf la plus haute [ ou la plus bafñle ] des Cafes 
pleines de la prémiére colomne. Donc , dans léquation 
que donne cette déterminatrice TV, la variable inconnué, 
# par ex. ne monte qu’au premier dégré, puifque T eft 
für la féconde colomue qui eft la bande z; & cette équa- 
tion n'aura qu’une feule racine ; qui furement {era réelle 
[$ 94]. Et dès-lors la Serie dévient réguliére , parceque 
toutes les déterminatrices füivantes partant du point T , 
on ne tombe plus dans des équations qui ayént plufieurs 
racines. Tous les termes fuivans de la Série peuvent mê2 
me fe calculer avec plus de facilité par la Méthode qu'on 
va expliquer. 


tro. Je su»rosx qu'on foit venu à une déter- 
minatrice , dont l'équation aquelque. racine fimple | & 
qu’on employe cette racine.” Pour faciliter Pexpreffion ; je 
la 


DES SERIES: 201 


là nommerai la prémiére déterminatrice , en fafañ} abftrac- 
tion de toutes les précédentes | s’il y en a-eu Quelques - 
unes. J'apellerai aufñi l'équation qu’elle fournit, l'équation 
propofée , quoiqu’elle puifle être une des transformées. 
Que » défigne l’ordre des termes par lefquels’ pañte 


cette prémiére déterminatrice, & que y— 4x" =—0o foit 
une racine fimple de l'équation qu’elle fournit. En fubfi- 


h x 
tuant x kw à y dans la fomme des termes de l’ordre 
# , Celui qui devroit être fur la prémiére colomne feroit 


7n : # . . 
x” [6 105 ]: nous négligeons le coëfficient , dont il 
ne S'agit point ici. Mais ce terme manque, puifque y— 


A ef fuppofée divifer la fomme des termes de l’or- 


dre ». [ $. 107 ]J. Le terme D qui fuit, tom- 


be für la feconde colomne, & la Cafe qu'il remplit eft la 
plus haute [ ou la plus baffe ] des Cafes pleines de cette 
colomne. Siz=—=# eft l'expofant des termes du fecond 
ordre ; [le figne — eft pour les Séries defcendantes , le 
figne # pour les afcendantes ] , le terme le plus haut [ou 


le plus bas ] de la prémiére colomne fera x? 7”. Ainf 
la déterminatrice de cette transformée portant fur les Ca- 
PR, & 2 donnera de By el ie 
— BF? pour le fécond terme de la Série. La diffé- 
rence x des expofants » & h—=» du prémier en & 


h 
du fecond Bx° 7” terme de la Série, eft donc la même 
que celle des expofants # & #==n du prémier & du {e- 
cond ordre. 


. 7 
Dans toutes les transformées fuivantes, la Cafe x p: 


reftera pleine, z fe changeant fucceffivement en #, s, 7, 
Iatrod. à P Analyfe des Lignes Courbes, Cc dé. 
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St. & toutes les déterminatrices füivantes partiront de: 
cette Cafe pour atteindre la plus haute [ ou la plus bañe ] 
des Cafes pleines de la prémiére colomne. Elles portent 
fucceffivement fur les diverfes Cafes de cette colomne 3 
. parce qu’à chaque transformation la Cafe par laquelle à 
pailé ln déterminatrice fe vuide [. 107 ] : mais, d’un au- 
tre côté ; chaque transformation remplit quelques nouvel- 

les Cafes de cette prémiére colomne | &. ros ]. 
Ainfi quand on füubftitué , dans la prémiére transfor- 
A 


mée, Bx +7 à #, les termes du prémier ordre #7 


; MEN MEN mm ñ 
rempliflent les Cafes x a X , > PéEre. C6 


2 
& les termes du fecond ordre #==# rempliffent auf les 


MEN MIN ; MEN -. 
Çafes 4° Lx 37 Ge: en général x ? 
marquera un nombre entier quelconque |. Mais la même 
fubfitution dans les termes de l'ordre #—p remplira, fur 
+ CE CES ET) 
la prémiére colomne , les Cafes x P RATE 
MEDTE2n MEpTFÎN 
x de. BEI 


» 
’ 4 
en général # 
. M=E27 RSR 
Six" ‘  { trouve être la Cafe pleine la plus haute- 
[ ou la plus baffle] de la prémiére colomne , la troifiéme 
see 1m — ME 2n 
déterminatrice paflera par x 2 & x , & don- 
b—=2n 


nera 2: —=Cx . Etf enfüite x” 737 cft la plus. 
haute [ ou la plus baffe ] des Cafès pleines de cette co- 
lomne , on aura Dre & ain les expofants 
fuccefifs de x dans les termes y, #, 7, sr, dre. de la Série 
feroient b, bn, bon, b— 3n dr. en progreflion 
arithmétique dont la différence cft . La Série n’auroit 
point d’autres termes , s’il n’y avoit dans l'équation pro- 
pofée point de termes que ceux des ordres #7 & mn». 
Toutes les transformations à l'infini ne donneroient que 


des; 
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EE : MIA Cu VIL 
des termes compris fous cette expreffion générale x77 77 HE 


[7 eft un nombre entier quelconque ou même le zéro de 
Mais $il y a dans l'équation propofée des termes d’un 


CE 
autre ordre, dont l’'expofant foit »==p, la Cafe x Re 
fera une fois la plus haute [ ou Ja plus baffle ] de la pré- 
miére colomne. Alors la déterminatrice , qui part toûjours 


de la Cafe pee [ ou Gr 
donnera #== Bx PT #7 "KR È  pÈT 


CRE ou FD TP &e J} Le terme où x a pour 
expofant —=p eft donc un des termes de la Série, 


a 


= Ds 
La füubflitution de Bx Ph à # [ ou de Ge P, ps 
à ?, Gt. ] dans les termes des ordres 7j" remplira; 
CE 


dans la prémiére colomne , les Cafes x 
MIRE 2 NmTEIN TE rs 
x Ar an 4 x 3? dr. Cette prémiére co- 
lomne acquerra donc des termes que repréfente Pexpreffion 
pr MENT L Fes 
générale x 7/7, Et la déterminatrice portant füc- 
ceflivement fur ces termes, donnera à! la Série les termes 


2 


: bin 
Compris fous cette exprefion x 7" "7? 


| On ne fait ici attention qu'aux expofants. Dans les 
équations particuliéres' il fe peut faire que quelques - uns 
de ces tCrmes}| aient le zéro pour coëfficient. Il auroit 
été plus exaët de dire qu'il n’y a dans la Série aucun 
terme qui ne foit renfermé fous l'expreflion générale 
HxV/ IP 


Sil y avoit dans l'équation propofée un quatriéme or- 
dre de termes, dont l'expofänt fut = 7; l'expreffion gé- 
Cc2 nérale 
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4 ,. . b —1? TE, ; a = 1 
nérale des termes de la Série feroit épée SU, JPTI4 
& ainf de fuite , s'il y a un plus grand nombre d'ordres. 


111, Ainfi quand on eft parvenu, dans le calcul d’u- 
ne Série, aux serres réguliers, C’elt-à-dire, quand on eft 
venu à une déterminatrice dont léquation n’a point de 
racines multiples, ou qu’on ne veut employer qu’une ra- 
cine fimple de l'équation que donne une déterminatrice ; 
on trouve aifément la fuite des expofants de x dans les 
termes fuivants de la Série , en prenant les expofants #, 
mœn,m=Ep; Mg, Ot. de tous les ordres des ter- 
mes de l'équation , & les retranchant tous du plus grand 
m [ ou ôtant de tous le plus petit #7 ] pour avoir les diffé- 
rences 7,p, 4,0% Puis on pofera 2, expofant du prémier 
terme , qui eft donné par la prémiére déterminatrice, & on 
lui ajoûtera , ou on en retranchera , fücceffivement les 
multiples #,2#, 32, ©. de la prémiére diflérence. A 
tous ces termes on ajoûtera enfuite, ou en retranchera , 
fucceffivement les multiples p, 2p, 3p, ét. de la feconde 
différence ; & à tous les termes déjà écrits on ajoûtera, ou 
on en retranchera, les multiples 7, 24, 37; €. de la troi- 
fiéme différence. On continuera de la forte, jufqu’à - ce 
qu'on ait épuifé toutes les différences. Enfin on rangera 
cés expofants felon leur grandeur. 

La progreifion arithmétique qui commence par » & 
dont la différence eft le plus grand commun divifeur de 
n,p,g, ©t. renferme tous ces expofants. Mais elle con- 
tient auf d’autres termes, non néceflaires , à moins que 
la plus petite différence # ne foit le commun divifeur de 
toutes les autres. 


112. Par cette Régle, on a la forme de la Série, c’eft- 
à dire, la fuite des puiffances de x qui forment fes termes. 
Mais 
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Mais il faut de plus avoir leurs coëfficients. On les cal- ex vir. 
cule affés aifément en fuppofant à chacune des puiffänces $:112. 
de x*qui entrent dans la Série, un coëfficient indéterminé 
A,B,C,D, ét. en fubltituant, dans l'équation , au lieu 

d’y cette Série indéterminée qui en repréfente la valeur, 

& en déterminant l’un après l’autre chaque coëfficient 4, 
B,C, D, dt. par les équations qui fe forment en éga- 

lant à zéro chaque terme de la transformée. En un mot, 

on calcule ces coëfficients par la Méthode des indétermi- 

nées , que Des CarTEs , & après lui tant d’habiles 
Géométres, ont employé avec un fi grand fuccès pour la 
réfolution des plus beaux Problémes. 


Exemple I. Soit propofée l’ég: 6x7— 2 x°y° — 
ax y 4x y + 24xx — 34xy»k 4yy — 0. On de- 
mande la valeur d'y en x par une Série afcendante ? 

On mettra l'équation fur le Triangle analytique, & 
puifqu’on veut une Série afcendante, on cherchera fes dé- 
terminatrices inférieures. Elle n’en a qu’une , qui donne 
léqg: 4 yy—34"xy #24 xx — 0, où Jy—3xy+2%xx 


—o , qui a deux racines fimples y—x, & y— 2x, en 
général y— 4x. Donc 2—1. En menant des droites 
paralléles à la déterminatrice par tous les termes de l’équa- 

Cc 3 tion 
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tion, on voit qu’elle eft compofée de trois ordres. Le 
premier, qui contient les termes 4'yy, 34°xy, 24°xx par 
lefquels pañle la déterminatrice , a 2 pour fon expofant, 
parce que cette droite coupe la prémiére colomné au cen- 
tre de la Cafe x*. Le fecond renferme les termes 4x4, 
& + 44xy, & fon expofant eft 4, parce que la droite 
qui pafle par les Cafes x*y* & x?y vient couper la pré- 
miére colomne au centre de la Cafe x*. Et le troifiéme 
ordre, qui eft compofé dés termes — 2x/y* & 6x/, a, 
par une raifon pareille, 7 pour fon expofant. On recon- 
noitra également bien ces trois ordres, & leurs expofants, 


en füubftituant dans l'équation au lieu d’y fa valeur. 4x? 
— Ax ce qui la change en 6x7—2 A°x7 — A°a°xt 
4 Anxt ro a xx— 3 Auxx Hs Aaxx—©o, où lon 
voit clairement que les deux premiers termes font de l’or- 
dre 7, les deux füivants de l’ordre 4, & les trois derniers 
de l’ordre 2. Comme ‘on veut une Série afcendante, on 
ôtera le plus petit expofant 2 des autres 4 & 7, & on aura 
les différences 2 & 5. On cherchera donc les nombres com- 
pris fous l’expreflion générale hr »Kk7p où 1+ 27 + «y, 
en pofant 1 [2], lui ajoûtant les multiples de 2 [7], & 
ajoûtant à tous ces nombres les multiples de s[]. On 
aura 150305 79195 11, &C. 

6,3,10,12, 145 16, &c. 

11°, 01Ce 

16; &c. 

21, &C 


qui, rangés felon leur grandeur, font, 1,3, 5,6, 7, 8; 9» 
10,11,&c. La forme de la Série fera donc y — Æx + 
B> rh Cx' rh D *x° Ex? »f4 Fx° -H dc. Qu'on fubfituë 
cette valeur d’y dans l'équation, & on aura 


6 x? = 
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i fe 112, 
Gx7 — : 


—2x"yy—= X —— Üc 


—n# x y — A AÏXÉ —20 ABX— X — 29 AC — À 


TAB" x8, — Éc. 

aa x y — + 44/Axt + 441Bx° * + 44Cxt LE dc. 
24xx— 24a$xx 

pe — 345Cx$ —34a Dx — 3aEx Le. 

as yy— +8" Lx +245 A BXL 245 ACx5 +24 ADx7 + 24 AEx"+ dc. 

Ha Bixt + » aa BCx LE dre. 


En égalant fucceñivement chaque terme à zéro , on 
aura ces équations 


24 — 34 A+ a AA—=O; où AA—3A+2—0o 

—4 A +448 A— 3 B#k2x AB—0, 

où AA— 4 — 244 A—3na) B 
—24" AB+44 B—34 C+24 AC+4 B'—0, 

OÙ 2 AB— 4B—1aBB— (244 A—;ar)C 
G—2A°—34;D 24 AD —0, 

où 2ÂAA—6—(24aA—34a) x D 
—24" AC—a" B'#44 C-3a'E+-24' AE-k24BC—0, 

OÙ 2 ACHB°—4C— 28 BC— (24 A—3a )E 
dc 


Defquelles on tire les valeurs de 4 B, C.D, E, &r. 


A— }; 


CE 244 À — 324 — 
D 244— 6 re 

— (2444 3a8)a 4 
E- 2ACHBB-4C—24 BC 


244 — 34 
0 


Cr. VIL. 
ÿ. L12. 
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x? 


Il y a deux Séries afcendantes y—x +— # 


3 
44 


Exemple 2. Soit propofée léq: x7 — 4° x? y 
ax y 4 ay — 2a°xy H 4a°xx — 0, d’où l’on demande 
de tirer la valeur d’y en x par une Série afcendante ? 

On mettra cette éq: fur le Tr: anal: & on cherchera 
les déterminatrices inférieures. Il n’y en a qu'une, qui 
donne l’éq : #'yy—24'xy K 4°xx—o , où y} —2xy + 
xx —0 , qui a deux racines égales , ou une fcule racine 
double y—x. Il faut donc [$. 102, 108 ]. fubñituer 
x+# à y dans l'équation propofée , & elle fe réduira à 
x7 Ha xèu vi 4x n° ke a'uu — 0, qu’on mettra auffi fur 
le Tr: anal: Elle y a deux déterminatrices inférieures , 

3 
dont l’une donne l’'éq : #44" 4°x°4 — 0, ou # = 


*k 


A 
V4 


+. 


4 
x 

TS zs ? 
mr L'un 


& l’autre expofant d’x furpañle le précédent : ainfñ ces deux 
déter- 


& l’autre donne 4x°#Hx7—0o, ou #—— 
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déterminatrices font utiles. Mais il fufit [$. 108 ] de con- 


# I 4 . x 
fidérer la prémiére, qui donne # ns — Ax , Ceft- 


à-dire h—3, & A=——. En fabfituant Æx', ou 


fimplement x’ , dans l'ég: &7 ax Laxu + dun — 
o, elle fe change en x7 Æ4°x° ax 4 4x" —© 0 , où 
lon voit trois ordres de termes, dont les expofants font 
6,7, 8, & les différences 1,2. Comme la plus petite 
divife la plus grande , la fuite des expofants d’x fera la 
progr: arith: 3,4, 5, 6, &c. dont le premier terme ct 
3[2], & la différence 1 [7]. La forme de la Série fera 
donc # — Ax° rh Br Cx He Dxf dc & cette valeur 
d’x fubftituée dans l'équation donne 


AUX CNRC NP CU 
aus AS + 4Bx7 LH aiCx Las Dx + a Ex° +Ëa 
harxnt— + + + a 4x + 241ABx° L 24 ACx"° + Üce 
+ 2 BBx'°Lüc. 
asus A°xS 245 ABx7+2a ACx Los ADx? 4-24 AE x"° + Üc. 
+ 45BBxt LE 245 BCx° La BDx"° + Ÿc. 
+ 45CCx'° LE Ÿe, 


7m 


D'où l’on tire, en égalant chaque terme à zéro, 


23 L « è ; ï 
CA Ra54A4—O , .:. à: ! . c'eft-à-dire; 4=—77 ou 40 


14824480 : : : 


aC+ 4 44 + 245 ACL 4 BB— 0 . 
a D + 24 AB + 24$AD LH 24B0—0 . . . D— 


a E24 ACHa?BB-205 AE 24 BD+4 (C0. .E— 2 
Êc. Êc. 


Intro, à P Analyfe des Lignes Courbes,  Dd 


LE] 
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Ainfi # s'exprime par deux Séries , à chacune defquelies 
3 


EN: x 
ajoutant x, on aura ces deux valeurs d’y, J=X— + 


4 $ 6 7 + 5 
hr 2X 2X 7X x x 2X 
ne HER ZE de & px %—* 2% 
4 4 4 4 4 a A 


6 


7 
X > » fa - 
UT gr Cette derniére eft précifément celle qu’auroit 
11 


“4 
LA . Li -. . X 

donné la déterminatrice dont l'équation étoit #—— —, 
4 


Car, en fubfituant #* à # dans l’éq: x7 Hay Laxtn 
H æ'ux—o, on la change en x7 + 47x7 at 5e 
—0, où l'on voit trois ordres de termes dont les expo- 
fants font 7, 8, ro. Les différences font done 1,3, & 
comme la plus petite divife la plus grande, la fuite des ex- 
pofants d’x cft 4, 5, 6, 7, &c. & la forme de la Série. 

J—= Axt #4 Bx +Cx° dre. qui, par la détermination des 
: 22 


#4 6 
RE TS 7 


Lei : X 
coëfhcients fe convertit en — Den 
Ainfi cette déterminatrice ne donne que la feconde des 
deux Séries qu’avoit fourni l’autre. 

Exemple 3+ On demande une Série deftendante , 
qui donne la valeur d'y en x tirée de cette éq : x? 
34X°Y° FH 3x y HAXX — 2x) — 4Ÿx + A — ©. 

L’ayant mife fur le Tr: anal: on ne lui trouve qu’une 
déterminatrice fupérieure qui donne l’ég : XV Hi 3ax° y + 
24° x y Hax—0, ou, divifänt par x°, y za K3ay 
+ # —o dont la racine unique, mais triple, eft I=2. 
On fübftituera donc 4+ # à y dans l'équation propoñée, 
&.on la transformera en x? —— 4° x 4 45 —0o.  Celle- 
ci, mife für le Triangle, a deux déterminatrices fupérieu- 
res, dont l’une donne x°#—#xu—0o, où 4 —— 
HE 4 x & l’autre — 2x + 4 —0o, où 4 —4 x", 
IL füffra d'employer la prémiére [$. 108 ], qui donne 

AY — 
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b—=—>3 ; & füublituant x — "2 à » dans la transformée, Cx.Vir. 
S- 1144 


on la changera en x"? 715 1 p5x0 —0 »>oùilnya 
que deux ordres dont les expofänts font: &'o. Il n'y a 
donc qu’une différence 1; la fuite des expofants eft —+, 
1, é—2,8&c. & la forme de la Série 4x —""? 
KBx—"HCx—#? de. Cette Série fubftituée à 4, 


= Ar 3 AABx°+ 3 AAC T4 3 AADxT : + 3 AAEX + êt, 
+34BB +6ABC +6ABD 
»k 3 ACC 
+ B' >» 3 BBC 
BRUT Axe 8 Br RCE hp Dx— Ex à — 


rH 4 — K 4° 


donne ces équations 


3 “ . H: 
LL — 8 A0 ...... Ceft-à-dire A=HE4".. où A—o 


3-1AB— Bu 5 0 " = CCR B— a 
3 AAC +3 ABB (BE ia Co 
3 AAD 4 GABC+B— à 181. D —4 
7 in 4%,,,E—0 
JC 


dc Ÿ'c 


On a donc trois Séries defcendantes qui donnent Ja 
valeur d'en x, favoir, 2 — 4" x — — Axe 
RO LG X AOE Q — Ge p gere 


: 1 
2 — 44% 
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Cu, VIE —2% 20% Eh QE QT Le 1 SE ee 
SE Bu—aax — La x? de. Cette derniére eft jufte- 
ment celle qu’auroit donné , un pet plus fâcilement , la 
feconde déterminatrice qui donnoit #=—#x—1, (Car 
x" fubflitué à # dans l’éq : x° 47 — mxm La — 0 la 
change en x—"— 4" + 4—o : ce qui manifèfte deux 
ordres, dont les expofants font — r &o. Il n'ya donc 
qu'une différence: 1 , & la forme de la Série eft 4x —" 
K Bx C3 24 Dx —+ dc. valeur qui étant fubf- 


tituée à # dans l'équation , 


DUT = 0,0 AIX 4 SA ABXT ES A ACX PR3AADx" #E 8e, 
+3ABB + GABC 
+2 
AU AB C2 — De 3 a Ex 4 Ce. 


+ = #4 


donne ces équations 
AA a — 00 5. Le c'eft-à-dire, 4 — 4° 
A5 — n° B—0 oiobe so fs Ti X 0 4 
3AAB— 8C—0 , , . ." ., . : : 
3AAC+3ABB— a D—Oo . . , . . 
© 3 AAD + GABC+ B— &E — 0 
Qc. 


Donc #— 47 5 4 NT LE 2 48 NT Le 10 45 x —* 
Ra494x*  Ainfi là valeur cherchée d’ y en, x s’ex- 
44 


prime par trois Séries-defcendantes | y — 74 7 # £ — — 
, X 2 


113. Ajoû- 


DES SERIES. 13 


113. AJoûrons une Remarque , qui frvira dâns là Ex. vit. 
fuite. On a vû [&. 110] que quand la Serie eft réguliére, ?* 53: 
c'eft-à-dire, quand on fait ufage d’une racine fimple de 
l'équation que fournit la déterminatrice , la différence [ 7] 


des expofants dx dans le prémier & le fecond. [ 4 Je : 


bn KL : ee 
Bx ” ] termes de la Série cft égale à la différence des 
expofants {#,"—-2] du prémier & du féconidi ordre des 
termes de l'équation. Il n’en eft pas de même d’une ra- 


cine Je fre qui féroit multiple. Si le dégré de fa 


. . Q “ . h . . . 
multiplicité eft 7, c’eft-à-dire, fiy— Ax divife j fois la 
fomme des-termes du premier ordre # , pourvû qu'elle 
ne divife point la fomme des. termes du fecond ordre # 
4, la différence h—; des expofants du prémier & fe- 

% h 7 ñ 
cond terme de la Série 4x #KBx , de. fera égale à — , 
qui cft la différence # des. expofants des ordres #7, & » 
2 divifée par 7 , de forte que, dans le fécond terme, 


l'expofant d’x fera [:=] = Fe 


Car puifque' y pus eft une racine dont le dé: 


gté de I+ multiplicité ef 7, quand on aura fübftitué Da 
F# à y, il manquera, à la transformée, les termes 
qui devroient être aux points où lat déterminatrice coupe 
les 7 prémiéres’ colomnes [$: 107], c’eft-à-dire, les termes 
Rs x 4, x” LT) dc. jufqu’au: terme ump, 
qui fe trouvera à l'extrémité dé cette! prémiére détermirias 
trice.… C’eft donc de ce terme que part la feconde 


. 


> qui 
portera. für. le prémier terme du fecond ordre x” T7, 
Dd 3 dont 


LI 


Cu. VII. 
S. 115: 
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| b 

dont la Cafe ne f&ra pas vuide, puifque y—Ax ne di- 
vifé pas la fomme des termes du fecond ordre. Ainf l'é- 
quation, que fournit cette fèconde déterminatrice , eft de 


 — jee 
OM B rx SOU AE 


= — 


cette forme x 
B 


+ ñn 
fecond terme eft donc h— + 


: MURS 1, } "n 
1,2 n—m E) » oit #—Bx? Æ ; , L'expofant du 


Cette Remarque fert à difcerner , fans calcul, fi une 
Série qui a fon prémier terme réel , n’eft point demi- ima- 


ginaire ; dans le cas où laracine y — Ax —0, qui don- 
nc le premier terme , divifant plus d’une fois les termes 
du premier ordre #7, ne divife point ceux du fécond 
A; ce qui eft un cas aflèz ordinaire. Alors fi, dégré 
de la multiplicité de cette racine , eft un nombre pair, & 
ñ » différence des expofants des ordres, un nombre im- 


n 
pair; le fècond terme [ Bx? +77] de la Série eftà demi 
imaginaire | . os ] : il eft fürement réel, fi 7 it impair ; 
mais # & 7 étant tous deux pairs, il fra ou récl ou’‘ima- 


; RTE m—jh 
ginaire, flon que les coëfficients des termes x” 7 “) & 


MEN sr. À 
x auront ou différents fignes :ou même figne [ $-o5]. 


Or c’eft de ce feécond terme qu’il dépend que la Série foit 
réelle, ou imaginaire, en entier ou à demi. Car l’équa- 
tion qui donne ce terme, dans le cas dont nous parlons, 
n'ayant que deux termes, n'aura point de racines multi- 
ples. Ainfi dès-lors la Série eft réguliére ; & tous fs ter- 
mes dès le troifiéme font réls [ & 109 ]. 


14 ee 

Nous renvoyons à donner des Exemples pour éclaircir 

& confirmer cette Remarque , lorfque nous aurons occa- 
fion 
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fion de l'appliquer. [$$. 138. Ex. IT. 141. Ex. II, &c. ] 
1l eft tems de faire ufage de tous ces Principes pour la re- 
cherche des Branches infinies des Courbes. Nous pañe- 
rons enfuite à l’examen des Points finguliers. 


CPHPA PAUT RE III: 
Des Branches infinies des Courbes. 


114. UE Branche infinie de Courbe. s'éloigne infini- 
ment ou de PAxe des ordonnées , ou de l’Axe 
des abfciffes, ou de l’un & de l’autre. Les Branches À, a 
s’éloignent infiniment de l’Axe des ordonnées, mais non 
pas de celui des abfifles : auffi leurs abfifles infinies 
ont- elles des ordonnées finies ou même infiniment peti- 
tes Les Branches infinies B, b s’éloignent infiniment de 
PAxe des ablcifles, & non de celui des ordonnées , parce 
que les ordonnées infinies ont des abfciffes finies où inf- 
niment petites. Et les Branches infinies C, c s’éloignent 
infiniment des deux Axes : les abfciffes infinies ayant des 
ordonnées infinies, & réciproquement. 
On trouvera donc les Branches infinies d’une Courbe, 
€n° cherchant quelles ordonnées répondent aux abfcilès 
infinies , & quelles abfifles répondent aux ordonnées infi- 
nies : Où en examinant ce que devient l'équation de la 
Courbe ‘par la füppofñition d’x- ou: d’y infinies [S. 92]: 
Ou encore, en cherchant le prémier terme des Séries def. 
cendantes qui donnent la valeur d’y'en x, ou d’x en y 
[$. 102]. Car tout cela n’eft qu'une même chofe. 


trs. Mais le prémier terme dé la Série ne füffit pas 


toûjours pour s’aflurer de la nature , & de la poñition , 
| ou 
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ou même de l’exiftence , des Branches infinies : il faut Cx.v'lr. 
fouvent aller plus loin , & calculer un certain nombre de $: 115: 
termes de ces Séries. 

Pour être plus bref & plus clair, je fuppoferai qu'il ne 
s’agit que d’une Série defcendante qui donne la valeur d’y 
cn x. Rien de plus aifé que d'appliquer ce que j'en vais 
dire à une Série qui donneroit la valeur d’x en y. 


Dans la Série defcendante 7 HE DC FDX 
dc. les expofants b, :, #, /, 6. vont en diminuant , de 
forte qu’à fuppofer x infinie , chaque terme eft infiniment 
plus petit que celui qui le précéde : & à füppofer feule- 
ment x extrêmement grande, chaque terme eft beaucoup 
plus petit que celui qui le précéde, & beaucoup plus grand 
que celui qui le fuit [ . 09 ]. 

Chacun de ces termes exprime l’ordonnée d’une Li- 
gne, Droite ou Courbe, dont les équations, [ en nom- 
mant x l'ab{ciflé commune, & y, #, #,s, &t. les ordon- 


nées ] feront phéeyoe 5; 4 —#* , t=Cx , De DK dc. 
l’'ordonnée Ÿ de la Courbe propofée étant égale à + 
2H: Üt. 

Si cette Série y+z+z#s, de eft imaginaire, l’abf 
cifle infinie a , dans la Courbe propofée, une ordonnée 
imaginaire, & la Branche infinie que devroit défigner cette 
Série eft imaginaire. Et fi toutes les Séries defcendantes 
que peut fournir l'équation d’une Courbe font dans le 
même cas, cette Courbe n’a point de Branches infinies. 
Or uh feul terme imaginaire rend la Série: entiére imagi- 
naire. p 

Si la Série pH a+ de, eft à demi-imaginaire | & 
pour cela il fuffit d’un ful terme qui le foit], des deux 
abfciffes infinies , la poñitive & la négative , lune à une 
ordonnée réelle ;: Fautre ‘une imaginaire. Et fi l'équation 

ne 
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Cx.VIIL ne fournit point d’autres Séries, la Courbe n’a des Bran- Pz 1x. 
#15. ches infinies que d’un côté de l’Axe des ordonnées, 

Mais fi la Série yHkwwHz-s, dv. na rien d’imagi- 
naire, les deux abfaiffes infinies, la poñitive & la négative, 
ont des ordonnées réelles : la Courbe jette des Branches 
de part & d'autre de l’Axe des ordonnées. Une Série 
réelle indique ainfi deux Branches infinies , une du côté 
poñtif & une du côté négatif. 

Pour favoir donc précifément le nombre des Branches 
infinies d’une Courbe, il faut compter au jufte le nombre 
des Séries, réelles & demi-imaginaires, qu’elle peut four- 
nir; & dans ce compte une Série qui f& fourche en deux, 
trois , quatre, ou &c. fait deux, trois , quatre , ou &c. 
Séries. 

Aïnf il eft néceffaire de calculer, au moins , tous les 
termes irréguliers de chaque Série , pour être für que là 
Série ne fe fourche plus, & n’a plus de termes imaginai- 
res, ou en entier, ou à demi. Mais dès qu’on eft venu 
aux termes réguliers, la pluralité des racines & les racines 
imaginaires ne font plus à craindre. Il n’eft prefque pas 
befoin de connoître ces termes réguliers : du moins il 
fuffit d’en calculer quelques-uns des prémiers füivant le 
but qu’on fe propofe dans fon Calcul. 


1164 La Série y-HwHkz%s dr. étant réelle ; fi elle 
eft poñitive ; l'ordonnée de l'abicifle infinie cit poñitive : 
elle eft au contraire négative, fi la Série eft négative. Et 
comme le prémier terme de cette Série eft, lui feul, infi- 
piment plus grand queïtous les'autres ; x étant infinie à 
c’eft le figne de ce prémier terme qui décide de quel côté 
de l’Axe tombe , à l'infini , la Branche que défigne cette 
Série, 


, ? h 
Si le prémier terme y,;ou 4x , conferve fon même 
Ltrod, à VAnalyfe des Lignes Courbes. Ec  figne, 
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figne, foit que l'abfCiffe x ait le figne ++ ou le figne —, cwviit. 
les deux Branches de la Courbe , qui s'étendent lune du $ 6 
côté des abfcifles poñitives, l’autre du côté des négatives, 
ces deux Branches, dis-je, tombent d’une même part de 
Axe des abfciflès ; elle fe jettent dans les angles de fuite 
des ordonnées de même figne. 

Mais fi le changement de #H4>x en —x change le fi- 


gne du terme be de #H en — ou de — en +, l’or- 
donnée de l’ab{ciffe infinie pofitive a un figne contraire à 
celui de l’ordonnée de labftiffe infinie négative : les deux 
Branches infinies {e jettent dans les angles oppofés des 
coordonnées, ! 

La Série y w>Hz+s de. étant demi- imaginaire, on 
jugera par le terme, ou par les termes, demi-imaginaires , 
de quel côté de l’Axe des ordonnées tombe la Branche 
qu’elle défigne , & par le figne + ou — du prémier ter- 


mes Ax de quel côté de l’Axe des abfciffes elle tombe: 
On faura donc dans quel angle des coordonnées fe jette 
finalement cette Branche. | 

Mais fi la Série a plufeurs termes demi- imaginaires , 
qui foient tels qu’ils donnent l’exclufion aux Branches in- 
finies, les uns du côté des abfciffes pofitives, & les autres 
du côté des abfciflés négatives : la Courbe n’a alors au- 
cune Branche infinie, non plus que fi fa Série étoit en- 
tiérement imaginaire. 


117. Ïl paroït de-là que pour fe faire une jufte idée 
d’une Branche. infinie de Courbe repréfentée par la Série 


h » l 
AX HBx KC Ÿ + DA -H ét. il faut connoître les‘ Li- 


h z 
gnes que repréfentent les équations J=AX s4—Bx,0"t. 
Ce font des Hyperboles ÿ quand les expofants 2,7, dx 

- font 
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CuvIII. font négatif. Ce font des Paraboles, quand ces expofants Pz.1X. 
$* 117+ font pofitifs. Arrêtons-nous un moment à confidérer ces 
deux fortes de Courbes. 


118. Où nomme Hyperbole la Ligne courbe du fe- 
cond Ordre, dont la nature eft exprimée par l'équation 


—“,ouxy—+. Il eft aifé d'en déterminer tant de 
À : 


points qu’on voudra. Soit A l’origine, AB l’Axe des ab 
cifles, À D celui des ordonnées. On voit d’abord que 
Pabfcifle AB— 1 aura une ordonnée BC —%, parce que 


l'éq : VE donne y—*+ quand x=—1. De même 
Pabfciffe Ab—« aura l’ordonnée bc—1, parce que 
lé — _ donne y—1 quand x—#. On a donc 


d’abord deux points C & c de l'Hyperbole. Pour en 
avoir autant d’autres qu’on voudra, on prendra une abf 
cifle quelconque AP , & on lui donnera l’ordonnée PM 
quatriéme proportionelle à AP, AB, & BC; ce qui s’exé- 
cute aifément en prenant für le prolongement de l’abfciffe 
AP une partie PQ égale à AB [ r |, & menant par les 
points Q & C la Droite QC qui coupera l’ordonnée P M 
au point M. Car les triangles femblatles QPM, QBC 
donnént QB ou AP [x]:BC[u]=QP[(:]: PMfy] 

œ 
Donc y — z* Où l'on peut remarquer, que chaque abf 


cifle n’a qu'une feule ordonnée, parce que dans l’éqg: x y 
— 4, la variable y ne monte qu'au prémier dégré Rail 

Cette conftruction s’abrége , en confidérant que puif- 
que PQ — AB, aufi QM=—Cq. . Ayant donc le point 
C de lHyperbole , on en trouvera tant d’autres qu’on 
Voudra €n menant par C tant de Droites qu'on voudra ‘# 7° 


Ec 2 QC; 
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QCq, RCr,SCs, &c. terminées aux deux Axes AB , CII 
AD des coordonnées. Et fur chacune de ces Droites en $-1# 
prendra QM—Cq, Rm—Cr;, Su—Cs, &c on 
qM—CQ,rm—©CR, su—CS &c. & on aura les 

points M,m,#, &c. de l'Hyperbole. On trouvera par 

ce moyen un grand nombre de ces points , par lefquels 

on tracera aflez exaétement une Hyperbole. 


tro. Plus l'abfciffe AP augmente, plus l'ordonnée PM 
diminué. Si AP eft égal à 2=2AB, PM eft 1e —; BC. 
Si AP vaut 3—3 AB, PM cft ja=—;BC, & ainf de 
fuite. Donc la Courbe aproche toûjours plus de l’Axe des 
abfciffes, mais l’ordonnée ne devient jamais nulle ou zé- 
ro. Quand AP féroit un million de fois plus grande que 
AP, PM froit un million de fois plus petite que BC, 
très petite par conféquent, mais non pas nulle. La Cour- 
be CMEF s’aproche donc toûjours plus de la Droite ABP 
& ne l’atteint jamais : c’eft ce que fignifie le nom d’# 
fymptote, qu'on donne à cette Droite. 

Plus Pabfciffe Ap diminué, plus Pordonnée pm aug- 


mente. Si Ap cft égale à 1AB, pm ef = —r0— 
2BC. Si Ap vaut AB, pm eft 34—3BC, &c. Et 
lorfque Ap devient nulle , quand le point p tombe fur 
origine A, l'ordonnée devient = , Ceft-à- dire , infinie. 


Donc la Courbe CmE ne rencontre l’Axe des ordonnéés 
AD qu'à l'infini. AD eft donc une autre Æ/ymprore de 
l'Hyperbole. En effet, fi l’on confidére que l'éq: x =« 


LA = œ 
donne x—— , auñi bien que J=" ; 0n comprendra, 


d’abord que ce qui a été dit des y f& peut dire également 
des x. L’Hyperbole a donc deux Afymptotes , qui font fes 
deux Axes, 

220. Si 
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Ga VIII. 120. Si l’on prend des abfcifles négatives À P, leurs 


6.120. . œ 
ordonnées pm font aufli négatives. (Car = eft une 


grandeur négative. Du refte , il en eft des ablcifles & 
des ordonnées négatives , comme des poñitives. L’éq : 
xy —« fait voir que l'origine A eft un Centre [f. 36 |! 
Ea Courbe complette a donc deux parties égales & fem- 
blables EMF, emf, dans les angles oppofés D AB, bAd 
des Afÿmptotes , defquels angles ces Branches ne fortent 
pas, & par conféquent ne fe rencontrent point l’une l’au- 
tre. Les Anciens , regardant comme deux Courbes ces 
portions détachées , les nommoient les Hyperboles oppofees. 
Les Modernes les comprennent toutes deux fous le nom 
d’'Hyperbole, parce que ces deux parties ne font qu’une 
feule Courbe, exprimée par une feule équation irréduëtible 


— ou xy —«x[$.z21 ]. 


121. Il n’en eft pas de même des. Hyperboles conjuguées. Fig: ra 
C'eft le nom qu’on donne aux Hyperboles EM®D, su@ 
décrites dans les angles DAb, B A d des coordonnées de 
fignes contraires , telles que réunies avec les précédentes 
EMF,emf, chaque abfcifle AP, Ap, poñitive ou né- 
gative, a deux ordonnées égales PAZ, PM, ou pu, pm, 
l'une pofitive l’autre négative ; & réciproquement que cha- 
que ordonnée AQ, Ag, foit pofitive foit négative , ait 
deux abfeiffs QM, Qu, ou qM, qm, lune pofitive, 
Pautre négative.  Enforte que les deux Droites bB, Dd, 
font en même tems des Diamétres & des Contre-Diamé- 
tres [ $$. 7e & 73 J. Comme léquation des deux Hy- 


perboles EMF , emf ef = Re OÙ XY—#—0 , 


celle des deux autres EM®, su @ eft y", où xy + 
— X 
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#—o. L'équation qui repréfënte les quatre parties des Ca.vInts 
Hyperboles conjuguées fera donc x°y —«*—0 , pro- f121: 
duit de ces deux éq: xy—a—0, xyHa—o, [. 


, . œ ® . 

20]. Cette équation donne ÿ —":, qui a deux raci- 
æ - ; 

nes, 1.Y=#,): qui repréfente les Hyperboles EMF, 


emf, 2. 9—=— . , qui exprime les Hyperboles EM, 


emo. Mais cette éq: xxyy—«æ —=0 étant réduétible en 
deux autres, les quatre parties des Hyperboles conjuguées 
ne peuvent pas être regardées comme une feule Courbe ; 
mais comme le fyflême de deux Hyperboles. 


122. À limitation de l'Hyperbole fimple dont l’équa- 


5 a SR 
tion et ="; & des Hyperboles conjuguées que re- 
3 


/ 4 æ \ 4 Le . 
préfente l'éq: y = ;7; & pour étendre la théorie de ces 


Courbes à toute la généralité poñfible, on a donné le mê- 
me nom d’Hyperbole à toutes les Courbes que peut expri- 


0 / æ ke " 
mer l'équation générale y 7, OUY ax  ; {oit 


a AXE! en prenant A—= PAC Equa- 
tion qui peut être de tous les Ordres, felon les valeurs 
qu’on donnera aux expofants indéterminés £ & /, que je 
füppofe des nombres entiers pofitif, Si f—1—#, cet 
te équation générale f réduit à y— 2x 7", où 4% 
qui eft du fecond Ordre & repréfente l’Hyperbole fimple 
ou ordinaire. Sik—1 & /—2, l'ég: générale devient 

— Ax—"?, ou —ex—", foit xy° —4, qui.eft 
du troifiéme Ordre & repréfente l'Hypsrbole cubique. Si 


=— >? ) 
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Env —2—/) l'équation cft J—axn *; ou x°y° == & PL IX: 
$.1:2. du quatriéme Ordre ; mais on a vü [ &. pré. | qu’elle 
peut fe réduire à deux équations du fecond Ordre. Cette 
gradation des Hyperboles peut aller à l'infini, & toutes la 
fuite de ces Courbes repréfentées par l'équation générale 


PT oi EL met s’apelle la Fazrille des 
Hiperboles , Vufage des Géométres étant d’apeller de même 
famille * les Courbes dont les équations ne différent que 


par les expofants de x & de y. 
Toutes ces Hyperboles ont leurs Axes pour Æ/ÿzp10- 


tes, Car dans l'éq : y— 4x =) * infinie 
: X 

rend y infiniment petite , & x infiniment petite rend y in- 
finie [$. 78. 79 |. D'où l’on conclud , comme pour 
FHyperbole fimple [ 4. 119 ], que la Courbe s’aproche 
d’un côté infiniment de l'Axe des abfcifles en s’éloignant 
infiniment de celui des ordonnées; & que de l’autre côté 
elle s’'aproche infiniment de lAxe des ordonnées en s’éloi- 
goant infiniment de l’Axe des abfciflès. 


123. LA Parabole eft une autre Courbe du fecond 
Ordre , dont l'équation la plus fimple eft y — _ > OU 
J=—=%%*, en prenant « pour l'unité Les ordonnées [ y] 
font donc proportionelles aux quarrés [ xx] des abfcifes, 
D'où il füit que la Courbe AE va en s'éloignant à linfi- ri, 74 
ni de l’Axe AD des ordonnées & de l’Axe AB des abf 
cifles, Mais infiniment plus de celui - ci que de celui-là; 
parce que lab{tiffe AB où DE [x] étant fuppofée infinie, 
Pordonnée BE [y ou xx] eft infiniment infinie. Et 
puifque l’abf@ifle [ x], poftive ou néeative, a fon quarré 

Lxx] 


# Wozrir Anahf. $. 383. 
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Lxx] poñitif, l’ordonnée [y ou xx ] fera toûjours pof- Cxvur. 

üve, La Parabole jette donc, dans les: deux angles des $:123: 
ordonnées pofitives , deux Branches infinies AM, Ax, 
avec lefquelles elle embraffe, pour ainfi dire, Axe des or- 
données À D, à la direétion de laquelle la Courbe apro- 
che toûjours plus de devenir paralléle , fans y parvenir 
néantmoins qu’à l'infini. Car on peut concevoir la Para- 
bole comme décrite par le concours de deux mouvemens, 
lun de la Droite AD, qui toûjours paralléle à elle- même 
glife le long de AB, l'autre d’un Point A qui s’avance 
fur cette Droite mobile AD de A vers D. Le mouve- 
ment de la Droite AD fera fuppofé uniforme , les efpaces 
parcourus Am, An, Ap, Ag, Ar, &c. étant proportionels 
au tems que la Droite employe à pafñler de AD en mD, 
nD, pD, qD, rD, &c. Le mouvement du Point A fur 
la Droite AD fera fuppofé accéleré. D'abord infiniment 
petit , il augmente continuellement felon la raifon des 
quarrés, enforte que les.efpaces mM, nN, pP, qdQrR, 
&c. décrits dans les tems proportionels à Am, An, Ap, 
Ag, Ar, &c. font comme les quarrés de ces tems. Dans 
cette fuppofñition , il eft clair que la direétion de la Cour- 
be, c’elt-à-dire, la direétion du Point qui la décrit, par- 
ticipe de fes deux mouvemens ; l’un par lequel il s'éloigne 
de AB en coulant fur la Droite AD, l’autre par lequel il 
s'éloigne avec la Droite A D de la prémiére pofñtion de 
cette Droite mobile. Et l’on voit que, de ces deux mou- 
vemens, le fecond, qui eft uniforme & fini , furpaffe d’a- 
bord infiniment la viteffe naïflante du Point A fur la Droi- 
te AD ; ce qui fait que la direétion de la Parabole à fon 
origine eft comme paralléle à AB , ou plûtôt fur AB. 
Mais cette viteflé du Point A fur AD allant toûjours en 
- Croiflant , & s’accélérant füivant la progreffion des quarrés 
0, 1, 4,9, 16, &c. égale bientôt, & puis furpafle la 
viteflé de la Droite mobile AD; ce qui rend la direétion 
de 
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C#.Vl. de la Parabole moyenne entre celles des Droites AB, 

$123 AD: mais elle gagne toûjours de plus en plus vers la 
Direction AD, au parallélfme de laquelle elle tend | & 
parvient à l'infini , parce qu’à l'infini le mouvement du 
Point A felon A D eft infiniment plus vite que le mouve- 
ment de la Droite A D félon AB. Au refte, ce que nous 
venons de dire de la Branche AM doit s'entendre égale- 
ment de la Branche Ag, qui lui eft pareille, & même éga- 
le & témblable fi AD eit perpendiculaire à A B. 


124. Il y a-plufieurs maniéres de décrire la Parabole , 
& de trouver géométriquement autant de fes points qu’on 
voudra. En voici une aflez fimple, & qui à l’avantage de 
réuffir auffi bien quand les coordonnées font entr’elles un 
angle oblique, que quand elles font perpendiculaires Pune 
à l'autre. 

Sur Axe des abicifles AC , prenez dès l’Origine A 
une partie AC égale au Paramérre [ c’eft le nom qu’on 
donne à la Droite conflante « qui régle la grandeur de 
la Parabole & que nous avons prifé pour l'unité], & me- 
nés CF paralléle à PAxe des ordonnées AD. Cette pré- 
paration faite, fi vous voulez avoir l’'ordonnée d’une ab£ 
ciflé quelconque Am[ ou An, Ap, &c. ] portez fur CF 
la longueur de cette abf&iffé Am de C en x. La Droite 
À & retranche de mZ, menée par. m parallélement à AD, 
l'ordonnée mM, dont le fommet M eit un point de la 
Parabole. Car Jes triangles femblables AmM, ACw don- 
nent cette proportion Am{x]:mM{[y]—AC[«]: 


Cu ou Amfx;, Donc ay—xx ou =, qui eft 


Péquation de la Parabole. Ayant déterminé par cette Conf. 
truétion un grand nombre de points M,N,E, P, Q,&c. 
on tracera aifément la demi- Parabole AEQ, & l'autre 
moitié À M fe décrira de même. 

Tatrod, à l Analyfe des Lignes Courbes. Ff "125Où 
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125. On voit par cette defcription que la Parabole n’a Cr.vin. 
point d'Afymptote , point de Droite, dont elle s’aproche $:#1- 
toüjours fans l’atteindre jamais. Si on veut lui en fuppo- 
fer, il faudroit en imaginer deux paralléles à PAxe AD, 
mais à une diftance infinie de part & d’autre. Car il eft 
vrai que les Branches AM, AM de la Parabole sapro- 
chent toûjours plus de ces Droites concüës infiniment éloi- 
gnées, que leurs direétions tendent toujours plus à deve- 
nir paralléles à celles de ces Droites, & qu’elles coïinci- 
dent avec elles à l'infini , ce qui eff le cara@tére des A- 
fymptotes [4. 119]. Mais la diflance infinie à laquelle 
on eft obligé d'imaginer ces Afymptotes , n€ permet pas 
de les tracer , ou de les affigner , ce qui fait dire que la 
Parabole n’a point d’Afymptotes. 


126. La Parabole ordinaire, ou fimple, que nous ve- 
nons de definir, elt , comme l’Hyperbole fimple | mére 
d’une nombreufe Famille. C'eft celle de toutes les Cour- 

h 


. x 
nte lé né QE ES 
bes que repréfente l'équation générale y == ——= ou 
4 
ë û i cft le Paramé 
y—%x , en prenant toûjours #, qui Cft le Paramétre, 


pour l'unité L’expofant Z peut être un nombre entier , 


Æ . . * , . ." 
ou rompu | — T ], mais pofitif; car sil étoit négatif, 


— 


1 à 
5 feroit celle de quelque Hyperbole 


Si l’on f& repréfente toute cette-Famille des Paraboles, 
décrites fur les mêmes Axes AB, AD avec un même Pa- 
ramétre AC—1, on verra qu’elles ont toutes un même 
point comimun:E.. Car à l’abfifle [x] AC=— 1; répond 
dans chaque Parabole une même ordonnée [» | CE + 
puifque l'éq : y= donne y=—=1 quand x—1,. De 

plus, 
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cuvit. plus, fi l'on compare Geux Paraboles quelconques , on PL. 1#. 
$: 126. Verra que celle qui a le plus grand expofant 2 a auffi la 
plus grande ordonnée, lorfque l’abfciffe A P fürpañte l'uni- 
téoule Paramétre AC, mais qu’elle a la plus petite or- 
donnée, quand l'abfciffe Ap eft moindre que le Paramé- 


’ 


tre, ou l'unité AC. Car foit Van l'équation de la 


Parabole AMEM, & y=x4 celle de la Parabole AzEM 
[A eît füppofé plus grand que 2]. Donc, fi l'on prend 
une abfciffe commune [x] AP ou Ap; les ordonnées 
h 
2 


PM, PM, oupm, px font entr'elles comme x°, x °. 


Mais , Gi x furpafle l'unité, la puiffance füupérieure x (or 
paffe l’inférieure ae Donc, quand [x] APS ACT}? 
PM [x] > PM: ]. Et fi[ Ap ] x eft moindre que 
Punité [AC], x eft une fraétion, dont la puiffance plus 


dlevée «11 [pæ] eft moindre que la puiflance moins éle- 


vée x: [pm]. 


127. Entre ces Paraboles fe trouve la Ligne droite 
AEF , qui coupe en deux également l'angle DAB des 
Coordonnées. Elle eût repréfentée par l'ég: y=x, qui 
rélulte de la fappoñtion hæ1,ou k——7/. Cette Droite 
elt,moyenne ere les Paraboles AMEM, A&EM qui ont 
l'expofant h> 1, ou #5 1, & les Paraboles AnEN, 
AYEN, dans l'équation defquelles ».« 1, ou #<7. Les 
premieres tournent leur concavité , & les derniéres leur 
convexité vers AD. Mais, fi lon y prend garde, on 
verra bientôt que”celles = là: font les mêmes que celles - ci, 
filce n'eit que les unes ont AB pour l’Axe des abfaifes 
& AD pour l’Axe des ordonnées , au lieu que les autres 
ont AB pour PAxe des ordonnées |, & AD pour l'Axe 

F£ 2 des 
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des abf&iffès. Car l'ég: y—x#"/, où #5» 7, eftla même Tes 
que léq : bte # où /<&. Prenant donc x pour y 
& y pour x, c’eft-à-dire, changeant l’Axe des abfciffes en 
celui des ordonnées & réciproquement, la même équation 
répréfente la Parabole AmEAS & la Parabole AnEN qui 
font, l’une d’un coté, l’autre de l’autre de la Droite AEF. 


128. PAR ces Remarques on peut fe former une idée 
d’une Branche de Parabole, de quelque Ordre quelle foit. 
Quoiqu’elles différent beaucoup des Hyperboles, ces deux 
Familles de Courbes font pourtant repréfentées par l’équa- 

k LT RESTE 
x  foit Y—= Ax 
1: ’ . 
[en prenant Aa , & h—#:/]. Cette équation 


défigne des Paraboles , quand 2 ou # eft poñif. Elle 


1:/ 


tion COMMUNE Y — ax , OÙ Yy—« 


exprime des Hyperboles , quand cet expofant eft négatif. 
Mais pour connoitre le nombre & la pofñtion des Bran- 
ches de ces Courbes , pour favoir dans quels angles des 
coordonnées elles fe jettent , il faut faire attention & au 
Paramétre «, qui peut être pofitif ou négatif, & aux ex- 
pofants #, /, qui peuvent être pairs ou impairs. [ .os ]. 


. RACE L'REE - 
L Si # & / font tous deux impairs, x puiflance im- 


. A k 4 
paire de x a le même figne que x. Donc ax [—y | 
aura le même figne que +, fi & elt pofitif ; elle aura un 
figne contraire , fi æ eft négatif Et y , racine impaire 


de ÿ , ayant le même figne que » [ er , aura Île 
même figne que x, fi « eft poñitif , elle aura un figne 
contraire, fi « eft négatif. Dans le premier Cas, la Cour- 
be étend fes Branches dans les angles DAB, bAd des 
coordonnées de même figne; & dans le fecond Cas, elle 

les. 


PLANCHE. IX. 


Fark, n'ont KE} CEE 


)_E, j 


DES COURBES. 229 


Cn.Vur. les a dans les angles DAb, BAd des coordonnées de 
5.128 différens fignes. Dans l’un & Pautre Cas, les deux Bran- 
ches font de part & d’autre des deux Axes. 


. . . , k . : 
11 Si & eft pair & / impair, x ; puiffance paire de x, 
eft pofitive, quelque figne qu’on donne à x  Ainf 


k : Pr Te 
ax [—y ] cit pofitive ou négative, felon que & eft po- 
BE se - 1 À 
fitif ou négatif : & y, racine impaire de y , eft de même 


figne que y [= x] , C’eft-à-dire, pofitive ou négative, 

felon que « eft pofitif ou négatif. Dans le prémier Cas, 

la Courbe étend fes Branches dans les angles DAB, DAb Fe: 78: 
des ordonnées pofitives. Dans le fècond Cas, elle Les jet- 

te dans les angles dAB , d'Ab des ordonnées négatives. 

Dans l’un & l'autre, les deux Branches font de part & 
d'autre de l’Axe des ordonnées, mais d’une même part de 

l'Axe des abfcifres. 


IL. Si # eft impair & Z pair, “, puiffance impaire de 
x , aura le même figne que x. Ainf 44 FA fera: 


pofitive, fi & & x ont le même figne ; elle fera négative , 
fi les fignes de « & de x font contraires. Et y, racine 


impaire de r: PR ], fra imaginaire, fi y eft négati- 
Yes ras elle fera réelle, & aura les deux fignes + &—, 
y ef poñiive. Donc y'eft imaginaire | lorfque & & x 
ont différent figne; & lorfque 4 & x ont le même figne, 

Ja deux valeurs égales, mais l’une poñitive & l’autre né- 
gative. AÏnf, « étant pofñitif, la Courbe étend deux Bran- 

ches dans les angles de füite BAD, BAd des abfcifes. po- Fe 7%. 
fitives : mais & Étant négatif. la Courbe étend fès Branches 

dans. les angles D A b, b A d des, abfciffes négatives, Elle 

eft donc toute d’un même côté de l’Axe des ordonnées . 

mais clle fe jette de part & d’autre de l’Axe des abfiffes. 


EEE 7 IV. Enfin, 
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[V. Enfin, fi # & / {font tous deux pairs, la Courbe cxvrir. 
eft imaginaire, quand « eft négatif : mais elle a quatre $:15. 
Branches réelles | une dans chacun des quatre angles des 


/ : k : : 
coordonnées, quand! « eft pofitif. Car x , puiflance pai- 
/ A: =. ! ; 

re dé x , étant toûjours pofitive, æx [—=7 ] cft né- 


è : , L À ; RE lorf 
gative, & y, racine paire de y , toûjours imaginaire, lorf- 


3 k I 
que z eft négatif. Mais lorfque «& eft pofitif, ax [= ] 


eft toûjours poftive, & y, racine paire de y, a toüjours 
deux valeurs égales, une poñitive, une négative. Donc, 
æ étant poñitif, chaque ablciffé, foit pofitive foit négative, 
a deux ordonnées , une pofiuve & une négative; ce qui 
fait quatre Branches, une dans chacun des quatre angles 
des coordonnées. 


129. Toure Branche infinie, en s’éloignant de l'Ori- 
gine, prend infenfiblement la nature d’une Branche d'Hv- 
perbole ou d’une Branche de Parabole. Elle. en différe 
peu à une grande diftance; & elle © confond exactement 
avec elle à l'infini.  De-là , toutes les Branches infinies des 
Courbes f& divifent en deux Genres, les Braxches Hyper- 
boliques , & les Branches Paraboliques. - Les Hyperboles , 
& par "conféquent les’ Branches hyperboliques ont une 
Afymptote [ & 1191, & les Paraboles & les Branches pa- 
raboliques n’en ont point [125 J: celt-là leur carac- 
tére diitinctif *. 


130, Quand on a la Série AŸ  Bx 44 CS -H Di de. 

qui exprime l’'ordonnéé d’une Branche infinie , ‘il eft aïe 
e confoître fi cette Branche ‘éft hyperbolique ou parabo= 
lique. 


*INEWITON, Enumer, Gin. tert. ordinis. IL S. 
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CuvuIL lique. Qu'on prenne tous les termes de cette Série, où 
$ 139 l'expofant de x eft poltif ou zéro , & que:leur fomme 


foit nommée ®. Si la Ligne dont x & v font les coordon- 
nées eft une Droite, la Branche de Coutbe eft hyperbo- 
lique & cette Droite cft lAfymptote. Au contraire , Ja 
Branche de Courbe éft parabolique , fi la Ligne dont x 
eft l’abicifle & v l’ordonnée n’eft pas! une Droite, 


131. Je dis 1°. que ‘fi la Ligne dont x & ® font les 
coordonnées eft une Droite, la Branche infinie que répré- 
fente la Série v+-d. et une Branche hyperbolique, qui 
a pour Afymptote cette Droite. Car tous les termes fui- 
vants, où x a un expofant négatif, font une fomme d’au- 
tant plus petite que x eft plus grande [ & 99 ], & 
f réduifent à rien quand x eft infinie, Donc Pordon- 
née À de la Courbe aproche toûjours plus de légalité 
avec l’ordonnée v de Ja Droite, & lui devient égale quand 
x devient infinie: ceft-à-dire , que la Courbe aproche 
toûjours plus de la Droite & fe confond avec elle à Pinfi- 
ni. Cette Droite eft donc Afÿmptote [ & 119 ], & la 
Branche de Courbe une Branche hyperbolique { $. 129]. 

Afin que les termes v foient l’ordonnée d’une Ligne 
droite , il faut que x , dans ces termes, ne pañle pas le 
premier dégré [ $. 40]. Ces termes front donc ou zéro, 
où unekconftante B,ou Ax, ou Ax»KkB. S'ils font 
zéro, Ceft-à- dire, fi x , dans le premier terme de la 
Série, a un expofant négatif ; l'équation de l’Afymptotc cft 
ct v—0, ce qui défigne l’'Axe des abfciffès [$.40. WE 11, 
Si les termes v fe réduifent à B, l'équation de l’Afÿmpto- 
te v— B indique une Droite qui eft l'abicifit de l'ordon- 
née B [.40. I. 3 J.: Si les termes v ne font que le ter- 
me Ax, l'ég: v=— 4x donne pour lAfymptote une 
Droite qui pañle par l'Origine & qui eft tellement inclinée 
aux deux Axes, que le Sinus de Pangle qu'elle fait avec 

les 


PL. 


—pu. 
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les abfcifiès , eft au Sinus del’angle qu'elle fait avec les or- cavirr 
données, comme Æ.eft à l'unité [ $. 40. IL. 1 ]. Enfin, $1r 
fi les termes v font 4x+B, l'Afymptote repréfentée par 
léq : v— Ax+8B, cft une Droite qui pale par l'extré- 


mité de l’ordonnée B & de labfcifle A2 faifant avec 


les abfciffes & avec les ordonnées des angles dont les Si- 
nus {ont entr'eux comme 4 à 1. [ 4. 40. 1 ]. 


132. Cette même Branche hyperbolique , qui a une 
Afymptote droite, a aufñfi une Æ/yprotc courbe, ou plü- 
tôt elle en a une infinité Car plus on prendra de ter- 
mes de la Série, plus on aprochera de la valeur d’7: 
Donc fi on décrit une Courbe , qui ait x pour abfciffe, 
& pour ordonnée v avec un ou plufieurs des termes füi- 
vants de la Série, cette Courbe fera une Afymptote de la 
Courbe propofée, qui s’en aprochera d'autant plus à lin- 
fini, qu'on prendra un plus grand nombre de termes après 
v. Mais auffi l'équation de cette Courbe Afymptote de- 
vient d’autant plus compofée. Aïnfi, comme le prémier 
terme de ceux qui füivent v vaut lui feul infiniment plus 
que tous les autres [£. 78 ], la Courbe, qui a pour or- 
donnée les termes v avec le prémier terme qui fuit, c’eft- 
à-dire avec le prémier terme de la Série où x a un ex- 
pofant négatif ; eft proprement celle qu'on nomme l’A- 
fymptote courbe de la Branche infinie repréfentée par cette 
Série : & cette Courbe eft une Hyperbole. 

Soit À l'origine; AB, AC les deux Axes ; AP [x] 
une abf&iffe ; P M [ T | Pordonnée de la Courbe propolée 
Mm; PO Cv] l'ordonnée de PAfymptote droite BCO ; 
PN |v+7] l'ordonnée de PAfymptote courbe. Nn [7 eft 
le prémier terme de la Série où x a un-expofant népatif; 


j —k:l à 
nous le fuppoftrons égal à Cx ; ]: Je dis que cette 
Courbe 


« . Courbe Nn eft une Hyperbo 
Sue CO comme labfiffe , & ON [7] comme l'ordonnée. Car 
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les paralléles AC, PO donnent AB: BC— AP: CO. La 
raifon de AB à BC eft donnée, puifque l'angle BAC des 


deux Axes, &eles côté AB[— 2] & AC[B] du 


triangle ABC font donnés. Que L ; . , ou B:X, ex- 
prime la raïfon de AB à BC. Donc B:X —AB[x]: 
CO[:I. Aïnf l'abfeime z ef, où x— 07, & 


—#:) 
——#: di —= CB 0 E Li 2 ES b L’équa- 
GER . 
B—#: LE / 
ST a 


ordonnée + [.Cx 


tion de cette Courbe Nn eft donc :— 


14 
JR CER ge qui eft l'équation d’une Hyperbo- 


le [$. 122 ]. 
La pofition des Branches de cette Hyperbole - afymp- 
tote eft déterminée par le coëfficient C & par l'expofant 


# rs ess D / . .. . “ 
T7 du'terme : [—Cx ]. Si le coëfficient a; à 


l'infini, le même figne quo, les Branches tombent, par 
raport à Axe des abfcifles, au-delà de l’'Afymptote-droi- 
te: mais elles tombent en-deça, c’eft-à-dire , entre l’Axe 
& lAfymptote, fi v & z ont à l'infini des fignes con- 
traires. 


Up Æ 
Quant à l'expofant — — , fi # & / font tous deux 


impairs , les deux Branches de l'Hyperbole - afÿmptote 
Zatrod, à l Analyfe des Lignes Courbes. Gg tom- 


le, dont on peut regarder pc, xx 
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tombent de part & d’autre de l’Axe des’ ordonnées, & de cuvnn, 
part & d'autre de l’Axe des abiciffes, qui eft ici PAfÿmp- $-13% 
tote- droite. Si eft impair & / pair, les deux Branches 
tombent de part & d’autre de PAxe des ordonnées , mais 

d’une même part de l’Axe des abciflés, qui eft ici l’A- 
fymptote droite. Si £# eft pair & / impair, les deux Branches 
tombent d’une même part de l’Axe des ordonnées, & de 

part & d’autre de lAxce des abiciffes où de PAfymprote 
droite. : Er f# & / font tous: deux pairs, l'Hyperbole- 
afymptote a quatre Branches qui fe jettent dans chacun 

des quatre angles que fait l’'Afymptote droite avec l’Axe 

des ordonnées ; angles que nous apellerons , dans la fuite, 

les Angles afymptotiques. | &. 128 ]. 

La pofition des Branches de l’Hyperbole-afymptote 
détermine celle des Branches infinies de la Courbe dont 
elles font afÿmptotes : Du moins celles de la Courbe 
n'auront pas d’autres pofitions que celles de lHyperbole. 
Car il peut fe faire que les termes fuivants de la Série ou 
multiplient , ou rendent imaginaires les Branches de la 
Courbe , dont celles de l’Hyperbole devroient étre les 
afymptotes. 

Mais cela ne fauroit arriver,  z eft un des termes réguliers 
de la Série [$. roo ]. Il fera donc convenable, en confer- 
vant le nom d’Hyperbole - afymptote à celle dont l'abfcitle 
x a l’ordonnée #7, d’appeller Æ/ÿprote - courbe | ou 
curviligne, la Ligne qui a pour ordonnée tous les termes 
irréguliers de la Série , en y joignant s’il le faut, autant 
de termes réguliers qu'il en eft befoin, pour en avoir au 
moins un, où lexpofant de x foit négatif. Mais alors il 
f peut bien que cette Courbe ne foit plus une Hyper- 

ole. 


133. Jai dit 2°. Que la Branche infinie , repréfentée 
par une Série, eft Parabolique lorfque les termes v [ ce 
{ons 
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Cavinr. font ceux où l'expofant d’x eft pofitif ou zéro] n'expri- 
$.133: ment pas une Droite, Ainfi dès que, dans le prémier ter- 


me x , l’expofant » eft un nombre pofitif différent de 
Punité ; la Branche de Courbe eft parabolique : elle left 
auffi lorfque —= 1, pourvû que lexpofant ; du fecond 
terme Bx° foit pofitif, quoiqu'inférieur à l'unité. 

Car fit #—Bx. Que la Droite AO foit celle dont rg. 8, 
Pabfciffe AP [x] a fon ordonnée PO égale à 4x pré- 
mier terme de la Série , c’eft-à-dire, que la Droite AO 
faile avec les abicifles AP & les ordonnées PO des angles 
OAP, AOP, dont les Sinus font entreux comme OP 
[4x] & AP [x], ou comme Z& 1. Soit aufñi NAn 
la Parabole dont lablcife x [ AP ] a une ordonnée 7 ou 


Bx' [PN]. Donc prenant par tout OM égale à PN, 
la Courbe MAm, qui pañle par tous les points M, eft 


celle qui a pour ordonnée 4x4 Bx—PO:HPN— 
PO+ OM=—=PM. Je dis que cette Courbe eft une Pa- 
rabole, dont on doit regarder AO comme l’Axe des abf 
cifles. Car nommant z labfcifle AO, elle et à AP [x] 
en raïfon donnée , puifque les angles du triangle APO 
font tous donnés. Que cette raifon foit exprimée par celle 


à ÿA 
de Ar, Donc z2—Xx, ou nr Et l’ordonnée 


: . 
OMT7] étant éoale à PN[Bx , ou Se l'équation 
s K 


de la Courbe MAm fera; — F2 z° » qui ef celle d’une 


Parabole , ? étant pofiuf. [. 126 |. 


L4 . J Hoi L] . 
Lesprémier terme Æx dela Série, qui exprime: l’or- 
Gg 2 donnée 
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donnée d’une Branche parabolique, fait juger de la der- cxvie 
niére direétion de cette Branche: Comme il furpafle in= $- 133 
finiment tous les autres , x étant infinie ; la Courbe eft 
cenfée. avoir à l'infini des ordonnées égales à celles que 
repréfente ce terme feul. Quand } furpañle l'unité , la 
derniére direétion de la Branche infinie eft paralléle aux 
ordonnées, & elle cft paralléle aux abiciffès | quand » eft 

plus petit que l'unité { $.:127 ]. : Mais lorfque = +, la 
derniére direétion des Branches infinies: eft oblique aux 
coordonnées , & les finus des angles qu’elle fait avec les 
ordonnées & avec les abfciffes font entreux comme 1 à . 

A [ coëfficient du prémier terme 4x]; puifque la der- 

niére direction d’une Parabole eft celle de fon Axe [&.123]. 


134. C’eft pourquoi l'on regarde comme Afÿmptote - 
courbe d’une Branche parabolique, la Parabole qui a pour 


ordonnée le prémier terme Æx” de la Série, ou les deux 


î à Fond 
prémiers termes {x + Bx , lorfque dans le prémier ; x 


a l'expofant r.. Car quoique quelques termes füuivants puif 
fent encore être infinis , {1 x a dans ces termes un cxpo- 
fant pofitif; de forte qu’à l'infini, les ordonnées de la 
Courbe & de la Parabole différent d’une grandeur infinie ; 
cependant comme cette différence eft infiniment moins 
grande que l’ordonnée parabolique [$. 38], elle s’éva- 
nouïit en comparaifon de cette ordonnée , & la Courbe & 
fa Parabole-afymptote font cenfées coïncider à l'infini. 

On peut pourtant, fi lon veut [ & il eft même plus 
exaét de le faire ] regarder comme Afymptote - curviligne 
d'une Branche parabolique, la Courbe qui a pour ordon- 
née la fomme de tous les termes de la Série , dans lef 
quels x a un expofant pofitif ou zéro. Gar dans les ter- 
mes füivants x ayant un expofant négatif, ils deviennent 
très petits quand x efttrès grande ; & infiniment petits 

quand. 
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Ca.viil. quand x ef infinié. Donc alors la Courbe & fon Afÿmp--Pe XI. 
$:134 tote s’aprochent toûjours plus lun de Pautre , & coïnci- 
dent à l'infini. Mais cette Afÿmptote-curviligne peut n’é- 
tre plus une Parabole. On diftinguera donc , quand il 
fera néceflaire, la Parabole-afymptote, & l'Afymptote-cour- 
be, Où curviligne. Celle-là a pour ordonnée le prémier 
terme de la Série, ou les deux prémiers, quand l'expofant 
d’x dans le prémier terme et l'unité. L’ordonnée de celle- 
ci eft la fomme de tous les termes de la Série, dans lefquels 
lexpofant d’x eft pofitif ou zéro. 

Le terme fuivant marque par fon figne, femblable ou 
contraire au figne de l’ordonnée de l’Alymptote-curviligne 
à l'infini, que la Courbe tombe en-decà ou en-delà de 
cette Afymptote : & lexpofant de x dans ce terme fait 
connoître f1 les ; Branches infinies exprimées par la Série 
s'étendent d’une feule part ou de part & d’autre de l’Axe 
des ordonnées , & fi elles tombent d’un même ou de 
difiérents côtés de leur Afymptote. C’eft la même chofe 
que pour les Branches hypérboliques [ & 132], & ici, 
comme là, il eft indifpenfable de faire attention à tous les 
termes irréguliers de la Série. 


135. Pour déméler fans confufon tout ce qui regar- 
de les Branches infinies d’une Courbe dont l'équation eft 
données il faut, après l'avoir mife für le Triangle analyti- 
que ; égaler à zéro fon plus haut Rang. Les racines de 
cette équation ne peuvent avoir que ces trois ou quatre 
formes y— 0, x—0o >) —/Ax , ou, ce qui revient au 


même , rs Car fi ce plus: haut Rang eft & y° 


Bxy x LE 4... Clos 4x7» + x y + 
“x, on aura, | en l'égalant à zéro & divifäant par x°] 
Ge 3 ay” 


Pz. >: 4 {: 
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v v=I v-2 2 
a) +82 + de mad Le 0 
x [a x? œ " X d 


—0 , qui a le nombre v de racines telles que = A 


0; +40, dc, ou JE Ax=0;, JE A'x 


— 0, Ô*. 


Lorfque le plus haut Rang a une ou plufieurs Cafes 
vuides du côté de la Bande fans y, lorfque w,. ou & & +}, 


ou ©, & y, &c. font zéro, l’ég: ay +Bxÿ dc. 
eft divifible, une ou plufeurs fois, par y; elle a une ou 
plufieurs racines y—0o. De même, lorfque ce plus haut 
Rang a une ou plufieurs Cafes vuides du côté de la Ban- 
de fans x, lorfque #, ou a & 8, ou «, B & y, &c. font 


, , V V—1 ._. 
zéro , l'éq: ay +Bxy dc eft divifible, une ou 
plufeurs fois, par x; elle a une ou plufieurs racines x—=o. 


. , 4 V 
Mais fi les deux Cafes extrémes du plus haut Rang, y , x 
font remplies , toutes les racines de léquation faite en 
égalant ce Rang à zéro font de la forme y= 4x , ou 


= hp El 
= 7 


La racine y —o, étant l'équation de lAxe des abfcif- 
fes ; les Branches infinies qu’elle indique auront leur der- 
niére direétion paralléle à cet Axe. La racine x=—=o mar- 
que au contraire des Branches infinies dont la derniére 
direction eit paralléle à Axe des ordonnées , duquel l'é- 
quation eft x—o. Et les racines y— Ax—0 déno- 
tent des Branches dont la derniére direétion eft paralléle 
à la Droite que repréfente cette éq:y—Æx=—=0, Ceft- 
a-dire , à une Droite oblique aux coordonnées , & dont 
lincinaifon eft telle que les Sinus des angles qu’elle fait 

avec 


Cu.VTIL, 
$. 135. 
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Cwvnt. avec les abfciffes & avec les ordonnées font entr'eux com- Pz. XI. 
$e135 me 4 à 1. Si ces Branches font paraboliques , cette 
Droite eft l’Axe de leur Parabole -afymptote où paralléle à 
cet Axe [$.133 |. Si ces Branches font hyperboliques, 
cette Droite eft leur Afymptote , ou paralléle à PAfymp- 


vote [131]. 


136. C’eft donc en égalant à zéro le plus haut Rang 
de l'équation d’une Courbe , qu'on juge de la derniére 
direction de fes Branches infinies. Elles peuvent avoir au- 
tant de derniéres direétions que cette équation du plus 
haut Rang a de raciñes réelles : Si elle n’a que des racines 
imaginaires , la Couibe n’a point de derniéres direétions ; 
point de Branches infinies. 


Exemple. Soit propofée l’éq: y* #4 2 x°y° #4 xt — 
Gaxyy — 24% + ax —0. Si on la met fur le Tr: anal: 
on voit que l'éq : ##k2x y "kxt=—o du plus haut 


* © *X OO *% 
O_*X O %* 


Rang n'a que des racines imaginaires. Car, en tirant la 
racine quarrée, on a yyHxx—0o, dont les racines font 
JIFXV—1—)o, & y—xy/— 1—o, toutes deux 
imaginaires, Donc la Courbe n'a point de Branches in- 
finies. 

En effet, l'équation propofée n’a point d’autres déter- 
minatrices fupérieures que celle qui traverfe le plus haut 
Rang , puifque les deux Cafes extrémes de ce Racg y* & xt 
font pleines. Cette équation ne fournit donc point d’au- 

tres 


240 DES BRANCHES INFINIES 


tres Séries defcendantes que les deux qui commencent par Cw.VIIl. 
les termes —x#/—1 & »Hxy/——1, donnés par cette $ 136: 
déterminatrice. Et dès le prémier terme ces Séries font 
imaginaires. L’équation ne donne donc aucune Série qui 

puiflè repréfenter quelque Branche infinie. 

On le rendra très fenfble par la Conftruétion de cette 
Courbe. En regardant fon équation comme une équa- 
tion du fecond décoré , on trouvera yy=—= 34Xx—xx—x 
2VConx — ax )—axE2 Y(ax(2ax—xx)) K 
2ax—xx, & tirant la racine quarrée y— =y4xx 
V(2ax—x%xx). Chaque abfciffe AP[x] a donc quatre 
ordonnées [ y | PM, PM, Pm, P#, les deux prémiéres 
poñitives & les deux derniéres négatives. PM, Pm font 
égales à la fomme + y 4x + ÿ(24x —xx) & — y ax — 
V C2ax—xx), & PM, P” font égales à la différence 
—Vax+y/(2ax— xx) & HVax—VCzax—xx), 
des ordonnées PN,PO , ou Pn, Po de la Parabole 

* NDAdhn, dont l'équation eft yy— 4x, ou y— = ÿax, 
& du Cercle ADOBod A dont l'équation eft yy — 24% 
— XX, Ou ÿY——#=#(24x— xx). Or comme le Cercle 
ne s'étend que jufqu’au diamétre AB, & qu’au-delà fes 
ordonnées font imaginaires, la Courbe AECACcA , ne 
paflèra pas non plus au-delà de l'abfciffe AB, & n'aura, 
comme on le voit par, fa Conftruétion, aucune Branche 
infinie. 


137. Lors qu'égalant à zéro le plus haut Rang de l’é- 
quation de la Courbe on lui trouve des racines réelles ; 
ces racines font ou y—=0, où x—=0, ou y—Ax, foit 


x T4. 135]. 


. L Elle a des racines y—0o, lors qu’il manque au pré- 
mier Rang une ou plufieurs Cafes du côté de la Bande 
fans y. Alors il part de la Cafe pleine qui eft la plus voi- 

finc 
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Cavrr. fine de cette bande une déterminatrice fupérieure , qui 


7 fournit l'équation par laquelle on a le premier terme 4x” 
de la Série [car on ne peut regarder o [ — y ] comme 
un terme]. Selon les Cafës qui font pleines dans les Rangs 
inférieurs , cette déterminatrice aura différentes poñitions 
qu'on peut réduire à trois. Ou elle eft parallèle à la Ban- 
de fans x, ou elle tombe au-deflous de cetie parallèle , ou 
élle refte au- deflus. 


Free 


1. Lorfque la déterminatrice eft parallèle à la Bande 
fans x, le prémier terme de la Série eft Ax°, ou fimple- 
ment |. 96. 3? J. A l'abliffe + infinie il répond une 
ordonnée finie 4, & réciproquement l’ordonnée À a une 
ab{ciffe x infinie. Si on méne cette ab{cifle de l’ordonnée 
À, la Courbe s'éloignant infiniment dé l'Origine s’apro- 
che infiniment de cette abicifle, qui eft ainfi fon Afymp- 
tote [. 119 | Donc, une déterminatrice parallèle à la 
Bande fans x indique des Abfciffes- afymptotes +, c'eft- 
-dire des Afÿmptotes droites parallèles à l'Axe des ab£ 
Les ; | par conféquent des Brariches hyperboliques. 

129 |. 

2. Quand la déterminatrice tombe au-deffous de la pa- 
rallèle à la Bande fans x; elle ne coupe que la Bande fans 
>, ou bien elle pañle par la Pointe. Alors l’expofant dx, 
dans le prémier terme de la Série ; eft négatif [ &. oc. 125], 

Tatrod. à 1 Analyfe des Lsgnes Courbes. Hh ce 


+ M. DE Gua, Ufage de l'Anal. pag. 35. 
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ce qui marque des Branches hyperboliques , qui ont pour:Cxvlir. 

Afymptote l’Axe des abfiffes [ &. 131 ] * $137 
3. Quand, au contraire, la déterminatrice tombe au- 

deflüs de la parallèle. à la Bande fans x ; elle coupe, étant 

prolongée, les deux Bandes extérieures du Triangle, mais 

elle rétranche une plus grande portion de la Bande fans x 

que de la Bande fans y. Alors x, dans le prémier terme 

de la Série, a un ‘expofant pofitif plus petit que l'unité [K. 

06. 2° ], ce qui marque des Branches paraboliques dont 

la derniére direétion eft parallèle aux abiciffes [ $. 133.]. 


LL Par un raifonnement tout pareil , les racines x—=o 
ayant lieu lorfqu’il manque au premier Rang une ou plu- 
fieurs Cafes du côté de la Bande fans x, il part de la Ca- - 
fe pleine qui eft la plus voifine de cette Bande, une dé- 
terminatrice fupérieure , qui eft ou parallèle à la Bande 
fans y , ou au-deffous' de cette parallèle, ouau-deffus. 

1. Si elle eft parallèle à la Bande fans y ; elle indique 
des Branches hyperboliques , qui ont des: Ordonnées-a- 
fymptotes, c’eft-à-dire, des Afymptotes droites parallèles 
aux ordonnées. 

2. Si elle tombe au - deflous de la parallèle à la Bande 
fans y, c’eft-à-dire, fi elle ne coupe que la Bande fans x, 
ou fi elle pafle par la Pointe; elle défigne des Branches 
hyperboliques , qui ont pour Afÿmptote lAxe des or- 
données. - 

3. Et fi elle tombe au- deffus de la parallèle à la Ban- 
de fans y, coupant les deux Bandes extérieures du Trian- 
gle , mais retranchant une plus grande portion de la Ban- 
de fans y que de la Bande fans x; elle indique des Bran- 


ches paraboliques, dont la derniére dircétion eft parallèle 
à l’Axe des ordonnées. 


Il Les 


# M. DE GuaA, Ufage de P'Analyf. pag: ar. 
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III. Les racines y=— 4x, ou x — # ne marquent 
que la derniére dircétion des Branches infinies d’une Cour- 
be, fans décider fi elles font hyperboliques, ou paraboli- 


ques. Elles font hyperboliques , lorfqu’x dans le fécond 
terme de la Série y—Axrk Bx'h dr. ou lorfqu’y dans 
le fecond terme de la Série x — + B pH dre, a un 


expofant négatif. Elles font paraboliques, lorfque cet ex- 
pofant du fecond terme eft pofitif [ K. 132. 133 ]. 

Mais ceci demande d’être éclairci par le détail, & ren- 
du fenfble par les Exemples. 

Nous fuivrons la diflinétion qui vient d’être indiquée 
& qui nous préfente ces quatre Cas. 

I. Lorfque la déterminatrice part de la Pointe , ou ne 
coupe qu’une des deux Bandes extérieures du Triangle ana- 
lyrique , fans être parallèle à l’autre. 

HI. Lorfque la déterminatrice eft parallèle à une des 
deux Bandes extérieures du Triangle. | 

III. Lorfque la déterminatrice coupe inégalement les 
deux Bandes extérieures, 

IV. Lorfque la déterminatrice coupe également les 
deux Bandes extérieures, & que couchée für le plus haut 
Rang elle fait avec ces Bandes un triangle ifofcèle, 


138. Cas. Quand une déterminatrice, fans être pa- 
rallèle aux Bandes extérieures du Triangle analytique, n’en 
coupe qu'une , ou pañle par la Pointe ; elle fe trouve fu- 
périeure fi lon conçoit le Triangle couché für une de fes 
Bandes, & inférieure fi on le conçoit couché für l’autre, 

Suppofons d’abord que cette déterminatrice Jlaiffe tou- 
tes les Cafes pleines entr'elle & la Bande fans x; elle fera 
füpérieure: lorfue le Triangle eft couché fur la Bande fans 
Hh 2 x, infé- 


Pr, XI, 


D mr rt date im ts — ne em 
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Pi. XL x, inférieure lorfqu'il eft couché für la Bande fans y. Mais, Cr:VIn 
le Triangle étant couché fur la Bande fans x , une déter- $:5%: 
minatrice fupérieure indique les termes qui compolent feuls 
toute l'équation, quand on füppolfe x infinie: Et le Trian- 
gle étant couché fur la Bande fans y , une déterminatrice 
inférieure pañle par les termes que la fuppoñtion d'y inf- 
niment petite rend infiniment. plus grands que les autres, 
Donc puifque la déterminatrice qui laifle toutes les Cafës 
pleines entrelle & la Bande fans x, paflè par les termes 
qui conviennent à la fuppoñition d’æ& infinie & d’y infini- 
ment petite, les termes par lefquels elle pañle conftituent 
l'équation de la Courbe”, lorfque les abfcifles font infinies 
& les ordonnées infiniment petites. Cette déterminatrice 
marque donc des Branches, qui s’éloignant infiniment de 
l'Axe des ordonnées s’aprochent infimment de celui des 
abfcifles, c'eft-à-dire des Branches qui ont pour Afÿmpto- 
te l’Axe des abfciflès. 

Suppofons, au contraire , que la déterminatrice laïffe 
toutes les Cafes pleines entr’elle & la Bande fans y ; elle 
fera fupérieure lorfque le Triangle eft couché fur la Bande 
fans y, & léquation qu’elle donne répond à la fuppoñ- 
tion d’y infinie. Cette même déterminatrice eft inférieu- 
re, quand le Triangle eft couché für la Bande fans x, & 
fon équation convient à la fuppofition d’x infiniment pe- 
tite. Les termes par lefquels elle pañle conftituent donc 
l'équation de la Courbe qui répond en même tems à la 
fuppoñition d’y infinie & d’x infiniment petite. Aïinfi la 
déterminatrice indique des Branches infinies qui s’éloignent 
infiniment de l’Axe des abfciflès en s’aprochant infiniment 
de celui des ordonnées , lequel eft par conféquent leur 
Afymptote. 3 

On examinera donc de quel côté une déterminatrice 
qui part de la Pointe du Tr: anal : ou qui ne coupe 
qu'une de fes deux Bandes extérieures ; laïfle-toutesiles 


Cafes 
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CH.VUI Cafés remplies par l'équation propofée, Si c’eft! du côté pit. 
S258 de la Bande fans x , PAxe des-abicifles eft ,Afÿmptote,. Si 
c’eft'du côté de la Bande fans y , c’elt Axe des ordon- 
nées qui eft Afymptote. 
y. Le figne &: l’expofant du -prémier! terme dela Série ; 
lequel eft donné par cette déterminatrice, fit connoitre 
dans -quels, Angles afÿmptotiques! s'étendent. les Branches 
de l'Hyperbole-afymptote dont il exprime l’ordonnée. Si 
l'équation de cette déterminatrice n’a point de racines mul- 
bles ou qu'ayant des racines multiples & des racines 
fimples, on fe {èrve d’une racine fimple pour calculer ce 
prémier.terme; dès-lors la Série eft réguliére, & les Bran- 
ches de la Courbe f jettent dans les mêmes angles que 
ceux de l’Hyperbole qui eft fon Afymptote. Mais fi l'on 
employe une racine multiple , la Série n’eft pas réguliére 
dès le prémier terme, & il en faut encore calculer quel- 
ques-uns , pour avoir lAfymptote - curviligne dont les 
Branches infinies font accompagnées de celles de la Cour- 


be, [$. 132 |. 


Exemple I. On demande quelles font les Branches 
infinies de la Courbe que repréfente l’éq : xyy —447 — 
Bo", 
Cette équation mife fur le Tr: anal: a deux détermi- 
Datrices 4B & AC. Celle-ci pañ& par la Pointe: L’autre 


A 
0 X/ 0 … © 
o | o a 
+ o 
LB > | 
G 


coupe la Bande fans x & neft pas parallèle à Ja Bande 
fans ÿ. Ainfi elles marquent, l’une & l’autre, des Branches 
+ LE MMS TEURÉNEER hyper- 
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hyperboliques. AB; qui laifle la Cafe C du côté de la Cuvrnr. 
: Bande fans y} défigne des Branches qui ont pour Afymp- $ 136. 
tote l’Axe des ordonnées. Et ÆC; qui laïffe la Cafe B du 
côté de la Bande fans x, indique des Branches dont l’Axe 
des abfcifles eft l'Afymptote. La fule vûëé du Triangle 
donne ces conclufons. 
Mais pour S’'aflurer de l’exiftence & de la pofñition de 
ces Branches infinies , il faut voir les équations que don- 
nent ces déterminatrices. 


_ AB donge xyy—44)=—0, où =". C'eft le 


prémier terme de la Série defcendante qui donne x en y, 
& il exprimé l’ordonnée d’ane Afÿmptote-courbe, qui eft 
une Hyperbole fimple d’un Paramétre pofiif ; dont par 
conféquent les Branches s'étendent dans les angles des co- 
ordonnées de même figne [ $. 128.1]: Et lés Branches 
de la Courbe qui doivent accompagner celles de cette Hy- 
pérbole font réelles, puifque lég: xyyÿ— 447 —0o na 
point de racines multiples. En couchant le Triangle fur 
la Bande fans y, on voit que la déterminatrice 4B porte 
fur les plus hautes Cafes des deux prémiéres colomnes. 
Donc la Série eft réguliére dès le prémier terme. Aüïnf la 
Courbe , à l'exemple de fon Hyperbole-afymptote , jette 
deux Branches qui s’aprochent à l'infini de l’Axe des or- 
données, l’une dans langle dés coordonnées pofitives, 
l'autre dans l’angle des coordonnées négatives. 

L'autre déterminatrice 4C donne l'éq: xyy —#—=o, 
où y——##"}x"*, qui indique une Hyperbole du 
troifiéme Ordre, dont les Branches s'étendent dans les An- 
gles des abfcifiès poñitives [ $. 128.111]. Elles embraf 
fent donc, pour ainf dire, l’Axe des abfiffes qui eft leur 
Afÿmptote- droite, &_l’accompagnent à l'infini du côté 
poñitif Et, comme cetté équation n'a point de racines 
multiples; la Séric eff réguliére dès le prémier terme, & 

les 
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Cyr. les Branches dela Courbe accompagnent, dans les mêmes Pz. XL 
5.138. angles, celles de P'Hyperbole-afymptote. 

La Courbe propolée à donc quatre Branches infinies 
hyperboliques : deux defquelles, qui ont pour Afymptote- 
droite l’'Axe des.ordonnées, fe jettent dans les angles op- 
pofés des coordonnées de même figne; & les, deux autres, 
dont l’Axe des abfcifles eft l’Afymptote, s'étendent dans 
les angles derfüite des abfcifes pofitives. Le cours de 
cette Ligne eft à peu près tel que le repréfente la Frg. 84. 

Et cela s’acorde trèsibien avec çe qu’on peut tirer de 
Péquation propofée. Réfoluë comme une équation du fe- 

aa y 4b°x 4% 4°) 
2% 

voit 1°. qu'y €ft imaginaire lorfque .42°x # #* devient né- 

gative; ce qui n’a jamais lieu, x étant pofitive; mais.bien 


DT re 4° 
quand x négative eft au-deflous de 26 CAB] , dont 


cond dégré, elle donne y= où l’on 


#4 b? 
p s ft Rene SE - 
lordonnée y-eft égale à —#4 TL 0 + [BC] 


2°. Que x étant infinie, y eft infiniment petite & a deux 

valeurs égales, mais l'une poñitive RS, l’autre négative Rs. 

Car x étant infinie ,‘1l ne refte dans le numérateur de la 

fraétion égale à y, que = 4/44°x, qui divifé par 2x fe ré- 
3 


duit à = =. 3°. Que x étant zéro, ou plûtôt infini- 
; À b 
ment petite, y a deux valeurs, l’une finie — m5 [AD], 


Pautre infinie HT, qui eft pofitive [ AE] quand x eft 


pofñitive, & négative [AF] quand x eft négative, -Car fi 
on tire la racine quarrée y (4*--4bx), on aura une 


; 2b>x ù 4 
Série 44 = qu'on ajoûtera à 44 & qu'on en re- 


tranchera 
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tranchera, pour avoir , en’ divifant par 2x, les deux va- ctvnr. 
fes dy ee PEAR ET AR Liane RO 
eurs fre HE c. [ AE ou AF] infinie, mnÔte 


[AD] finie. 
* Que fi lon veut, pour plus de clarté, décrire la 


Courbe par points, on le fera aifément en prenant la va- 
bbb 


y . 
on aura x*— 5 Le ce qui donne les valeurs füuivantes. 


leur dx, qui ef pe Ainf fuppofant. 4 — 2%, 


SOIT Y= 5,45 3 23 150, —1,;—2,—3;—4;—5,— 0. 
ONAUTAX—1,1225 4 12e 4 O3 —$ — 2235 — RC, 


Exemple 2. L’équation propofée eft xxyy —4 y 
—b'x=o. En la mettant fur le Tr:anal: on lui trouve 
deux déterminatrices, 4B, AC, qui font alternativement 
fupérieures & inférieures , quand on couche le Triangle 
fur la Bande fans y & fur la Bande fans x. Elles mar- 
quent donc. des Branches hyperboliques , qui ont pour 


A 
O-10.1%, © 10 
OMOMNOMO 


Afÿmptote , les unes PAxe des ordonnées, les autres l'Axe 
des abfiflès.- La Série qui repréfente les prémiéres a pour 
fon prémier terme x — +#°*y—':?, que donne l'éq : 
XXYY>— #y—o fournie par la déterminatrice 4B. Il 
marque deux branches qui. fe jettent. le long de l’Axe des 
ordonnées dans les deux angles de fuite des ordonnées 
pofitives. Et ces deux branches de l'Hyperbole-afÿmptote 

font 
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Cu.vint, font accompagnées de celles de la Courbe, puifque l'éq: 2. XL 
5.138. xxyy— 4ÿ —= 0 n’a point de racines multiples, 


ll en cit précifément de même des Branches qui ont 
pour Afÿmptote l’Axe des abfaes. La pofition de la dé- 
terminatrice AC eft fymétrique à celle de la déterminatrice 
AB, & l'équation que donne 4C eft la même que celle 
que donne Æ4B, cu changeant x en y & #4 en b. La 
Courbe a donc quatre Branches hyperboliques , dont deux Kg. 85. 
FC, DC fuüivent l’Axe des ordonnées dans les angles des 
ordonnées pofitives , & deux DB, HB accompagnent l'A- 
xe des abfciffès dans les angles des abiciflés poñives. 

Cette conclufion fe confirme par la réfolution de l’é- 
quation propofée. Elle fe. préfente alors fous cette forme 

__#Æy(a +abx) 
l'E asso 
nant x pofitive, l’une des deux valeurs d’y eft pofitive, 
f. a VCa°kab'x) , l'autre a —VCa+abx) ct 

210615 00 2% 7% 
négative, parce que ÿ/ (4° +k 4b'x?) fürpañle 4° — #/4°, 
Quand x eft infinie , ces deux valeurs fe réduifent à # 
ess | 
VAE pen, Elles font donc infiniment peti- 
tes & égales, mais de différents fignes. Quand x ef infi- 
a+ va a ] 


2XX XX 


> Où y a deux valeurs. En pre- 


Niment petite, la valeur pofitive devient [ 


3 6 
- . . , SE UA # Va 
infinie, & la valeur négative fe réduit à [ mes | 


zéro. La valeur poñitive défigne donc une Branche BDC, 
qui a pour Afympçote les deux Axes; & la valeur népati- 
ve indique une Branche BHA, qui a pour Afymptote 
PAxe des abfcifles, & qui pañle par l'origine A. Si l’on 
prend x négative, les deux valeurs d’y, qui font préfen- 


atrod. à P Analyfe des Lignes Courbes. li tement 


P£. XI. 
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3 6 3 

tement AVE AA 

2XX 
parce que & [= y #° ] furpañle y Ca°— 4x). La 
Courbe n’a donc point de Branches dans l'angle des coor- 
données négatives, mais elle en a deux AF, FC , dans 
l'angle des abfciffes négatives & des ordonnées poñitives. 
Il cit vrai qu’elles ne s’écartent pas beaucoup de l’Axe des 
ordonnées , puifqu'elles deviennent imaginaires dès que x eft 


plus négative que Ge [AE |, laquelle abfifie AE a fon 
| V 


bb y2 ; 
fon ordonnée E F — . On prouveroit de même, 
4 


en réfolvant l'équation. felon l’inconnuë x, ce qui donne 
MPETCEN TS 


# , que la Branche AHB ne s’é- 


20m 
loigne de PAxe des abfciffes nulle part plus qu’en H, qui 
bb 


3 


aV4 


D'où il paroit que la Courbe eft compofée de deux parties 
dont la poñition eft celle qu’on voit. dans la Fig. 85, & qu’el- 
le a les quatre Branches hyperboliques qui ont été indi- 
quées par les deux déterminatrices de fon équation mifé 
fur le Triangle analytique. 


Cet Exemple peut faire naître une difficulté appa- 
rente. Si on cherche la Série qui donne y en x, on trou- 
vera y—=+2V PE nee chris Ve dc. dont les ter- 
mes. demi- imaginaires fmblent indiquer que les ordon- 
nées font imaginaires du côté des abfciflès négatives. Ce- 
pendant on vient de voir que la Courbe a deux Branches 
AF, FC de ce côté-là. Mais il fut confidéter que la 


Série 


3 
a pour abfciffé GH = & pour ordonnée AG=— 


IE, 


? , Cu. VI 
) , font toutes deux poñitives, 6. 138 
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CH.VIIl. Série n'eft convergente que quand x eft fort grande : elle px. xt: 
$:138. eft divergente & trompeufe, quand x eft afTez petite , ce 
qui eft le cas des Branches AFC, dont l'abciffe ne fur- 
4 ï a (a +abx 
paie point AE — 22. On a trouvé 7— SR? 
V4 : : 
Or la racine quarrée de 4°» 44x' fe peut exprimer par 
deux Séries différentes, dont l’une fert quand 4° > 44'x, 
& l'autre quand 42°x° > 4°. La prémiére, qu’on trouve 
’ è 2 bx? 
en tirant [a racine de #°K4bx°, ef 4 PETER 
20%  2bx 


I 
# #' 


9 
dr. Et la feconde, qu’on trouve en ti- 
23 b 


; b 
rant la racine de 44°x° 4°, eft 22x°4/ - au 
X © 40°x x 


t 


a 


G4b'x* V Fe dre. Ces Séries fubftituées pour UCE TES 
dans la valeur d'y, donnent quatre Séries, f& P & 9, 


quand 4° > 44°x', ou *<5, AE A e: &R,S, 
“3 


quand 46x54, oux > es — AE Ac. 


R. 4.) RES 
x 2XX 


3 
ca 2h Li — 


X 2XX 80° x 


Ter 


:PL. XL. 
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La Série P exprime les ordonnées des Branches Cf, cavu. 
CF, füivant qu'on prend x pofitive ou négative. La Sé- 138. 
rie Q celle des Branches Aë, AF. Et les Séries R, S cel- 
les des Branches fB, 9B. Les deux prémiéres n’ont rien 
d’inaginaire, mais leur ufage ne s'étend point au- delà 


des abftifes Ae[ 7], AE[—<#7]. Les Séries R, 
by b 


+ ? 
S, qui fervent au delà des abiffes XE , Ae, à l'infini, 
font réelles quand x eit pofitive, imaginaires quand x eit 
négative. Auf la Courbe a-relle deux Branches du cô2 
té poliuf, qui ont des ab{Giffés infinies: elle n’én a aucu- 
ne du coté négatif, qui ayent des abiciiles plus grandes 


ñ4 
que AE[—— ]. 
bv4 


Exemple 3-+ Il s’agit de la Courbe repréfentée par 
léq: x°yy — 2aaxxy + ax — D —o , qui étant mife 
fur le Triangle analytique, a deux déterminatrices. La 
prémiére AB qui eft fupérieure quand on couche le Trian- 
gle fur la Bande fans y, indique des Branches hyperboli- 


A 
OCONONEKMMON GC 
OTOMOMOELO 
OO KO 


ques , dont l’Afÿgmptote droite eft l’Axe des ordonnées , 
& l’Afÿmptote courbe l'Hyperbole exprimée par l’éq : x°yy 
— D —o, où x—6"* y—*?, qui étend fes Branches 
dans les deux angles de fuite des abfciffes pofitives, c'eft- 

à-dire 
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Cu. vrir. à-dire-du côté poñif de leur Afymptote droite. Et ces PL XI 
$::38 Branches d'Hyperboles {ont acconipagnées de deux Bran- 
ches réelles «€ la Couibe, puitque léq: x'yy — 4 —o 
n'a point de racines multiples. 
L'autre déterminatrice ÆC, qui eft füpérieure quand 
on couche le Triangle fur la Bande fans x , &-qui par 
co iléquent défigne des Branches hyperboliques dont l'A- 
fymptote droite elt l'Axe des abicifiès, donne pour l'équa- 
tion de l’Hypeibole-alymptote x°yy — 244xxy+ 4x —o, 
ou, divifant par x, xxyy—244xy+4—0o, qui na 
- ù à 44 
qu’une racine, mais double , xy—44— 0, ou y — Se 
Elle exprime une Hyperbole ordinaire pofitive , c’eft- à- 
dire, qui jette fes Branches dans les angles des coordon- 
nées de même figne. Mais comme cette racine cft dou- 
ble, la Série n’eft pas encore réguliére, & il faut en cher- 
cher au moins encore un terme. On fubftitucra donc 


44 À . ; : 
Heat) dans l'équation propofée , ce qui la transfor- 


mera en x'##—b—o, où #—b""°x7 7", qui eft la 
même Hyperbole qu'on a trouvé pour l’Afymptote cour- 
be des Branches infinies qui s'étendent le long de lAxe 
des ordonnées. La transformée n’ayant que deux termes, 
la Série et terminée, & l'équation de la Courbe fe réduit 
dr 28) b D'où il i la Courbe n’a 
x'F XV. D'où il paroit que la Co 

aucune ordonnée du côté des abfcifles négatives, & que 
du coté des pofitives elle a deux Branches BM, DM le rs. te. 
long de Axe des ordonnées, & deux autres Bm, D le 
long de l’Axe des abfciffes. 

Puifque l'équation propofée fe réduit à y=— 7 


on la conftruira en décrivant fur les Axes AC, AD deu 
li3 Hyper- 
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Hyperboles , l'une Nn, qui a pour ordonnée sf [PN, pn L 
X 


& l’autre Oo, qui a pour ordonnée UE [PO, PO, 


po,po]. Car fi on donne à chaque abfciflé AP, ou 
Ap, deux ordonnées PM, PM, ou pm, p#, dont l’'u- 
ne PM, ou pm, foit égale à la fomme NO[ PN+POI], 
ou no [pn<+po ] des ordonnées de ces deux Hyperbo- 
les, & l'autre PAZ, ou py, à leur différence NO [ PN — 
PO ], ou no[pn—po]; les points M, m,M,", {e- 
ront à la Courbe propofée MBm, MD». 

Si au lieu de —8*, on avoit eu —E*y dans l'équa- 
tion propofée, la transformée par la fubftitution de 44x—* 
+ à y auroit Cté x°wr— bu —aabt x —"—o , qui, 
étant mife fur le Triang: anal: couché fur la Bande fans x, 
a une-déterminatrice fupérieure qui fournit l'éq: x?14 — 
aabtx— —0o,oùu 4—+%abhx",. Comme cette 
équation n’a point de racines multiples , la Série eft régu- 
liére dès ce fecond terme. L’équation de l’Afymptote - 

aa _,_abb 


courbe eft donc y — Fe ps 


x. * Par laquelle il paroit 


que les deux Branches de l'Hyperbole —— qui accom- 


pagnent l’Axe des ab{cifles, font fuivies, l’une & l’autre 3 
de deux Branches de la Courbe, qui tombent, l’une en- 
decà, l’autre en-delà, des Branches de l’'Hypérbole. Ainf 
l Courbe a huit Branches hyperboliques , dont le cours 
eft à peu près tel qu’on le vait dans la Fix. 83, 

On pouvait prévoir cette différence des deux Courbes 
Fig. 86 & 87 , prefque par la feule infpeëtion de leurs 
équations mifes fur le Triang : analytique. La racine dou- 
ble xy—14—o de l'équation que donne la détermina- 
trice AC ne divife pas le terme unique 4°, ou by, du 

{écond 
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Gxvrz fecond ordre. Donc [. 113 ] la Série qui donne y par x, PxxI. 
$:138 aura, ou n'aura Pas, des termes deini-imaginaires , felon 


que la différence des expofants du prémier & du fecond 
ordre eft non-divifible, ou divifible, par lexpofant 2 de 
la multiplicité de la racine xy —44— 0, c’eft-à-dire fe- 


A 
oMOMHON K= 0/70 O0 0210 
o o 0|o o o o! 
Oo 01% o 0 o 
o olo 0! 
1xC B * 


) 
B * 
lon que cette différence eft impaire ou paire. Or cette dif: 
férence eft impaire dans l’éqg: x°y°— 24°x°y + 4fx — 
B—0o, où les expofants des deux ordres font 1 & o. 
Elle eft paire dans l’éq : x°y* — 24°x°y + 4x — by —0, 

où ces expofants font 1 & —1. Gela fe voit auffi par la 
feule infpeëtion du Triangle , er menant la déterminatrice 
AC & fa parallèle qui pafle par tous les termes [ ici par le 
terme unique B] du fecond ordre. Entre ces deux droi- 

tes il ny a , dans la prémiére équation qu’un intervalle ; 
puifauif n'y a entr'elles aucune Cafe ; mais dans la fecon- 

de équation, il y a deux intervalles féparés par une ligne 

de Cafes vuides. Ainf la différence des expofants des or- 
dres eft, dans la prémiére équation , 5 nombre impair ; 
dans la féconde, 2 nombre pair. Donc la prémiére Série 

a des termes demi-imaginaires, & par conféquent là Cour- 

be n’étend que d’un feul côté des Branches infinies le long 

de l’Axe des abfiffes. La féconde Série n’a point de ter- Fig. 86. 
mes demi-imaginaires , mais elle fera entiérement imaginai- 

re où réelle , lon que les râcines de Péquation de Ja fe- 
conde déterminatrice font imaginaires ou- réelles. Comme 
elles 
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elles f trouvent ici réelles ; la Courbe a quatre Branches cuvrtr. 
infinies le long de l’Axe des abfcifles, deux du côté pofi- S:138. 
tif &-deux du côté négatif de l’Axe des ordonnées. 


Exemple 4+ On propofe l’éq : xxyy — 24bxy — 
Bbdy +4 4abb — bhid — 9, dont voici la Conftru&tion. Une 
Parabole NCn, décrite avec un Paraméire — 4, für les 
Axes CB, CE , étant donnée , avec une Droite DO pa- 
rallèle à CE, & un Point fixe A : fi l’on tire par ce Point 
À une droite quelconque AN , qui rencontre la Droite 
donnée en O, & la Parabole en n, N°, & qu’on méne 
par le point © la droite MOm parallèle à Axe CB, & 
par les points N, n, les droites NM, nm parallèles à PA- 
xe CE, les points M, m, où ces droites fe coupent fe- 
ront à la Courbe propolée, Car fi lon méne par A deux 
droites AQ, AB parallèles aux Axes CB, CE de la Para- 
bole , lefquelles rencontrent l’une en D la Droite donnée 
DO, Pautre en B PAxe CB, & qu’en prenant AQ , AB 
pour les Axes de la Courte, on nomme AB, #; AD, b; 
BC, qui eft négative dans la Figure, c; l’abfcifle AP, x, 
& lordonnée PM, ou Pm, y: les triangles fémblables 
ADO , AQN ou Aqn, donneront AD [2]: DO [= AP, 


x]:: AQ ou Aq[— PM ou Pm, y |: QN ou qn (SE 


Donc RN [= QN —QR = QN— AB ]= %—4, où 


rn[—qr—qn—AB—qn|=4—"7, Et CR, ou 


Cr{—CB+BR ou Br—CB+PM ou Pm]=c4+J. 
Ainfi puifque, par la propriété de la Parabole, le reétan- 
gle du Paraméätre d par l’ordonnée CR ou Cr eft égal au 
quarré de labfciffe RN ourn[$. 123], on aura #x(c 


24X * . , . 
— Te Ha, qui f réduit à l'équation 


propo- 


Cx 
$. 


DES COURBES. 257 


VIL propofée xx}) — 24bxy “K aabb — bbcd + ébdy. Pr, XII. 
138. On voit aifément, par cette conftruétion » que la Cour- 
be aura toûjours deux Branches infinies le long de lAxe 
des ordonnées À D qui eft leur Afymptote : mais elle peuc 
en avoir auffi, ou n’en pas avoir , le long de l'Axe des 
abicifles AB. Ces cas fe diftinguent en examinant fi cet 
Axe AB coupe, touche, ou ne coupe ni ne touche la 
Parabole. 


1. S'il la coupe, & que le Point A tombe dans la Pa- HARE 
rabole , ce qui a lieu quand BA[4] BD 21 2h 20% 
Courbe a quatre Branches infinies dont AB eft lAfympto- 
te, & elles fe jettent dans les quatre angles des coordon- 
nées. 

2. Si PAxe AB coupe la Parabole, mais que le Point A num, 23 
tombe hors de cette Courbe, ce qui a lieu quand BA[ 4] 
> Bbfycd], la Courbe à aufñfi quatre Branches infinies 
qui accompagnent l'Axe AB; mais de ces quatre Branches, 
deux s'étendent dans l'angle des coordonnées pofitives & 
deux daps l'angle des coordonnées négatives. 

Si le Point A tomboit für la Parabole, alors AB [4] 
feroit —Bb[4yc4], & le terme conftant difparoîtroit dé 
l'équation , qui froit diviGible par y, & réduite à XX Y — 
248% — bd — p, ne repréfenteroit qu’une Ligne du troi: 
fiéme ordre. 

3: Si AB touche la Parabole , ce qui à lieu quand 
f=—0 , la partie de la Courbe qui eft au-deflous de l’Axe 
AB difparoit, & la Courbe n’a plus que deux Branches in- 
finies le long de cet Axe, lefquelles fe jettent toutes deux 
dans un même angle, qui cft celui des coordonnées pofi- 
tives, à fuppofër d pofitive. 


4. Evfin fi AB ne touche ni ne coupe [à Parabole , 
ce qui eft le cas de c négative, ou de BC pofitive , tou- 
tes les Branches infinies qui accompagnoient l’Axe AB dif 


Latrod, à PAnalyfe des Lignes Courbes, Kk paroi 
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paroiflent, & la Courbe ne conferve que celles qui s’éten- Cx.vrrt. 

dent le long de l’Axe des ordonnées AD. $ 1380 
Tout cela fe difcerne, indépendemment de la confiruc. 

tion de la Courbe, par la feule équation mife fur le Trian- 

gle analytique. 


Elle a deux déterminatrices, l’une 4B qui a la même 
pofñition que 4B dans l'Exemple II, & qui défigne, ici 
comme là, {car le Calcul eit le même], deux Branches 
hyperboliques qui accompagnent l’Axe des ordonnées dans 
les deux angles de fuite des ordonnées porñitives. 

Mais AC, qui indique des Branches dont l’Axe des 
abfciffes eft Afÿmptote, donne l’éqg: xxyy—24bxy 
(aa — cd )bb— 0, dont les racines xy=44#4Vcd, 
préfentent quatre Cas différents; fans compter celui où 4— 
cd, qui réduit l’éq : xxyy — 24bxy — bbdy —0o , ou 
xx — 24bx — bbd —0, à ne repréienter qu'une Cour- 
be du troifiéme ordre. 

. «°, Si cd cft plus grande que #4, les racines xy — «à 
Lbycd, & xy—4ab—b#5c4 défignent deux Hyper- 
boles , l’une poñitive , l’autre négative; dont la prémiére 
étend fes Branches dans les angles des coordonnées de 
même figne, & la fconde dans les angles des coordon- 
nées de diflérens fignes. Ces Hyperboles-afymptotes fe 
répandent donc dans les quatre angles des coordonnées ; 
& la Courbe les accompagne le long de l'Axe des abfcif- 

fes 


num, Le 
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Cayrnr. es dans ces quatre angles » Puifque dans ce Cas l'équation Pr: KIT. 
$. 138. de la déterminatrice ÀC n’a point de racines multiples. 

2°. Si cd étant pofitive eft plus petite que 44%, les 
deux racines xy— 40 by cd, défignent deux Hyper- 
boles pofitives, qui étendent, l’une & l’autre, leurs Bran- 
ches dans les angles des coordonnées de même figne, 
Donc, puifque l'équation de Ja déterminatrice n’a point 
dans ce Cas de racines multiples, les Branches de la Cour- sum 2 
be fuivent celles des Hyperboles le long de l’Axe des abf : 
cifles qui eft leur Afymptote, & fe jettent deux dans l’an- 
gle des coordonnées politives , & deux dans l'angle des 
coordonnées négatives. 

3°. Si cd eit négative, les deux racines xy — 4b + 
by cd font imaginaires.  Ainfi les Branches infinies, que la 
déterminatrice ÆC fembloit indiquer par à poñition font 
anéanties par fon équation. La Courbe n’a donc que les num, 4 
deux Branches hyperboliques indiquées par la détermina- 
trie Æ4B , & qui ont pour Afymptote l’Axe A D des or- 
données. 

4°. Si 0, les deux racines xy — 46 + bc 4 font 
égales, ou plutot l’éq: xxyy — 24bxy 4 a4bb—o de la 
dérerminatrice ÆC n’a qu’une racine double xy—48. Il 
n'y a donc, pour les Branches dont l’Axe des abfcifès eft 
PAfÿmptote-droite qu’une Hyperbole pofñitive , dont les 
Branches A1, XL fe jettent dans les angles oppofés des 
Coordonnées de même figne, Mais, comme la racine xy 


— > fe ab PPT 
— 4b eft multiple; la Série, dont — ft le prémier ter- 


me, neft pas encore réguliére, &il en faut chercher le 
fecond terme, au moins. On voit fans calcul, puifque la 
racine xÿ — 480 ft double, puifau’elle ne divife 
le terme unique — dy du fecond ordre, & puifqu'il ny 
a qu'un intervalle entre la déterminatrice & f parallèle 
qui pafle par le terme du fecond ordre ; on voit, dis- 

Kk 2 ÏC 


as 
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je; [$. 113], que le fecond terme de la Série fera demi - cx.vur. 
imaginaire, & qu'aiof il n’y aura qu’une des deux Bran- $: 138 
ches HI, ou XL, de l'Hyperbole qui ferve d’Afymptote 
à la Courbe. Mais pour favoir fi ceft HI, ou XL , qui 
fait cette fonétion, il faut connoître le fecond terme de la 
Série. On fubftituera donc 4x7 * #k # à y dans l’équa- 
tion propolée xxyy — 24bxy — bhdy rk aabb—= 0, & on 
la transformera en sexes — ab dx = — bhdu — 0. Cel- 
le-ci mife fur le Tr: an: n’a qu’une déterminatrice fupé- 
rieure, qui donne xxww—abdx = —o , ou # —= 
a DE dtn +} Va. Ce terme demi - 
imaginaire, mais double à caufe du figne +, fait voir que 
la Courbe ne s'étend que du côté qu'indique le figne de 
la grandeur 424. Si ce produit eft poñitif , il n'y a que 
la Branche HI de l'Hyperbole qui foit Afÿmptote , mais 
clle eft fuivie de deux Branches mi, MI de la Courbe , 
dont l’une mi, défignée par la Série y — SU 
&e. e glife entre l’'Hyperbole HI & l’Axe des abfcifles; & 


$ } b bd 
dont l’autre MI, indiquée par la Série ÿ—* + dc. 


tombe, par raport à l’Axe des abfcifles, au-delà de l'Hy- 
perbole HI. Ces deux Branches mi, MI font fürement 
réelles puifque l'éq: xxwx — ab'dx *—o de la fecon- 
de déterminatrice n’a point de racines multiples , & que 
par conféquent la Série devient réguliere dès le fecond ter- 
me. Ainfi la Courbe a quatre Branches hyperboliques ; 
deux, qui ont pour Afymptoté lAxe des ordonnées, Pac- 
compagnent dans les angles des ordonnées pofiives ; & 
deux ; qui ont pour Alymptote l’Axe des abicifles, fe 
jettent, le long de cet Axe , dans le feul angle des coor. 
données pofitives. 


29. CaS IL 
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Cu. VIII. 139. Cas IL Lorfqu’une déterminatrice eft parallèle à PL. XIE. 

$15% une des deux Bandes extérieures du Triangle analytique, 
elle eft fupérieure quand le Triangle eft couché für cette 
Bande. Si c’eft la Bande fans y, la déterminatrice donne 
l'équation de la Courbe pour y infinie [ $. 96. 4°]. Mais 
tous les termes de cette équation étant fur une Bande pa- 
rallèle à la Bande fans ÿ', ils contiennent tous une même 
puiffance dy. On peut divifer l'équation de la détermina- 
trice par cette puiflance, & on aura une équation en 
& en conftantes, qui a pour racinés une ou plufieurs va- 
leurs finies d’x. Ainfi des abicifles finies ont des ordon- 
nées infinies ; -& les Branches défignées par cette détermi- 
natrice s’éloignent infiniment de Axe des abfciffes en ref 
tant à une diftance finie de celui des ordonnées. Les or 
données infinies de ces abfciffes finies font des Afympto- 
tes de la Courbe, qui jette le long de ces Afÿmptotes des 
Branches hyperboliques. 

Par le même raïfonnement , une déterminatrice paral- 
lèle à la Bande fans x défigne des Ablifles- afymptotes , 
dont les ordonnées font les racines de l'équation que four- 
nit cette déterminatrice, 

Ces racines peuvent être imaginaires, réelles, ou nul- 
les. Une racine imaginaire exprime une Afymptote ima- 
Binaire ;: qui n’exifte point, non plus que les Branches fh- 
finies que la déterminatrice fembloit indiquer. Une racine 
réelle donne Ja pofition d’une Afymptote-droite réelle, 

JT PEUT pourtant n'avoir que des Branches imaginaires à 
caufe des termes fuivants de la Série. Une raane nelle 
marque une Afÿmptote- droite , qui, paflant par POrigi- 
ne, eft un dés deux Axes: Elle a donc été déja indiquée 
par une déterminatrice, qui fans être parallèle aux Bandes 
extérieures du Triangle n’en coupe qu'une ou paflé par 
la Pointe [ &. pré. |, 


KKk z | Exem- 
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Exemple I. On propofe l’ég: xyy — 4)ÿ —3axy CxVIIT: 
K 24*x— 0. Quand on l'a placée fur le Triang : anal : DLL. 


A 
© % O o 
B*%x * o 
o *xC 


[e) 


on voit qu’elle n’a que deux déterminatrices fupérieures , 
toutes deux parallèles aux Bandes du Triangle. 

L'une 4B, parallèle à la Bande fans y, indique une 
Afymptote-ordonnée. Son équation xyy—— 4} =—=0 ; di- 
vifée par yy, fe réduit à x—4—o : ce qui montre que 
cette Afymptote elt l’ordonnée de Pabicifle x—#. On 
prendra donc une abcifle AB—#, & par fon extrémité 
B on ménera l’ordonnée indéfinie BC, qui eft l’Afymptote 
indiquée par la déterminatrice AB. 

L'autre AC, qui eft parallèle à la Bande fans x, défi- 
gne des Afymptotes-abfciffes. Leur pofition f& détermine 
par l’éq: xÿy— 34xy »k 24°x— 0, que fournit cette dé- 
terminatrice. Cette équation a chacun de fes termes di- 
vifble par x, & cette divifion la réduit à yy— 34y*k 24° 
—0, qui a deux racines réelles, y—4=—=0, & y—24 
—o, Elles marquent chacune une Afymptote , qui font 
les abliflés DE, FG, des ordonnées AD—=4 & AF 


f— 24, 


Exemple 2. On propofe l’éq : xxyy —2bx y 
bbyy — 24axy + bbxx x 2b'y + 2a°bx + 24 —b = 0: 
Mile fur le fr:anal: elle a deux déterminatrices: 

L'une 4B, parallèle à la Bande fans y, indique par 
fa pofiion des Ordonnées-afymptotes , & par fon équa- 
tion xxyy — bhyy — 0, ou, divifant par vy, xx—bb=o, 

qui 
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Cv. qui a deux racines réelles, x—B, x=—=—#, on voit que p.. x11. 
$:1;9. ces Afymptotes font les ordonnées des abiciflés AB— », 


AC——b6, Fig. 90. 


A 
OÉOLX%XI O0 
Oo © % o 
Bx x xC 
* %* 
* 


L'autre déterminatrice AC, étant parallèle à la Bande 
fans x, marque des Abfciffes-afymptotes. Son équation 
NXyy — 2bxxy + bbxx — o , divifée par xx, fe réduit à 
yy—2by"#Hbb—0o, qui na qu'une feule racine, mais 
double, y—b—=o. Elle fait connoitre que lablcifle 
DE de lordonnée AD=—=?, eft une Afymptote. 


Exemple 3. Si dans cette même équation on chan- 
ge feulement en + le figne — du terme 4kvy, l’équa- 
tion que donne la déterminatrice AB, étant xxyy + #byy 
—0, où xxk b—0o, elle n’a que des racines imagi- 
maires. Ainfi la Courbe perd les Ordonnées - afymptotes 
BF, €G, & ne conferve que lAbfcifle-afymptote DE , 
donc lordonnée eft AD — 4, Fg. 9t. 


& FE Ainfi la ule infpe&tion du Triangle analytique, 
s éterminatrices parallèles à Pune ou à lautre des 
Bandes EXtéricures , füfht pour établir le nombre & la po- 
fition des Afÿmptotes abfcifles ou ordonnées. C’eft que 
les ordonnées ou les abfcifies de ées Afÿmptotes font don- 
nées par le prémier terme de la Série defcendante qui €x- 
prime yen x, ou xen y. Mais pour avoir la poñition 
ou lefpèce des Branches hyperboliques de la Courbe au- 
tour dé ces Afymptotes | pour s’affurer même de leur 
cxiRen— 
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exiflence, il faut chercher le fecond terme de la Série, Cavrit: 
& , en quelques occafions , des termes ultérieurs. Si Je $: 149. 
prémier terme de la Série eft ou z [ #7 repréfentera l’'ab- 

{cie d’une Afmptote-ordonnée , & # l’ordonnée d’une 
Afÿmptote - abicifle ], on cherchera le fecond terme de la 

Série en fubftituant #7 2 à x, ou +4 à y [102] & 
mettant la transformée fur le Triang : anal: Or cette trans- 
formée eft précifément la même qu’on auroit en tranfpor- 

tant l’Origine fur lAfymptote [ $. 25. IV°.] , tranfpoñition 

qui réduit ce Cas-c1 au Cas précédent | 4. 138], où 
lAfymptote étoit fuppofée pafler par l’Origine. Ainf cet- 

te opération fe peut envifager, ou comme le tranfport de 
lOrigine fur l’Afymptote , ou comme la recherche du fe- 

cond terme de la Série. Appliquons-la aux Exemples 
précédents. 


Exemple I. Ona vû dans l'Ex. r du &. préc. que 
la Courbe repréfentée par l’éq : xyy— 4yy — 34xy + 24°% 
— 0 avoit trois Afymptotes, f. BC ordonnée de lab{cif 
& AB— #, & DE, FG abfaifles des ordonnées AD—% 
& AF—24. Tranfportons fuccefivement l’Origine fur 
chacune de ces Afymptotes. | 

1. Pour la porter d’A en B für lAfÿmptote ordonnée 
BC, on füubftituera 4»H% à x dans l'équation de la Cour- 
be: ce qui la transformera en 2ÿ)— 344) — 34:y+ 24° 
2e —0o. Cette transformée mife fur le Triangle ana- 
lytique a deux déterminatrices 4%, AC. 


En les comparant avec les déterminatrices 4B, AC 
de 
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Cx.vIiL. de l'équation propofée ; on voit que dans l’une & dans ez XI. 

$- 140. l'autre, AC a la même pofition, parce que les Abfcifes - 

afymptotes DE, FG qu’elle défigne, ont la même fitua- 

tion par raport à l'Origine, foit qu’on la laiffe en À, foit 

qu’on la porte en B. Mais la déterminatrice ÆB de la 

propolée a tourné fur le centre 4, & a pafñlé en 44 

dans la transformée, où elle n’eft plus parallèle à la Ban- 

de fans y, parce que lAfymptote BC, qu’elle défigne , 

eft devenuë lAxe des ordonnées , auquel elle étoit d’a- 

bord parallèle. Cette déterminatrice 2 donne pour lé 

quation de l'Hyperbole -afymptote: qui eft auñi l’Afymp- 

tote- courbe, Zyÿ— 344) —0, où 2y — 344, à l'Hy- 

perbole ordinaire pofitive. Donc , les Branches infinies 

HC, hc de la Courbe , defquelles CBc eft l’Afymptote, 

s'étendent à l'infini dans les angles bBBC, ABc des coor- 
données de même figne. 

2. On portera Porigine de A en D fur l’Afÿmptote 

DE en fubftituant dans l'équation propolée 4<% à y. 

Par-là , on la transforme en xwu —> 4 — 5 qan — au 

— 4x4 — 0, qui placée fur le Triangle analytique a trois 


9 


-Ô #. o 
AN 

BE Ve 

o C 


déterminatrices ; 4B qui cft la même que AB de la pre- 
pofée, & Ac,cy, qui ont fuccédé à AC AB eft reC 
tée en place, parce que le tranfport de l’Origine de À en D 
n'a pas changé fa fituation par raport à l’Afÿmptote B C 
qu’indique la déterminatrice 4 B. Mais AC eft devenuë 
double Æ4:, cy, parce que de deux Afymptotes-abfciffes 


Litrod. à l Analyfe des Lignes Courbes LI qu’elle 
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qu’elle indiquoit , lune DE pañle maintenant par l'Origi- cu.vir. 
ne D, & eft l’Axe des abfcifles , l’autre FG lui eft parallè- $. 14e. 
le. Celle-ci eft défignée par la déterminatrice Æc parallè- 

le à la Bande fans x : celle-là par .la déterminatrice y, 

qui pafle par la Pointe, & fournit léq : — axe — 4? — 

o, ou x#——#41 à l’'Hyperbole ordinaire négative. 

Ainf elle marque des Branches infinies IE, ie, qui s’éten- 

dent dans les angles ADE, FDe des coordonnées defi- 

gues contraires. 


3. Enfin l’Origine eft tranfportée de À en F fur l’'Ab£ 
ciflé-afymptote FG , en fubitituant 244% à y dans la 
propolée , ce qui donne la transformée vs — 44° — 44°" 
— ant + 4x4 — O qu'on mettra fur le Triangle analytique. 


A 
PE ANE o # 9,0 
BEGIN 


j'a ie PR 


* 
o C fs 


Elle y conferve la déterminatrice 4B qu’avoit la pro. 
pofée & qui défigne l'Ordonnée -afymptote BC , mais la 
déterminatrice AC s’eit. brifée en deux Æy, yc, dont la 
prémiére, parallèle à là Bande fans x, marque l’Abfcifte- 
afymptote DE , & dont la féconde, paffant par la Pointe, 
montre que l’Axe des abfaifles FG eft auffi une Afympto- 
te. L'équation — 44° + 4x —o, où x# — 444 qu’elle 
donne, eft à l'Hyperbole ordinaire pofitive. Ain elle in- 
dique des Branches KG, kg, qui s'étendent enfin dans 
les angles GFf, DFg des coordonnées de même figne. 

En effet, la Courbe repréfentée par lég : XP} — 4ÿy — 
34Xÿ — 24*°x — 0, a fix Branches infinies, difpofées au- 
tour de troi$ Afymptotes Cc, Ee, Gg, de la maniére 


qu’on 
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€nVII. qu’on le voit F8. 89, ce dont on-peut aifément s’aflu- PL XI. 
$+14+ rer en confdérant l'équation fous cette forme x —— 
49) 
Jÿ— 34) — 24° 


Exemple 2. Dans l'Ex. II du &. préc. on a vû que 
la Courbe dont la nature s’exprimoic par l'éq : xxyy — 
20x°y — bbyy — 2aaxy + bbxx 44 2b7y 44 2aabx 4 24 — 
B*—0o, avoit trois Alymptotes, Ff, ordonnée de lablcif- 
f AB—&6; Ge, ordonnée de labicifle AC——2 ; & 
DE , abicifle de l’ordonnée AD — 4. 

1. On tranfportera fucceffivement l’Origine de À en B 
& en C, en fubflituant dans la propofée d’abord zkb, 
enfuite Z—#, au lieu de x, ce qui s'exécute ainfi par 
le $. 28. 

L’équation ordonnée par y 


(xx—bh DHC=2bx—2a0x-t2bVy-tbbrest-2aabx2 at—bt 
2 [e) 2 I O ? I O Oo 
2X2)) FH (—40x — 244) 5 + (20bx + 244b)2 
ES Ch © RAS SOU 
| 22) — 2h22) HO bbzz 
x — b 
——————————, 
* — 244b)y KH24aa(aa+ bb) 
H202py — (ana 4bb) zÿ 2h (ask bb) 7 
TZ) — 2h22 + bbzz 


X—— # 
———, 
% 24aby + 244( aa — bb) 
— 202}y — (248 — 4bb) 1 2 bCan — bb) z 
4 229) — 2h22) K bbzz 


Si on place ces deux transformées fur le Triangle ana- 
LI 2 lytique 


268 DES BRANCHES INFINIES 


lytique, elles y occupent l’une & lautre les mêmes Cafés, cn.vrz 
& ont trois déterminatrices fupérieures. : $: 140. 


A 
010 1k 0710 
Oo bx % oO 
o *%x x*xC 
Bx *% 
* 


AC, parallèle à la Bande fans >, ceft la même que la 
déterminatrice ÆC de la propofée, & défigne , comme el- 
le, PAbfciffe-afymptote D E. 

Mais AB de la propofée s’eft doublée, & eft, dans la 
transformée Ab & bB. La prémiére 4b, parallèle à la 
Bande fans y, défigne l'Ordonnée-afÿmptote Gg, fi lOri- 
gine efttranfportée en B, ce qui eft le cas de la prémiére 
transformée : elle indique l'Ordonnée-afymptote Ff;, lOri- 
gine étant tranfportée en C, ce qui ef le cas de la fecon- 
de transformée. La feconde déterminatrice 28, qui fans 
être parallèle à la Bande fans y coupe la Bande fans >, 
exprime une Afÿmptote qui pafle par l'Origine, eeft FF, 
lOrigine étant en B; & Gg, l'Origine étant en C. Cette 
déterminatrice donne, pour la prémiére transformée , l’ég: 
— 2 aaby + 261239 ; & pour la féconde K 244bÿ — 
2b2yy —È0, qui toutes deux f réduifent À Z/—44, 
équation d’une Hyperbole ordinaire pofitive. Cela mon- 
tre que les Branches de l'Hyperbole =afymptote , & [puif- 
que dès le prémier terme la Série eft réguliére | celles de 
la Courbe HF, hf; 1G,1g, s'étendent enfin dans les an- 
gles des coordonnées de même figne. | 

2. Il faut préfentement tranfporter POrigine au point 
D, où l’Axe des ordonnées coupe labfitle- alymptote 
DE. Onfübfituera donc #+ 6 à y. 


L’équa- 
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€n.VIIL L'équation ordonnée par x Pr, XII, 
Cyy—2by-+bb) 2x HR (—244)+-244b)x—bbyy+2b y +0 at —5t 
2 I [e) 


&. 140+ 


L (e) 2 1,0 O 
(29—24)uxx —oaaux +(—2bb 28) x 
z ( (9 7 (a 


+ AUIXX — bbuu 
y—=#À 


* %x +z2a* 
% —o4ùux *+ 
KHax %x —bLhun 


La transformée wuxx — bbuu — 2aaux 4 24*—=0 , 
étant mife fur le Tr: anal: conferve la déterminatrice 48 


qu’avoit la propoléc, & qui défigne les Ordonnées-afymp.- 
totes Ff, Gg, qui ont la même pofition par raport à 
lOrigine D, que par raport à l’Origine A. Mais la déter- 
Minatrice ÆC de la propofée a changé de fituation, & a 
pris dans la transformée la fituation 4e , où pañlant par 
la Pointe, clle marque que lAxe des abfciflés DE eft 
Afymptote. Mais fon équation #4xx — 2 a4ux 4 24 — 
o, n'ayant que des racines imaginaires UX AA ay — +, 
fait connoitre que cette prétenduë Afÿmptote DE neft 
accompagnée d’aucune Branche infinie de la Courbe, 


LI 3 On. 
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On peut s’aflurer de la vérité de ces conclufions ; par la Cw.vin. 
conftruétion de cette Courbe. En prenant pour fon équa- $ 14: 
tion la transformée wuxx— bhuu — 2aaux + 24 =0, 
ce qui porte fon Origine au point D, & lui donne pour 
Axes DA, DE; on aura auxx — 244ux + at — bbuu 
— st, & tirant la racine quarrée #x— 48 —=+4/(bbun 

aa a A: 
—#),;oux=— LV —). On décrira donc 
fur les Axes perpendiculaires l'un à l’autre DA , DE, l'Hy- 
perbole VRY, urv, défignée par l'éq : x —44 , ou 
4 4 ne . 

, & on décrira du centre D, avec le raïon DA 


XX — 
— 


—b, le Cercle EaeA. Puis prenant une ordonnée quel- 
conque DQ—# , on tirera l'abfciflé AÂQM, qui ren- 
44 


contre l'Hyperbole en R , de forte qu’on a QR——. 


Qu'on méne par le point R la droite Tt, parallèle à PAxe 
DÀ , qui rencontre en T & t la circonférence EaeA , on 
aura donc DS—QR—", & TS—= St— y (D t* — 


1/4 


4 
DS*)==y Cbb— ©). Aïnf les abicies QM [TE + 


a* 44 4* k 
ÿCb—)]; & QM[ VE) ] font éga- 
les, l’une à DSHKSt, l'autre a DS—ST, c’eft-à-dire, 
[en menant la Droite DO , qui coupe en deux égale- 
ment l'angle aDE, & donne toûjours SO—DS ] QM 
fera égale à Ot—DSHSt, & QM à —0O T—DS 
— ST. On voic par cette conftruétion, que les ordon- 
nées FEF, Geg des ablciffés DE— 6, De=—b font 
Afymptotes , mais que DE , indiquée comme Afymptote 
par l'équation primitive , n’a point de Branches infinies 

qui 


Ga.VIT 
S.140. 
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qui l'accompagnent : parce que la Série y—8+% és PL. XIT. 
x 


#y—71) dt qui défigne ces Branches, eft imaginaire, 


Exemple 3. Le 3° Ex. du 4. pré. étoit celui d'u 
ne Courbe défignée par léq. : xxyy— 2bx° y + bbyy — 
244axyrk bbxx +4 2b’y+H24abx x 24*—bf—o, qui 
vavoit qu'une feule Afymptote , fcavoir l’abfcifle DE de 
Fordonnée AD=—&6. Pour connoitre la nature des Bran- 
ches infinies qui doivent accompagner cette Afymptote, il 
faut à y füubftituer & Hz dans la propolée. 

L’équation ordonnée par x. 

Cyy—by+bb )xx + (—24 7h24 0) x + bbyy+2by +245 
20170 I () 2e o o 
"H(2y— 26) xx (— 24 )ux H(2bby 4 2b° 
7 O©O (e 3 (e] 
+ 4HXX * +<bbuu 


— b 


Fig, 91 


%k %x  Hobtkoat 
k —24ux +4ab'u 
+uuxx x “kbbun 


Cette transformée #wsex 4 bbuu — 24° ux + 4b°n fa 
26Hz2at—o, mif fur le Triangle analytique a deux 
déterminatrices, mais qui ne donnent , l’une & l’autre, que 
des racines imaginaires. _4B, qui eft la même que 4B 


A 
O220?=* 000270 
OMOPO 0 
B*x *% o 
* oO 
* 
€ 
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de la propofée donne, comme elle, sexws 4 bbuu = 0, cuit. 
ou xx» bb—0o , dont les racines font x— #6, S:14: 
Et Are, qui a fuccedé à AC, donne wuxx — 24° ux 
2bt#424*—o, dont les racines 2x = 44 +4/(—2bt — 
4°) font auffi imaginaires. 

Ainf cette Courbe n’a point d’Afymptotes, à parler 
exactement. En effet, fi on réfout fon équation en re- 
gardant x comme linconnué , on trouvera x —=—= 


aa xby(—uu — 4bu — 2bb— 5) 
Aus lp Locataires . Ces deux valeurs 


— # 
d’x font imaginaires , lors qu'on prend # pofitive : car 
alors , tout ce qui eft fous le figne radical eft négatif, [nous 
fuppofons à pofitive ]. Mais fi on prend # négative, le 
terme — 4b# fe change en + 4b#; les valeurs d’x peu- 
aa by (—uu+a4bu—2 He ) 
vent être réelles, & l’éq : Nr PRO EU 


—— ff 


fe conftruira de cette maniére. Ayant décrit fur les Axes 
perpendiculaires DA, DE, & dans l'angle des coordon- 
nées négatives, la demi-Hyperbole Oo’, dont l'équation, 
en nommiit AQ, —#, &QO,—2, ct za; 
prenez DA——b=— AC: élevez au point À la per- 
pendiculaire AB, & décrivez du centre C, avec un-raion 
CF=Yy(2bb— 5) le demi-cercle FHhf. Puis menant 
du point D une Droite quelconque DH, qui coupe en # 
la Droite AB, & en h,H la demi- circonférence , abaïflez 
des points h, H les perpendiculaires hq, HQ, prolongées 
indéfiniment. Des points o, O, où elles rencontrent l'Hy- 
perbole, vous prendrez fur ces perpendiculaires les parties 
om,0#,OM,OM égales à Ah, & les points m, "1, 
M, M feront à la Courbe propofée. Car, fi on nomme 


DO; *, 


Cu.YIII. 
ÿ: 140. 
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DQ, #, on aura QO=—*, & QH—VfQ.Qr— 


vCDQ— DC CF)x (DC CF— DO = Cu — 25 
HG )x Cab Cab >= 8) = ue 


+ 4bu — gbb — Fe 3). Donc les triangles femblables DQH, 
4 
DA», donnant DQ [7]: QH [VC—rn+300—2bh— s »1 


Eu ta bu—2bb— F ) 
SE a ST ]; 


? 


—= DA [2]: 4h, ou OM, OM 


# 
4a 


on aura x [| — QM ou QM— QO— OM=—— em 
(4 


4 
CEE bus — 2bb — - 
RARE eee ) ; ce qui multipliant par 


Z 
4, tranfpofant, quarrant, & tranfpofant derechef, donne 
l'éq : xxzu + 24axu Kate bbun — 4 ba + 2 6% Hat — 


o , dans laquelle changeant »K# en — x, parce que AQ 


[x], que nous avonstraitée comme pofitive, eft réelle- 
ment négative, on retrouve précifément l'équation propo- 
fée à conftruire. 


, 141. I meft pas inutile de remarquer que le Calcul 
nécefaire pour porter l'Origine fur l’Affimptote droite, ou 
pour avoir le fecond terme de la Série deftendante, s’a- 
brégera fi lon remarque les Cafes par lefquelles doit pañlèr 
la déterminatrice : cat il fuffit de calculer les termes qui 
rempliffent ces Cafès -là , & on peut s’éviter la peine de 
chercher les autres. Or ces termes fè trouvent aif£ment 
quand on-émploye la maniére indiquée au &. 28, & dont 


Turrod, à l'Analyfe des Lignes Courbes, Mm ous 


PL.XIIT. 
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nous avons fait ufage dans.les Ex. 2 &* 3, du €. préc. Cxwitr. 


Quand on fübftituë, par ex. #+# pour y, l'équation étant 
ordonnée par: x3 ‘la prémiére ligne.donne les termes! qui 


remplifflent les Cafes x, TES. jufqu'à x°, c’eft-à- 
dire la Bande des puiffances d’x. La féconde ligne don- 


ne les termes #x°, #x°", &e , ou-la Bande #. De 
même la troifiéme ligne donne la Bande ##, & ainfi de 
fuite. Puis donc, qu'on :cherche une déterminatrice -fupé- 
rieure , il fuffira de calculer les termes qui font les plus 
hauts dans chaque Bande, ou même feulement dans quel- 
ques-unes. Cela fe pratique aifément en faifant la {ubC 
titution. A mefure qu’on calcule chaque terme dans cha- 
que ligne, on écrit un zéro, ou une étoile pour chaque 
terme qui fe trouve nul, & on ceflé de calculer dans une 
ligne, auffitôt qu’on parvient à un terme de cette l'gne 


qui a quelque valeur. Mais cet abrégé f& comprendra: 


bien mieux en l’appliquant à quelque Exemple, 


Exemple I. Soit propofée l’ég: x°y Æaxy — 24x% 
— 24nÿ —24ax »K 4 —0, qui mife fur le Tr: anal: 
a deux déterminatrices parallèles aux. Bandes extérieures. 
du Triangle, 


Lune AC parallèle à la Bande fans x donne l’équanion 
y — 24% — 0 où ÿ—24, qui marque queablciite 
de Pordonnée 2 4 eft Afÿmptote. Pour avoir l'équation. 
de lHyperbole- Afÿmptote, il faut fubfituer #4 24 à y 
On ordonnera donc l'équation par x, & fubflituant 24 à » 

dans 


$. 1475 


PLANCHE " AIT + « Cr # ST à 


DES COURBES. 275 


Cuvyrtr. dans les termes füucceffifs, on verra évanouir les deux pré 
$.141. miers; ce qu'on marquera à côté par des zéro. Mais le 


troifiéme ——244y+ 4° fe change en — 32, qu'on met- 
tra aufi à coté. Puis on viendra au calcul de la fecon- 
de ligne , & comme le premier terme (y—2 4) xx y 
produit xx qui n’eft pas zéro; on le mettra à côté, & 
le Calcul eft achevé. 


L'équation ordonnée par x Y=24 
A ———, 


orme 
O—24 XXE Cay—2a8)x—2anyga © Oo  — 34° 
0 


(1)#xx »Huxx 


Car la déterminatrice fupérieure de la traneformée dou- 
nera l’éq: #xx— 34° —o, pallant néceffairement par la Ca 
 uxx & par la Pointe, puifque celle-là eft la plus haute 
Cale de la feconde colomne, & celle-ci de la prémiére, en 
couchant le Triangle fur la Bande fans x. Le calcul a mon- 
tré que les Cales x & xx font vuides. 

o 


* oO 
8e @ oO 
@ © © * 


,, L'autre déterminatrice AB de la propoféc ct parallèle 
à la Bande fans y, & donne l'ég: x°y ÆH 4xy — 24470, 
OÙ X H4X— 244 — 0, qui a deux racines x—=4, ou 
X——24. Elles défignent les abicifles 4 & —2# de 
deux Ordonnées -afymptotes. Pour avoir l'équation des 
Hypetboles-afymptotes, il faut fubftituer 3+H4, & 74 
à x dans l'équation propofée. On l’ordonnera donc par 
y, & elle n’a que deux termes. Le prémier s’évanouit ke 
foit qu’on fubftituë #, ou — 24,à x, puifque 4 & —24 

M m 2 font 


PLXI. 
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. font les racines de l'équation faite en égalant ce terme à cxvmr: 
zéro. Mais lune & l’autre füubftitution réduit le fecond 5: 141. 
terme à — 3#. Il eft inutile de chercher ce que pro- 
duiroit ce fécond terme dans la feconde ligne , puitqu'il 
a une valeur dans la prémiére. Mais on calculera ce que 
donne le prémier terme , & on trouvera (2x+4)3 7, 
que x—4 réduit à + 3227, & que x—— 24 réduit à 
— 341}. On s'arrêtera donc là, puifque la détermina- 
trice doit pafler par la Pointe, & par la Cafe 37, & on 
a pour la prémiére transformée 3477 — 34 —0o, ou 
zy — 44; & pour la feconde — 34zy — 34 — 0, ou 
D = — 44. 


L'éauation erduunée par y 


(xx 4x — 22%) y —24x — 28x44 —o 
2 L O 
TS 
K 


C2xKH4)27y 


Ainf la Courbe a trois Afymptotes 1°, l'abfffe Che 
de ordonnée AB—24 , qui et accompagnée de deux 
Branches infinies DC, dc dans les angles des ordonnées 
pofiives ; elles font indiquées par lég: #xx— 34 de 
leur Hyperbole-afÿmptote: 2°. l’ordonnée FEf de labiciE 
fe AE—4, füivie des Branches infinies GF, gf, qui & 
jettent dans les angles des coordonnées de méme figne , 
comme le montre l’éq : zy=44 de l’Hyperbole-afymp- 
tote; & 3° enfin l’ordonnée 1Hi de l’abicifie AH—=—24, 
dont les Branches infinies LI , Li s'étendent dans les an- 
gles des coordonnées de fignes contraires, parce que lég: 
2748 de leur Afymptote- courbe eft à une Hyper- 

bole 
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Cn.vin, bole ordinaire négative. Et cela convient entiérement avec PL XII: 
$-141: ce qu'on peut déduire direétement de léquation propo- 
, ; 2AXX 14 2 AUX — n} 
4 réfentée fous cette forme y=—- 

LR J XX 4X— 244 


F. XX + AX — Ta4 
LE ( x— 4) GeH24a) 

Exemble 2. On propofe cette éq: x°y—(4%#% 
D) x y —20x "y k 4bxy + 2h y + CR — a dx ta ff 
= 0. ‘ 

Placée fur le Triang : analyt: elle a trois déterminatri- 
ces fupéricures , dont l'une Æ4B partant de la Pointe, & 


laiffant toutes les étoiles du côté de la Bande fans y fait 
Voir que lAxe des ordonnées eft une Afÿmptote accom- 
ÉAede deux Branches hyperboliques qui ie jettent dans. 
E de es des abfciffes négatives; leur Alymptote courbe 

AE Hyperbole gu’exprime l'éq : #4 abxy +4 aff =, 
OÙ NYSE aff | 


ne » 
. 


Mais il s’agit principalement ici des deux autres déter- 


minatrices , qui font parallèles aux Ban . La prénué: 
BC parallèle la Bande fans y, donne lé. Re Me 
+b)xx Hkabx)=—o, qui, | fans Compter la racine 
“© qui marque pour Afymptote l’Axe des ordonnées » 
Mm z déja: 
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déjà indiqué par la déterminatrice AB ] a ces deux raci- C#.VIiL 
nes x—4,x—4. La feconde CD, parallèle à la Bande $ 4" 
fans x, donne lég: x (yy—2}+&)—o, qui na 
qu'une fèule racine , mais double, y—c. Il y a donc 
deux Ordonnées-afymptotes , dont.les abfGifles font + & b, 
& une Ablciffe-afymptote , dont ordonnée eft 6. Pour 
avoir les Afÿmptotes - courbes , on doit fubftituer d’abord 
2+a, puis 2*Hb,à x, & enfin #+6 à y. 

Les deux prémiéres fubftitutions demandent qu’on or- 
donne l'équation par y. Sous cette forme elle a trois ter- 
mes, dont le prémier s’évanouït par la fubftitution de 4 & 
par celle de & à x, puifque # & & font les racines de l’'é- 
quation qui égale ce terme à zéro. Le fecond terme , 
par la fubftitution de #, eft réduit à —24ac(a—b})y, 
& par la fubfitution de 2 il devient zéro. Il n’eft donc 
pas néceflaire de favoir ce que la füubfitution de 4 fait. du 
troifiéme, mais la fubfitution de # le change en Be — 
bd Ha ff. On marquera à côté ces grandeurs nulles 
ou réelles, & on pañlèra à la féconde ligne. Par lopéra- 
tion qui tire cette feconde ligne de la prémiére , fon pré 
mier terme elt (3xx— 2 (arHb)x+4b)zyy, que la 
fubftitution de # réduit.à #Ca—#)2"; &celle de Z à 
b(a—b)7y. Ineft donc pas néceflaire de poufler 
plus loin le Calcul, car dans la prémiére transformée , la 
déterminatrice porte fur les Cafes zy° & y, & dans la {e- 
conde fur la Cafe z:y°.& (ur la Pointe, 

L'équation ordonnée par y 
(=(arHb)x* Habx)Jy+ (-26x° Hzboxx)yrhe"x"-a"d'xta ff" 
Pet. nl ie 
+ C3x— 2 (atb)xkab) 2yy dc 


X— 4 > — b 


Oo —246(a—b)y 0. 0, be —# bd + af" 


+a(a—b)2}y, +b(a—b)2y i 
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Cxvri. Il réfalte que l'Afÿmptote-courbe de l’Afÿmptoteor- pi x, 
$: 141. Gonnée de l'abfiffe 2 , a pour fon: éq : aCa— D 277 — 
2ac(a—b)y=0, où 4 —2#, laquelle marque que 
les Branches infinies s’éendent.enfin dans les angles des 
coordonnées de mêmes fignes. Et que l’Afymptote-cour- 
be de l'Afymptote ordonnée de lablaffe 8, eft l'Hyperbo- 
le repréfentée par léquat : 8 Ca— 2) 2y° Hbc — 4° bd° 
LV Ecole FANS LEE pre 25 
+ 4 ff—=0, où D Ainfi , felon 
Ca— 2) 
que cette fraétion eft pofitive ou négative, les Branches , 
qui accompagnent cette Afymptote , fe jettent ou dans les 
angles des ablciffes pofitives , ou dans ceux des néga- 
tives, 

Pour faire maintenant la füubftitution de # 4e à y, on 
ordonnera l'équation par x, & alors elle à quatre termes. 
Le prémier s’évanouit, quand au lieu de y on éait ce, & 
le fecond devient —(4— 2)5x. Cf tout ce qu'il 
faut favoir dé la prémiére ligne. Le prémiér tétme de’ la. 
féconde, qui eft C2ÿ—2c) sx! difparoït auffi pat la fub£ 
ütution de à y. Il faut donc venir au prémier térme 
de la troifiéme. C’eft #wx° , qui. ne renferme point d’y. 
1 n’y a donc point de füubfitution à faire dans ce terme, 
Ant; avec le fecond de la prémiére ligne , donne l'éq : 
FX —(Ca—b)ix —=o, où 2x —(4—bx, qui 
rerque que les Branches de l'Hyperbole - afymptote &, 
[ puifque cette équation n’a point de racines multiples, ] 
les Branches infinies de Ja Courbe fe jettent dans les an- 
gles des ablciffes pofitives , fi 45 8 , Ou dans ceux des, 
abfciffes négatives , fi + < 4. 


L’équa- 
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PLXIIL,  L’équation ordonnée par x Cx.VIIL: 
Cy-207+cc)x + Cab} +2bey}xt 4 (abyy-aadd)x+ar ff S 141. 
2 I O k 


(27 — 26) ux° de 
L (e) 


(Dax oc 
Y—=C 


O—(a—bex, de, 
O dc 


Hax, tr. 


Si 4 et —2, le terme x° de la prémiére ligne fera 
zéro, & il faudra calculer le terme x. Par la fübititution 
decày, il fe change en (abcc—xadd)x, où 44 (56 — 
d4)>x, puïlqu’on fuppoie 4 —%. Mais fa déterminatrice 
qui va de la Cafe #ux' à la Cafe x, pañle par la Cafe 
ux°. 11 faut donc là calculer. Le terme qui la remplit eft 
le fcond de la feconde ligne , qu'on trouvera être — 
— 2ACUX. 


L'équation ordonnée par x 
Cy—26)+c0) x C—2ayÿt-2a0y) > rhaa ( yy—dd) x Ka ff 
I 


2 I O 2 


5 [e) 


CUVE 


EE moeetet 

O Oo “Haa(c—dd)x 
O—2u4cux Êt 

n° x tr. 


L'équation de PAfÿmptote courbe eft donc s'x° — 
24cUx" + 44 (GG dd)x 0, OÙ x? — 24cux vi aacc 
— 4404 


(CNIL — 44dd—=0), qui à deux racines zx —4(c+ 47) & x PLXIIL. 
S:141 —_y(c—d). Elles indiquent deux Hyperboles ordi- 
naires, dont la prémiére étend fes branches dans les an- 
les des coordonnées-de même figne , & la feconde de 
même, fic> d,; mais celle-ci les étend dans les angles 
* des coordonnées de fignes contraires, fi «< 4. 
Sic—4#4, le coëfficient 44 (cc — #4) du terme x ef 
zéro. La déterminatrice qui pañlé par les Cafes #°x° & 
z#x°, donne alors fimplement l’ég: #°x?— 24çux* —0 , 
OU #x—24c, qui n'indique que deux Branches infinies , 
une dans chacun des angles des coordonnées de même 
figne. Mais il part de la Cafe #x° une autre déterminatri- 
ce fupérieure qui va:à la Caf de la Pointe 4°ff, & don- 


: 2 4 Cr 
ne l’éq: — 24cux°* Ha ff— 0, où wx° — =» quiin- 


dique deux autres Branches infinies dans les angles des 
coordonnées de même figne, 

L'équation ordonnée par x. 

Cy—2cprhcc) x rh 24) 200)) 2° aa (yy ce) x aff 
RTE O 2 I Ç 
ER Gy— 26)ux° H(—4aph 24) ant Oc 
aa à (o) 
MH Cr1)256 Êt. 
== 
0540, Of aff 
0, —24cux, dc 
aix, Cr. 

Si c eft nulle, la Cafe sx fera vüide, le coëfficient 
= 2ac étant zéro. L'équation de l'Afÿmptote - courbe 
fra fimplement #°x°— s4dd —0 » qui fc décompofant 

Terrod, à P Analyfe des Lignes Courbes, Nn en 
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en ces deux vx——#d—0, & axkæd-—0o, indique CuvViii. 
deux Branches hyperboliques qui fe jettent, une dans cha- $°141- 
cun des quatre angles des coordonnées. 

Et fi ceft qui eft nulle:, l'équation de PAfymptote- 
courbe fera suxx — 24cux + 4n66 — © , qui n'a qu'une 
{eule racine, mais double , #x—41=—=0 , laquelle indi- 
que une Hyperbole qui étend fes Branches dans les an- 
eles oppolès des coordonnées de même figne. Mais cet- 


. . ue al. , 
te racine double fait que la Série y—c+" oc. n'eft 
pas encore réguliére, & il faut , dans la transfor- 
1 . ac 0 . 
mée en # & x, fubfltuer = à z. Il faut donc avoir 


# 


cette trarfsformée. Ainfñ on achévera le Calcul commen- 
cé ci- deflus. 


L'équation ordonnée par x 


Oy— 20) C— 209) A 240) 9 (aapy) > 4° JF 
2 I O 2 J 2 Le) 


Cp — 20) 1 (40) rh 246 Jan fi (244ÿ) ux 
3 (e) z (e) 3 
CLS zauX KO aan x 


RC 


te — 


RE ne) 

Oo o + aaccx 4 aff 

O—24CUX + 24HUX, © 
x —2au x "Faux, Oo 


Dans cette transformée #°x—24aux Haanx — 
24acux + oancux + aactx + 4 ff—0 , qui a trois ordres 


. RAC 
de termes , il faut fubftituer — + à #. On peut faire cet- 
x 


te fubftitution fucceffivement dans les trois ordres , s’il eft 
nécef- 
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CxViir. néceffaire : mais 1l fuffira de commencer par les deux pré- PL XIIL 
$141 miers [& 106]. 


L Ordre Il, Ordre IIL.Ord. 
LIN — AIX + aacx — 2attx" + 2aactx vK aff + aaccx 
Es 2 I O 2 I O 
x 
HA ZAR — D AAcCx — AaactX K 2466 
Li 1 
# O Z e 


+ aaccx — 24 CC 


SE 


On a donc 7#x dans la Cafe de ce nom, o dans la 
Cafe 2x° & dans la Cafe x, #*ff dans la Cafe de la Poin- 
te. Il eft inutile de s'informer des autres, pleines ou vui- 
des, parce que la déterminatrice paflè par la Cal # x, 
& par la Pointe. 


*X 
@ © 
@ © ® 

@e © © © * 


Elle donne l'éq : 2x’ +aff—0o, ou 7 —#y — 


3 —3 "4 4 2, DE x / 
DIT = de V ——, terme demi-imaginaire. La Sé- 


. BCSULA CLS: ace 
rie eft donc IC Sr LS V — %o O6. ce qu fait 


connoitre que des deux Branches de l'Hyperbole # x— y’ 
—0, il ny en a qu'une qui ferve d’Afymptote à Ja 
Courbe, mais que cette Branche eft accompagnée de deux 
Branches infinies. 

Nn 2 On 
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On pouvoit prévoir cette Conclufon par la fule inf ca.vrrs 


pection de la transformée #°x—24nx #4 aux — 
2acux° + 2aacux + aaccx *ka'ff—©0, mife fur le Trian- 
gle analytique. Car la racine double #x — 46—0o de 
l'équation faite en égalant à zéro les termes #°x7— 2 4cux* 
*# oo . 
[o o 
+ RO 

| 0: 

.* 


+ aaccx du prémier ordre, ne divife pas la fomme —24%"se 
+ 24acux + aff des termes du fécond ordre. Donc [$. 
113 | puiqu’il n’y a qu’un intervalle entre la déterminatrice 
& fa parallèle qui paflè par les termes du. fecond. ordre, 


& que la racine de l'équation fournie par la déterminatri-- 
ce eft double, le terme fuivant de la Série fera demi-ima. 


ginaire. Donc, &c. 


142. CAs IIL Lorfque la déterminatrice füpérieure 


coupe inégalement les deux Bandes extérieures du Triangle: 


analytique, elle donne une ou plufeurs équations de cette 


: À - L4 
forme y— 4x, ou x—Æ4ÿ, l'expofant À étant un 
nombre différent de l'unité , [il feroit l’unité , fila déter- 


minatrice retranchoit des portions égales des deux Bandes : 


extérieures [ $..96 2°.] |. Donc l’éq y= 48 ou y= 


ax , car c’eft fous cette forme que la-:donne la détermi- 
patrice, repréfente une Parabole, qui, eft l'Afÿmptote des 
Branches infinies de la Courbe , dont l’ordonnée s'exprime 


par Ja Série defcendante qui a pour fon premier terme 4e, 
On: 


$ 14}:- 


DES COURBES. 285 


Ca VIIL. On a déja dit [:&. 133] que la dérniée dire&tion de pextir. 
Si14% cette Parabole eft.PAxe des ordonnées , quand br, & 
celui des abfcifiès, quand h<1. Or h>x, quand Ja 
déterminatrice retranche une plus grande portion de la 
Bande fans y que de la Bande.fans x3.& h<1 , quand la 
déterminatrice retranche ‘une plus petite portion de la Ban- 
de fans y. que. de la Bandè fans x [ 4. 96. 2° ].. Ainfi la 
feule poñition de. la déterminatrice fait connoitre de quel: 
côté tend la derniére direétion de la -Parabole -afmptote. 
Quand une fule déterminatrice fournit:plufieurs équa= 


: ° ; 
tions telles:que y— 4x , elles défignent' tout. autant .de 
Paraboles -afÿymptotes , qui ont la même derniére direc- 
tion. Et l’on juge par l'expofant », & par le coëfficient 


A du terme Æx:°, dans quels angles s'étendent: enfin les 
Branches de ces Paraboles |: 128 |. Les Branches de la 
Courbe fe jettent dans les mêmes angles, .ou du moins ne 
peuvent pas fe jetter dans d’autres ; : car il eft poffible que 
es termes fuivants de la Série rendent ces Branches ima- 
ginaires ; Où en tout, ou en partie : ce. qu’on n’a.plus 
lieu de craindre lorfqu’on eft parvenu aux termes régu- 
licrs. Ke 
Au refte, comme les déterminatrices fupérieures, qui © 

Coupent les deux Bandes extérieures: du Triangle , font 
toûjours füpérieures, foit qu’on le couche fur la Bande 
fans x, ou für la Bande fans y; il eft indifférent de: cher 
cher y en x, ou x'en y. Mais fi l’une de ces deux Sé- 
ries donne l'expofant 2 rompu , & que l’autre le donne 


en nombre entier, le. Calcul {era plüs commode fi l’on : 
préfére ce dernier. 


Exemple Î. On propofe l'éq : XX} — 4ÿ° RER AV Le 
—o. Mie für le Tr: anal: elle a deux déterminatrices, : 
qui coupant l’une. & l’autre inégalement les Bandes exté- 

Nn 3: ricures 


PLXUL. 
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rieures indiquent des Branches paraboliques. 4B, qui cxvur. 
prolongée retranche une plus grande partie de la Bande $: 14 


” 
Le) o 
BK ox (eg 
o o 9 
o o 
Le) 


fans y que de la Bande fans x, marque une Parabole-afym- 
ptote dont la derniére direftion eft l’Axe des ordonnées : 


. x 1 
& l'ég: x'yÿ —4) 0, OU =); qu’elle fournit, 


eft celle d’une Parabole ordinaire CAE, dont les Bran- 
ches s'étendent dañs les angles des ordonnées pofitives, 
La Courbe jettera aufñfi des Branches dans les mêmes an- 


è 


x à : x 
gles, parce que ÿ—- —0 n'eft pas racine multiple de 
léq: x°y* — ay —0o qu'a fourni la déterminatrice. 

Cette Parabole-afymptote CAE eft aufñi lAfÿmptote 
curviligne des Branches qui laccompagnent. Car fi on 


LAN] < XX 
cherche le fecond terme de la Série en fübftituant — + 
4 


4 
à y dans l'équation propofée, on la transformera en —— 
— ouuxx — 41 —bx Oo, qui étant mile fur le Tr: 
anal : couché fur la Bande fans x n’a qu’une déterminatri- 

o 
D*x o 
o xC 
O0 
(vYgtie, 
0 0 


Cn.VIENT. 
$ 142. 
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= v2-. "à ux* < 
ce utile DC, qui donne l'éq : 4 Porta US OS "oÙ 


mu ——#abxT". Dès le fecond terme , la Série y —— 


: ab ee ‘ 
E— = ©%. a donc un expofant négatif. Cet expofant 


4 
eft impair, & ce termeeft précedé du figne —® Ainf 


PAfymptote - courbe efl la Parabole CAE , & les Bran- 
ches de la Courbe tombent en-deça de cette Alymptore 
du côté des abfcifies pofiives, & en-delà du coté des 
négatives [ &. 134 |]. 

On tireroit précifément les mêmes chofès par raport 
aux Branches dont la derniére direction eft l’'Axe des ab 


: pique + MARTY 
cifles, en réduifant à x} Péq: xxyy— px —0o, 
que fournit la déterminatrice ÆÂC, & continuant la Série 
y : 
2 -k Gt. qui donne x eny. Mais, pour varier le Calcul 


& nous exercer däns ces réduGtions, cherchons une fe- 
conde Série qui donne y en x. Le prémier terme, dé- 
duit de l’ég: xxyy—bx=o, et y: y 2x = 
b>"*, qui détigne la Parabole F A G, dontles Branches 
embraffent, pour ainf dire, l’Axe des abfcifles qui eft leur 
erniére direétion , & s'étendent dans les angles des ab£ 
ciflés poñitives , puifque + négative. rend 4x imaginaire, 
Cette Parabole -afymptote cit auffi l’Afyÿmptote - courbe 
des Branches de la Courbe , qui ont cette derniére direc- 
on. Car en fubftituant y 4x +» à y, on transfor- 
me l'équation En = 2zxxÿ/bx 4 auxx = abxy/bx = 34bux 
z;4uuVbx= au —O , qui étant mile fur le Tr : 
anal: couché fur la Bande fans x a trois déterminatrices = 
mais la feule qui foit utile & qui donne un expofant 
plus peut que +, c’eft celle qui traverfant les Gates 


1 
2= 
HIDE 


PLzXIT. 
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FuXIII 2! L: ; “Ca.VTIL, 
4x”, & x°, donne l'ég: H2zxxylx = abx Vlx= 0, Ave 


© À 


ox 


ou a == + i4bx —". L'expofant de ce fecond terme fait 
voir , parce qu'il eft négatif, que la -Parabole FAG eft 
l’Afÿmptote - courbe ; & parce qu'il eft impair & précedé 
du figne +, que les Branches de la Courbe tombent au- 
deflus de l’Afymptote-courbe. Car le prémier terme de 
la Série y x ne permet pas de fuppofer x négative. 
Ainfi là Courbe a quatré-Branches infinies difpofées 
comme on les.voit dans:la Kg. 93, tracée par points füi- 
vant ce Calcul. Soit 4—4, & b—1, ou foit xxyy — 
4} — x —0 l'équation propofée , & fubftituant yz à x, 
on la transformera en y*23— 49° -—J'z —0o, ou, divi- 


fant par J°, enyzz—4—7% —o, foit = Hz. 


Donc x[ —}z]= #4 zz. Ainf fuppofant 
0 Li ee Li 7 3 r 
LR ——infs 43 3 125.15» V2,1 23007 7 1, V2; 3 » &c. 
On AUTA X — inf, 17, 105,0, 44% 204, 5, 8 inf 7}, —3, O0, 2: 7; Kc. 
3 

X y — inf; 42:38 3 31m 2V2 51102 inf. 153, 35 O,rlr—25, &c, 

Où l’on voit que les valeurs pofñitives de z, donnant 

des x & des y pofñtives, déterminent les points des Bran- 


ches ELHF, qui font dans Pangle des coordonnées pofi- 
© tives : 
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Gu.vin. tives: qu’en particulier, celles qui font prifes entre Pinfini p1.x1t 
$.14. & 2 donnent les points de la Branche FH dès l'infini juf- 
qu’au point H, qui eft le plus près de l’Axe AB des abf 


ciflés : que celles qui font prifes entre 2 & ÿ2 donnent 
les points de larc HI compris entre le point H & le point 
1 le plus proche de l’Axe À D des ordonnées ; & que cel- 
les qui font prifés entre 2 & o , donnent les points de la 
Branche IE dès le point 1 à l'infini. Que les valeurs né- 
gatives de 3, donnant x ou y négative, déterminent les 
points des Branches CA & AG, {çavoir ceux de la Bran- 
che CA , quand les valeurs de 3 font prifes entre o & 
— V4, parce que dans cet intervalle elles donnent x né- 
gative & y pofiive; & ceux de la Branche AG, quand 


‘ 3 “ *" . ) . 
ces valeurs font prifès dès —4/4 à l'infini négatif, parce 
qu’alors elles donnent x poñitive & y négative. 


Exemple IT. Soit propofée l'éqg : x°— 34%37— yty" 
+ 34*x* — 4°—o. Quand on la place für le Tr: anal: 
on ne lui trouve qu’une feule déterminatrice fupérieure 
AB, qui, coupant inégalement'les deux Bandes extérieu- 
res , indique des Branches paraboliques dont la derniére di- 
rection eft l’Axe des ordonnées, puifque la portion qu’el- 
£ retranche de la Bande fans y eft plus grande que la por- 
“on qu'elle retranche de la Bande fans x, 


OOo Dot ou ÉTA 
OMOROM OM GEO 
010 10108% 
0% 0.0 0 
Bx%x o % 

0 o 


*k 


Litrod. à ? Analyfe des Lignes Courbes, 
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Cette déterminatrice donne l’ég: x°— #*y/=—= 0; où cavirr: 
3 s 14% 
YV—= + LE pour celle de la Parabole-afymptote , qui eft 5 
le Syftême de deux Paraboles cubiques égales , l'une pofi- 
tive , l’autre négative , lefquelles étendent leurs Branches 
dans les quatre angles des coordonnées. 
‘ Les deux racines de l’ég: x°— 4*yy —0o étant raci- 
nes fimples, les quatre Branches des Paraboles - afymptotes 
feront infailliblement füivies d’autant de Branches de la 
Courbe. Mais fi l'on veut avoir lAfymptote - curviligne , 
il faut calculér encore un terme de la Série, en fubftituant 


x? / . 
+ Hey dans la propofée, ce qui la transforme en 


— zaax  244xu — auu + zatxx— 4° — 0. Celle- 
ci, étant mife fur le Tr: anal : couché fur la Bande fans 
*, a une déterminatrice utile CD, qui donne l'équation 


o 
CO 
— z40Xt == 244% u—0, OU U—=TEIX, où l’expofant 
d'x eft encore pofñitif. Il faut joindre ce terme au pré- 
3 3 
: , x x 
mic les éq:Yÿ—= + — —2x, y——— +Lix font 
Fr; & q y re 3 2 y Pr 1 


celles des Afÿmptotes curvilignes, à moins que dans le ter- 
me fuivant, x n’ait encore un expofant pofitif, ou Zéro. 
On cherchera donc ce troifiéme terme , d’autant mieux 
que fon figne & fon expofant marquent de quel côté des 
Afymptotes tombent les Branches de la Courbe. Pour cet 


effet, 
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CV. effet , on fubflituera ?xK7 à # dans la derniére équa- pL.xIn: 
$+ 14% tion, & on mettra la transformée =5 244% + zat1x — 

attt 3 atxx— a — o Îur le Tr: anal: Sa déterminatrice 

EF donne = 24arx? + Latxx = 0, (oit ri vax—", 

où lexpofant d’x eft négatif, 


O 
O 
O 
O 


OUL010 


e) 
Oo © 
’ 
La Courbe a donc quatre Branches infinies , dont la 
pofition à l'infini eft déterminée par celles des Afÿmptotes- 
3 


1 4 4 X 
curvilignes, que repréfentent les éq: v="# rm 
4 


se - : : 
—,"#èx, & qui f conftruifent ainfñ. Pour la .pré- 


miére on décrira fur les Axes AB, AC une Parabole-cu- Fz. »4 
bique ADN, dont les abicities [ AP ] x portent les or- 
3 


données [PN]S 3 & on ménera par l’Origine À la 


RIQUE AP tellement inclinée à l’Axe AB , que les ab£ 
ES AP foient les deux tiers des ordonnées PQ. Eu- 


. 3 
fuite de Chaque ordonnée PN >] de la Parabole on re. 


tranchera NM égale à P Q{2%], & la Courbe mLABM 


qui pafle par tous les Points M eft celle que defigne l'éq: 
< : 


ÙU — Em AT 


44 
Cette Courbe eft elle-même une Parabole cubique, 
dont les abfcifes z [ AQ ] font prifes fur la Droite AF & 
Oo 2 dont 
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P£ X111. dont les ordonnées # font QM. Car puifque AP=—x+, Gavin 
& PQ—ix>, AQ [z], qui et —yCAP°#+# PQ)[on $ 14 
füppofe l'angle À PQ droit; mais quel qu'il foit, la raifon 
de AQ à AP eft donnée, & cela revient au même, ] AQ, : 
dis-je, fera x (1+2)—=2xV 13; & QM [#]—=QP 

3 


n° 


x : 7/27 
"KH PM—PN—;, . Donc z—=:*xv13, ou “Ri 
3 3 
ÈU—— = ne * 2 . Or cette éq: ss x 
£a 12V13 44 13V13 AA 

eft celle d’une Parabole cubique [$. 126]. 
Ayant ainfi décrit la prémiére Parabole-afymptote 
cbABE, on décrira de même la feconde ebABE 

5 


2 x . 
dontléqio-tHt#s ayant des fignes contraires 


à ceux de la prémiére, marque une fituation oppofée. 
Ainf ces deux Paraboles fe croifent non-feulement à l'O- 
rigine A, mais auf aux points B, b, pris fur l’Axe des 
abiciffes à une diftance ÂAB—Ab—#ÿ} de l'Origine 
A. -Car fi l’on fait v—0 , l'équation de la prémiére Para- 
3 3 
bole donne © —:x—0o, & celle de la fconde — se 
44 aa 
HM3x—0o; équations, qui ne font au fond que la mê- 
me, & qui ont trois racines x—0; xX—+1Vi— AB, 
x——4ay}— Ab. 

Ces deux Paraboles cubiques € bABE, ebABE font 
les Afÿmptotes curvilignes de la Courbe propofée. Elle 
rencontre l’Axe des abfciffes en deux points G, g, extré- 
mité des abfcifles AG—:H4, Ag——1. Car faifant 
y— 0 , l'équation propofée fe réduit à x° — zaax 
gatxx — 4 —0o, ou (xX—44) —O,quia deux ra- 
cines réelles x—#, x—4. De chacun de ces deux 
points G,g, partent deux Branches paraboliques GH , 
GH; gh, gb, qui s’aprochent toûjours plus des Parabo- 

ls 
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Cu.VIL. Jes BE, BE, be, be, que nous leur avons affignées pour PLxIII. 
142. Afÿmptotes. Car l’ordonnée PH [ y] de la Courbe eft 
3 


aa , + 
égale à x + &r. & lordonnée PM[v] de 


3 


la Parabole eft égale à Ex . Donc PH furpañfè PM 


24 244 EN 
’une aquantité[ HM] = dx. qui diminué à mefure que 
q 8x L 


x augmente, & s’anéantit quand x cft infinie. Les Bran- 
ches GH , BM de la Courbe & de la Parabole vont donc 
toûjours en s’aprochant, & coiïncident enfin. 

Cela s’ajufte très- bien avec ce que nous montre Îa 
réfolution de l'équation propoléc. ‘ Elle fe réduit à »— 
x — aux 3 4 XX— N° At xX—aa)"  (x+a) X(x—4)* 


? 


44 44 44 
VCxHAaY x Cia )) 

du a 
fitive & moindre que #, la fomme x 4 fera pofitive, & 
la différence x——# négative , & il en fera de même de 
leurs cubes (x-+a) , (x—4}. Donc leur produit 
fera négatif, & fa racine quarrée imaginaire. Ainfi les abf- 
cifles plus petites que 4 [ A G ] n'ont que des ordonnées 
imaginaires. Si on prend x—# , on ay—0, c qui 
marque que la Courbe rencontre l’Axe des abiciflès au 
point G., Mais quand x> 4, x +4 & x —4 font pofiti- 
ves , & y eft réelle & augmente à melure que x augmen- 
te. Donc, dès le point G, les ordonnées , tant pofitives 
PH, que négatives PA, vont en croïflant: ce qui forme 
les deux Branches infinies GH, GA. Et puifque la fub£ 
titution de —%* à x ne change rien à l’équation de la 
Courbe, qui ne renferme que des puiffances paires de x; 
il y aura auffñi du côté des abfGiffès négatives deux Bran- 
ches infinies gh, gb égales & femblables à GH, GA. 


Oo 3 Exers- 


ou y . Sion prend x po- 
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PLXIT, Exemple III. x. On propofe l'éq: 44yy — 24x°y CnVIT, 
— 3x*—bx'—0o. Sur le Tr:anal: elle n'a qu'une * * 
déterminatrice fupérieure AB , dont la pofition indique 
des Branches paraboliques avec une derniére dire&tion pa- 


00 0’0NK/1 
0 "0 # :% 
Bx*x o o 

o o 

o 


ralléle à l'Axe des ordonnées, L’équation 44yy— 24307 
3x* —o, qu'elle donne, a deux racines 4y — 3xx—o, 

x xx xx en 
fignent deux Paraboles ordinaires, l'une peñitive dont les 
Branches s'étendent dans les angles des ordonnées poñitives, 
l'autre négative qui jette fes Branches dans les angles des 

’ 5 , 2 ] « \ 9 

ordonnées négatives. Ce font là les Paraboles-afymptotes, 
& puilque l'équation qu'a fourni la déterminatrice n’a 
point de racines multiples , il eft für que la Courbe jette 
auf quatre Branches paraboliques , une dans chacun des 
quatre angles des coordonnées. 


Mais pour avoir les Afÿmptotes-courbes de ces Bran- 
ches, on cherchera le fecond terme de ces deux Séries 
en füubftituant xx» à y. Cela transforme l'équation 
propofée en aauu"K(244aÂ— 24) uxx + (an AA— 24 A 
——3)xt—0bx =—0o. Leterme (4444— 2aA—3)st 


s’évanouit , foit qu’on écrive + À au lieu d’ À pour la 


DOC 3 . . I 
prémiére transformée, foit qu'on écrive —=— pour la f- 


conde. Ainfi, pour lune & l’autre , la transformée fera 
AGHU 
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Cu VIIL aaur (248 A—24) uxx — bx? — 0. Quand elle eft rsxtmm 
$ 142 nifé fur le Triang: anal: couché fur la Bande fins x , fa 


déterminatrice utile CD donne l’éq : (244 À — 24) nxx 


—#bx = 0, où = —., c'eft-à-dire = 
(e) 
OMC 
oD*x o 
0 0 Oo 0 
of0Wxs0%0a 


AI. . Lx 
pour la prémiére Série, & #—=:> pour la feconde. 


Comme dans ce fecond terme lexpofant x n’eft pas 
encore négatif, 1l faudra chercher {le troifiéme , en fubfti- 
tuant Bx>kz à # , dans la prémiére transformée 4400 4 
(242 A— 24) uxx—bx'—o, ce qui la changera en 
aaBBxx + 2aaBix + aatt (244 A— 24) 1xx k( 244 AB 
— 24B—b)x — 0. Ce dernier terme doit manquer, 
puifque la Cafe x? à laquelle f terminoit la déterminatrice 
doit refter vuide [ $. 107], & on trouvera en effet qu’il 


à RE ! pe 

nul, foit. qu’on fubfituë +<i à A & he à B, ce 

qui eft leur valeur dans la prémiére Série; foit qu’on écri- 
£ b 

VE T7 pour- 48 Ts pour B, ce qui apartient à la 


Le 4 
feconde -Série.  Mettant donc la feconde transformée 
aaBBxx + 24aBrx + AGE ER (248 A — 2%) 15% — 6 fur 
le Tr: anal: à déterminatrice utile EF donnera #7BBxx 
caBB 


KR (242 A— 24)1xx 0, où 1 —— SET" 
24. A—0 4 


: c'eft- 


à-dire 
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Ris bb . bb Ce.VlIL 
a-dire  —— > pour la prémiére Série; &2— 422 6 
644 P P 2 + 644 Se 142, 


pour la fconde, 
O 
o o 
oËE*x *xF 
0 oO * 0 
O O * O Oo 


Ainfi les équations des Afymptotes-courbes font v— 


3xx  bx bb UT b 
EE V—— ———+#4 — ; çar le 
4 44  G44a 4 44 C44 


terme füuivant ne peut avoir qu'un expofant négatif. Il eft 
pourtant bon de le.calculer pour connoïître la pofition des 
Branches de la Courbe autour de leurs Afymptotes. Pour 
cet effet on fubftituera dans la derniére équation C1 au 


Ÿ bb ’ . / 2e 
lieu de z [ C vaut — ain? Pour l prémiére Série, & 
at 


bb : 
Gr TE pour la féconde ] ; ce qui la transformera en 


(aaBB + 242 AC— 24C xx +4 244BCx + 244Bsx + aaCC 
Ha 04 C5 aass H(2aaA—2a)sxx—0, où le pré- 
mier terme doit difparoitre, puifque la déterminatrice 
aboutifloit à la Cafe xx. Les autres, mis für le Triang : 
analyt + ont une déterminatfice utile , qui donne l’équat: 
“Hkz244BCx + (ca4A 24) 5XX* = O0 ,OUS 244BC°, + 
faDTox Cr — es f 
: è 244/Â-24 
1 . / +. b 
—=[ pour la prémiére Série ]+ VE & [ pour la fcon- 


de |] — -— 


51244" 


Cx.VIIL, 
G, 142 
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gxx , bx bb PU SPORT 1 772 


LEDs Rx DEEE. À SE sac 

Les ég: 2=— 44 Grise FE PTT 
des Afymptotes-curvilignes fe peuvent conftruire ainfi. 
Pour la prémiére , qu'on décrive fur les Axes AP, AE, 
la Parabole QAgq, dont les abfciffés AP, Ap étant x, 


les ordonnées PQ, pq font 2: & qu’on méne par l’O- 
rigine À la Droite AT , dont les ordonnées PT, pt font 


\ 


_ Aiofi joignant les ordonnées de la Droite à celles 
de la Parabole, c’eft-à-dire, prenant QR, ar, toûjours 
égales à PT, pt, & dans la même direction, on aura la 
Courbe RAr, dont les ordonnées front — - éa Et 
diminuant toutes ces ordonnées d’une Shen Ene 
RS—rs A7, ou , ce qui eft la même chofe, 


faifant defcendre la Courbe R Ar en SEs, d’une hauteur 
Z 


bb ’ ., 
AË—-— ; on aura là prémiére Afÿmptote- courbe , 


44 
- xx _ bx bb 
dont les ordonnées font Fu De mes M 0 
4 A4 644 


L Cette Afÿmptote n’elt qu'une Parabole ordinaire, dont 
xe des ordonnées eft EA, & célui des abfüflès EV 


pârallèle à AT ; c’eft-à-dire,; que prenant EV pour une 


abCITE que oo mimerons z, VS fera l'ordonnée, 
que nous apellerons #. Car EV. cit égale a AT, qui cit 
à AP en rañlon donnée, puïlque les angles du Triangle 
PAT font donnés. Soit f: # la raifon de AT{z] à AP 


[x]. Donc =. D'ailleurs VS [x] TR [puifque 


Lrtrod. à ! Analyfe des Lignes Courbes, Pp TV= 


Po XI. 


Fige 96, 
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. TV—AE—RS] — PQ [ puifque CRE — Cu.VIIL. 


3XX AZ 3 $. 142 
ee = — 7 [ en mettant pour x fa valeur © _ 2]. L’équa- 
tion entre les coordonnées E V [3] & VS[#] ef donc 


3 422 


, qui eft celle d’une Parabole ordinaire [ K 


123 |. 
Qu'on tranfporte cette Afÿmptote en SES, en pre- 


bb : 
pant A = PE AF —;;b, menant la Droite EFV , & 
+ ; 
décrivant far l'Axe E V des abfciflés & fur l’Axe EA des. 


, BE 
ordonnées , avec un Paramétre Put ea ], la Parabole 


SES, dont l'équation, rélativ Et aux ARS ENVSSE A", 
342% 


fera # =: F “ 


44 
mêmes Axes, l’autre Afÿmptote-courbe ses, en prenant 


bb. » 
lordonnée pofñitive Ae Re , labfafle AF—;;2; ti- 


mais rélativement aux Axes AF, Ac, 


Qu'on tranfporte auffi fur les 


rant la Droite eFv, & décrivant fur les Axes ev, eA, 


eF° 
avec un Paramétre DE [= ab une Parabole ser, dont 
472 


l'équation rélativement aux Axes ev , eA fra ——. 


s : \ LE 
Mais, rélativement-aux Axes AF, Ae, elle fera == 


a” Car f:4—cF:AF—ev(z]:AP[x]. 
Donc _ & cette valeur fubftituée dans léq: U—-- ee 
4} ff” 


Fe as , re Rp 
Let la change en RAR De plus , AFC:56]: ACL] PL, XIII 


IL 
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—FP[x—;:0] AAA Perse Donc vs[ —%] 


#" Lan 2 CAR 
Anfi nous avons les Afymptotes-courbes SES, ses, 
3 


de Ja Courbe propofée. Le quatriéme terme + 


S124X% 
3 


de la prémiére, & — 


de la fconde Série fait voir 
p4 


que du côté des abfciflès pofitives, les Branches de l’A- 
{Ymptote tombent entre celles de la Courbe & l'Axe des 
ab{ciffes , & que du côté des abfcifles négatives , ce font 
les Branches de la Courbe qui tombent entre l'Axe & les 
Branches de l’Afymptote. 

On voit par-là que la Courbe repréfentée par l’éq : 
GAJY — 24xXy — "3x" — bx° —0o à quatre Branches pa- 
raboliques, & on juge affez précifement de leur potion. 
Cela convient parfaitement avec le calcul des abiciflès & 

€S Ordonnées de cette Courbe, qui peut fe faire en di- 


nl 


à 7 2e 56 3 
verfes Mauiéres, par ex. en. füppoñfant J=",,? qu 


04 $Pe XŸZZ : 2xtz 1 . 
transforme l'équation en ——- — 3% — D —0 
= 2 
aab aab + 
OÙ x — = — . Où 
D — 202 — 3048 (7% —34)X(3 ha) 


L . spy 
lon voit, que prenant pour z deux valeurs différentes 
Pp 2 qui 
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qui Affent enfemble la fomme 24; comme h & 24—h, CaVIL 
elles donneront une même valeur d’x. La prémiére don- te 
ne hh— 24h — 3a4a pour le dénominateur de la fraétion 
égale à x, & la feconde donne 444— 44h + bh— 448 
Lab zañ—bh — 24h — 34. On pourra donc 
coupler deux à deux ces valeurs de 3, qui donnent une 


À se pe bxx 
même abfiffé x , avec différentes ordonnées ne & 


(2a—h) xx 

44 : k 
valeurs de 3 font poñitives, elles ne: peuvent donner pour 
x une valeur qui aproche plus de zéro , que quand elles 
aab 


Il eft encore aifé de voir que fi ces deux 


font égales chacune à æ, ce qui donne x — — 
a — 24. 24 
XXZ bb 
Le & y 1 —. Mais cela deviendra plus 
AR [ 44 ] 164 P 


{nfble en fixant les valeurs de +, & de 8. Soient, par 
exemple, 4«—1 & £—12, & faifant 


= 1 


On aura x—=—3;—3 


& y— 3-9 à 


pie 
v 


Oy—i li; 2 335, BC. 
5 23 2% 3» A4> S» 7; &C 
y —4 3 — 6, énf. 253 Ty T5 &c. 
y 03234552 nf =UIrts —3 355 ÊLCe 
> 325 117h/#fe 235 S> &c. 


1.1 
Din 


sn 


un 


“lé 5e 


La 


Mi 


11 paroït donc que la Courbe a quatre Branches, dont 
deux AS, As partent de l'Origine A, & les deux autres 
CS, Cs du point C, qui a pour abfcifle AB —— À 


& pour ordonnée BC — a Les points de la Branche 
164 


AS font dofinés par les valeurs de 3, qui font au-deflus 
de 33 ceux de la Branche As par les valeurs de z, qui 
font. 
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che Cs par les valeurs de z prifes entre à & —,;, 


2. Si dans l'équation propofée on change feulement le 
fignc du térme — 3x"; alors, quoique l'équation remplif- 
fe les mêmes Cafes fur le Tr: anal:, la Courbe qu’elle 
repréfente eft entiérement différente. Car l’éq: #4yy — 
2ax°y rk 3% — 0, que fournit l'unique déterminatrice fu- 
périeure , n'a que des racines imaginaires 4y— (1 # 
ÿ —2})xx— 0. Donc la Courbe n’a point de Branches 
infinies. 

En effet, fi l’on transforme fon équation , comme Ia 


1! , . XXZ x 
précédente, par la fubfitution de — aulieu d'y, on 


el aab 12 
au a — 
Z4— 2424344  22— 2243 


toûjours #—1 & — 12], où l’on voit qu'il ny a au- 
cune valeur de Z, qui donne x ou y infinie, Et le cal- 
cul cy- joint fait voir que la Courbe cft une efpèce d'O- 
vale , dont les points de l'arc AED font déterminez par 
les valeurs de z prifes au-deflus de 1 , ceux de Parc DB 
par les valeurs de z prifes entre 1 & o, & ceux de l'arc 
BFA par les valeurs négatives de z. 


[ en prenant 


1=3 r: 2 Dj —i, —2, —3, &C. 
HT 25 3.2 4) 5, Ke. 
RNCS 12 PNR. :, &c. 
y=3 36, A NOTE 42h — 13, Bo: 
4235 323 12, TES 25, &C, 


3. Mais fi au lieu de SF 3x, OU — 3x", on avoit cû 
“xt, l'équation de la déterminatrice {roit 2477 — 2 2%66y 
FX —o, qui n'a qu'une feule racine, mais double! 
Pp 3 a 


Cuvrt font au-deflous de —1 ; ceux de la Branche CS par les 2 XIEL. 
S142 valeurs de 3, qui font entre 3 & 1, & ceux de la Bran- 


PL. XIY4 
Fig. 98: 
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aÿ—xx=0o. Il ny a donc qu’une Parabole-afÿmptote ca:vrr. 


S AS décrite fur les mêmes Axes que ceux de la Courbe, 


‘avec une derniére direétion - parallèle aux ordonnées: 


Mais cette racine double fait voir [$. 113 ] que le terme 
füivant eft demi-imaginaire, puifqu’entre la déterminatrice 
& fa parallèle qui pale par le terme #x° du fecond Or- 
dre, il n’y a qu’un intervalle. La Courbe n'aura donc 
que deux Branches infinies, toutes deux d’un même côté 
de l’Axe des ordonnées. Mais pour le voir plus claire- 


..… XX \ 
ment ; qu’on fubftituë F ha À 7 dans la propofée ; & 


elle f réduira à asuu— bx — 0, qui, fans être mife fur 


. à 
le Tr: an : donne ces deux racines U—=+— Vbx, & 


X K Le à 7) 
HT ÿ bx, lefquelles terminent la Série. Ainf l'équa- 


XX 


tion de la Courbe eft y — P += v#x, dont le terme vb 
fait voir que les ordonnées des abfciffes négatives font 
imaginaires, & que l’Afymptote-courbe confifte, dans la 
{eule Branche AS de la Parabole SAS ; qui eft accompa- 
gnée de deux Branches infinies de la Courbe. 

Car fi on décrit für les mêmes Axes que la Parabole 


SAS , la Parabole TAT‘dont les ordonnées font Vox ; 


on verra que les ordonnéés PM; PM; pm,p, de la 
Courbe cherchée, font égales à la fomme ST, s7; & àla 
différence ST, st des ordonnées de ces deux Paraboles: 
La derniére n’avant point d’ordonnées du côté dessabl- 
cifles négatives, la Courbe fera auffi fans ordonnées de ce 
coté-là, & n'aura que deux Branches AmDM, AB qui 
s’aprochent toûjours plus de la Branche AS, qui eft leur 
Parabole - afymptote, 


4 Si, 


ÿe 142 
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Cuvitr, ‘ 4. Si, dans ce même cas, au lieu du terme —Z x 
S-142 J'équation propofée avoit eû — x? ; il y auroit en deux 
intervalles entre la déterminatrice 4B & fà parallle CD A 
OO OHOME 1 
DSK O 
A LO EX C 
Do o 
() 


e) 
B 


de façon que le fecond terme de la Série ne fera plus de- 
mi-imaginaire , mais imaginaire ou réel [. 113 |. En 


. xx À y 
fübftituant = #0 y dans la-propolée 24)y— 24xxy 


xt— bbxx — o , on la transforme en wars —— bbxx 
bx 


— 0, dont les -racinés font 47=bx — 0 ou ——"—, 


; + Sox 25 bre 
La propofée eft donc réduë&tible en ces deux, y— = #4 — 
4 


& y — RS Aufñi la Courbe eft-elle compofée de 


deux autres , qui font de fimples Paraboles , qu’on peut 
conftruire ainf. Qu’on donne à l'abftifle Aa[ 4] les or- 
données aB[8] & ab[—Z]; qu'on méne les Droites 
AQB; Aqb, & que les prenant pour Axes d’abfcifiès, fur 
ces Axes & fur Axe des ordonnées AC, on décrive deux 


: à Ab*° 
Paraboles , avec un Paramctre AB == —— LS 3 en 
: Aa Aa 4 
nommant AB > OU Ab,7. ‘Ainfi l'équation de ces Para 
raboles , rélativement aux coordonnées AQ, ou Ag, [r], 


Z?, 


& QM, où qm; [4] , x LE ps Mais relativement 


aux coordonnées AP [x] & PM, ou Pm,[»], leur équa- 


tion 


PL. XIV. 


Fig. 100 
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tion fera eee Car Aa[ +]: AB, ou Ab, [f] 
fx 


—AP{x]:AQ, ou Ag,[%]. Doncz——, k # — 


4 


[Ts De plus, Aa[4]:aB,ouab[=Es]— 
b 
AP [x]: PQ, ou Pa [+=]. Ainfi PM, ou Pm,[y]— 


b Le 
PQ+ QUI HE] où —Pq kom]. 


Exemple IV. 1. L'équation propolée eft x° > 
2bx° y" + 2abxt x bby* — 24b°xy" Kk a°bix* — 0. Sur le 
Téang : anal: elle n'a qu'une déterminatrice fupérieure 
AB , qui par fà pofition fait efpérer des Branches para- 
boliques, dont la derniére direétion eft PAxe des ordon- 
nées,  L'ég :x°+ 2bx"y" +bby*—o que donne la déter- 


OMOFOMOND LOLIK A 

0:00 k1 HOMO 

B*%x © o © * 
OPAK PO NO 


minatrice AB ne dément point cette efpérance: fa racine 
double x’ -Hby* —0o, ou fs racines doubles y + 


CRT fase 
XV—*, , indiquant une Parabole fri-cubique [c’eft lenom 


que lui donnent les Géométres ] qui étend deux Branches 
dans les angles des abfcitfes négatives. Mais , Comme ces 
racines font doubles , il faut , avant que prononcer fur 
les Branches infinies de la Courbe, chercher le fecond 

terme 


CHVIIL, 
S. 142. 
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395 
es < re PL XIV. 
Hs terme de la Série , en fübfituant = x4 TS au lieu dy £ 


dans l'équation propofée. En voici le calcul, par la mé- 
thode du . 106. 


-. Ordre " IE, Ordre IIL.Ord. 


Le Not Lomme Not TN 
se 20x y 4 bbyt + zabxt — 2abbxy He a b'xt 
_ Oo 2 4 O 2 [e) 


EX RL RE UN PE 
pe x A) 7. + R F= pr 
4x y = 4bxy v- b ZE 4abbxxy/— 3 


3 LS 
FA Zz a 


2x —6Chxy" +240 xt 
(e) ‘ (e) 


6 


A 


Ab x y 


rw 


+ x° 
La transformée — 4444? + 4 bu  — - ve bre rte 


x 
4Abx — 4ab° x ue N — TE 24bbxu° La b'x—o, étant 
ne fur le Tr : anal: couché fur la Bande fans +, n’a qu'u- 
€ Sétérminatrice utile CD, qui donne —48x#° + 4abxt 
a 
(e 


o *x C 
oD * 


On 00 
X 
OMOMORX 
OMOCAXE OO 


Zitrod. à P Anabfe des Lignes Courbes, Qq 
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.æ=0,ouz—"###+x. Ces deux prémicrs térmes de la ca.vir 
Série y— x — TL HEVax font voir que la Courbe EPA 

na que des Branches imaginaires. Car le prémier terme 

exclud toutes les Branches qui pourroient avoir des abf 

cifles pofiives , & le fecond toutes celles qui pourroient 

avoir des abicifiès négatives. . On s’aflurera en effet que 

la Courbe eft imaginaire , en réfolvant fon équation. Car 

on trouvera by — = v (abx —x —y/— 44abxt), que 

là grandeur radicale ÿ — 4abx* rend effentiellement ima- 

ginaire , fi, comme on le fuppofé, # & £ font poñitives. 


2. Si l’une de ces deux grandeurs, b par exemple , 
étoit négative, l'équation feroit x°— 2bx'y° — 2abx* #4 
bby* —24b°xy maïbx® —0o. Le prémier terme de la 


Série feroit = xy Fe - Etle fecond =4x froit le dernier 
terme. Car fi dans la transformée + 4 bu°x° == 4bbn'x NE 


+ bbut — aabxt => Aabbux 4/ . — 2abbuux + aabbxx 0, 
on fübflituë == ax à #, on aura 8 b7x ax 
Abix = 8bbrx"y a L 12bb11xx1/ F + 4abbtix = Abe y/ax 


x 
+ bbrt Æ 4bb#xy = — 0. Or non-feulement on peut 
prendre 4—0, puifque cette équation eft divifible par #, 
& regarder la Série +5 var comme termi= 


née ; mais encore on le doit. Car fi on met cette équa- 
tion fur le Tr: anal: on ne lui trouvera que deux déter- 
minatrices fupérieures EF, FG, qui donnent lune 22#* 


D x 
== 4bbP xV + abri —o, où #—=72*V 7 » l'autre 
Labtuix 8 bxy/ax—0, où = T2 Vax. Mais 
la 
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CK.VIII. : FA o PLXIV. 
| &. 142, O le) 
O0 0O0L.0O 
| 2 
0F*%x o o 
X 
OO KE ON O 
x 
OZOMMKTOMO 
x 
| O FUIOMO0OMO0Rm0 
E 


++ x , 
la Série y— x = Y 4x ne change point, encore 
qu’on lui ajoûte l’une ou Pautre de ces deux quantités 
x . 
2 XY + ,ou=2##x Donc cette Série eft com- 


plette’, & elle eft l'équation de la Courbe, 
Ainfi fa Conftruétion eft facile. Car fi on décrit fur . 
les axes AB , AE la Parabole femi-cubique S As, dont les F2: 19° 


ordonnées font XV Ts & la Parabole ordinaire TAt, 
dont les ordonnées font ==#/4x, & qu’à chaque abfciffe 
AP [x] on donne les ordonnées PM[#Hxy++#4x], 


PME 2x7 égales à la fomme St, ou Ts, 


& les ordonnées Pm Lx — ax], Pr[—xvs 


Hyax] égales à la différence ST, ou ts, des ordon- 
nées de ces Paraboles, on aura là Courbe MDABmBAd M 
que reprélente l'équation propofée x°— 22xyy — 24bx* 
+ bby* — 24bbxy* k aabbxx = 0. 


Mais fi l’on fait attention à ce que les racines, y—xy . 


— V 4x —o qui repréfnte la Branche ADM, & 
Qa 2 JT 
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< ’ *X * . | à É 
Re JHxV TR Vax==0o qui exprime la Branche Ad M, LUE 
multipliées Pune par l’autre , font l'équation rationelle 


D — 7% — 2XXV FT — 4% 0 ; & qu'aufi les deux ra- 
cines , J—xV RE yax—o qui défigne la Branche 


ABm, & ykxÿ5—#ax==0 qui marque la Bran- 
che AB», multipliées l’une par l'autre , donnent l’équa- 


. . x 4, js 
tion rationelle yy— + *k 2xx VT —4X% = 0 : on conclurra. 


que MAM'eft une Courbe , dont yy 7 — 2x — 4%. 


—0o eft l'équation, & mBAB une autre Courbe, qui 
à 4 
a pour équation » —7 He x — ax—0, & que 
4 240) AE EE PE 
le produit y Pa Gb Z 24%) + 4x — 0 
de ces deux équations , ou l’équation propotée #by*— 
2Bx yy + x — 2 abxt — 2 ab xyY aabbx* —0 repré 
fente le Syftême de ces deux Courbes mA M, mBABA£ 


143. CAS IV. Enfin, lorfqu’une déterminatrice fupé- 
rieure coupe également les deux Bandes extérieures du. 
Triangle analytique & fait avec elles un triangle ifofcele, 
elle eft appliquée für le plus haut Rang de l'équation. Les 
racines qu’elle peut donner font. ou y=o, où x—o;0u 


Y—= Ax,, foit =. On a parlé dans les $& préced, 
des Branches que défignent les racines ÿy=—0; *—0 ; 
il s’agit préféntement de celles qu’indiquent les racines 
y—Ax Leur derniére dire&tion eft oblique aux coor- 

| données,, 
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CxvII: données ,. & parallèle à la Droite repréfentée par cette PL. XIY. 
#14 ég:y—Ax. Et autant de racines de cette forme qu'a. 
l'équation faite En égalant à zéro le plus haut Ran , au- 
tant y a-t-il de derniéres direétions obliques ; quoiqu'il fe 
puifle très. bien faire que toutes ces Branches infinies, ou 
du moins quelques-unes, foient imaginaires. ; 
Pour s’aflurer de l’exiftence ,. de la nature, & de Ja 
poñition de ces Branches , dont l'équation du plus haue 
Rang a fait connoitre la derniére dire&tion, il fe préfente. 
deux moyens *. 
Le prémier confifte à transformer l'équation en forte 
ue lAxe des ordonnées confervant fà pofition, celui des 
abfcifles foit parallèle à la derniére dircétion des Branches, 
qui eft connué. Alors l'équation eft réduite à quelcun 
des troïs Cas, qui ont été. détaillés dans les 84. pré. & 
par les Remarques qui y ont été faites, on jugera de la 
nature de ces Branches infinies, 
La maniére de faire cette transformation a été indiz. 
quée au $.25.11F. Soit AB l’Axe des abfifles, AD ce- Hg. 10n- 
Jui des’ ordonnées , AC, ou Ac, la Droite parallèle à la 
derniére direétion de quelques Branches infinies , repré 
fentée par l’éqg: y—4x, de forte que l'Abtiffe AB 
[= ] ait lordonnée BC ou Bc[— 4] poñitive: ou 
négative felon que le marque le figne d’4. Soient-encore 
AP [x] & PM[y] les coordonnées dont la rélation eft: 
xprimée par l'équation propofée. Onla transforme en 
ne autre qui exprime le raport des coordonnées A Q,, 
u Aq[z] & QM, où qM[#]:, en fubftituant dans la. 
propofée »z pour +, & yz H# pour y, où ps eft AP, 
gz ct. PQ, où Pq, & # eft QM ou qM.. Ainfiles nom-. 
bres 1,p 4 défignent le raport des côtés QA, AP, PQ: 
du triangle APQ, ou qA, AP , Pq du triangle APQ Mais. 
Qq 3 le: 


* M DE Gua, Ufage de l'Anal, pag. 160. 


P£. XIV. 


’ 
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le triang: APQ, ou APq eft fmblable à ABC , ou ABc. cuvrit. 
Donc le raport 1 ,p,4 des côtés QA ou qA, AP , PQ $: 14# 


ou Pg, eft le même que celui des côtés CA ou cA, que 
nous nommerons E, AB quieft r , & BC ou Bc qui eft 


A. Ain P=R > & =. Après la transformation , 


De I A ; 
on écrira donc F Pour? ; & FE Pour 7; ou, ce qui 
fera plus fimple , on laifléra z pour marquer la fa@tion 


À , & au lieu de 7 on écrira Ap[—= 4x — 7. 


La valeur de cette lettre E[ — 23 dépend de la gran- 


deur de l'angle DAb, ou ABC, que font entr’elles les 
coordonnées : & comme cet angle eft donné, auffi bien 
que AB[1], & BC ou Bc[ 4]; AC ou Ac [E] eft auñfi 
donnée. Si G repréfente le Sinus du complement de cet 
angle ABC, ou ABc, le Sinus total étant 1, E fera 
VGE2GA+ 124), où.le figne #H a lieu quand langle 
ABC cf obtus, & le figne —,. quand il eft aigu. Car 
fi on abaifle AI perpendiculairement fur CBc, l'angle BAI 
fera le complement de ABI ou ABC. Donc AB[1] 
étant le Sinus total, BI fera le Sinus G. Mais { Evez. IE 
12 & 13 | AC — AB° + BC —2CBI, & A c — AB: 
+ Bc° + 2cBl, c'eft-à-dire EE= 1 k 44+2GA. Quand 
les angles ABC, ABc font droits, alors G—o, & EE 
—1+hk 4A,ou E—Yy(i+44). 


L’autre moyen de connoitre la nature &la poñition des 
Branches infinies d’une Courbe, dont la derniére direétion 
cft connuë par le prémier terme x, d’une Série qui 
donne y en x, c'eft de chercher le fcond terme de cette 
Série, en fubflituant Æx+ à y dans l'équation propo- 
fée, Ce moyen ne difiére prefque point du précédent. 
Daos 
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Ce.VIIL Dans l’une & dans l'autre transformée, z repréfente QM, 
$143 Ou qM, portion de lordonnée , comprif entre l1 Cour- 


be & la Droite AC, ou Ac, parallèle à la derniée direc- 
tion. Mais au lieu que la transformée précédente donnoit 
le raport de QM, ou qM, [#] à AQ, ou Ag, [z]; 
celle-ci donne le raport de QM, ou qM,[#] à AP [+1 
Ce n’elt donc pas proprement l'équation d'une Courbe, 
puifque QM, où qM, neft pas l'ordonnée de l'abfifte 
AP. Cependant ce terme z { QM ou qM] de la Série 
étant connu , il fait juger de la nature des Branches dont 
cette Série exprime l’ordonnée. Car fi l’expofant d’x 
dans ce fecond terme eft pofitif les Branches font parabo- 
liques & leur derniére direétion eft parallèle à AC ou Ac 
[$. 133]. S'il eft négatif, les Branches font hyperboliques , 
& leur Afyÿmptote droite eft AC ou Act. 1311. S'ilett 
zéro , les Branches font encore hyperboliques ; mais leur 
Afymptote droite. eft parallèle à AC ou Ac fé. 1311]. Et 
pour avoir la fituation des Branches par raport à cette 
Afymptote , il faut chercher encore un terme de la Série 5 
dont l’expofant foit négatif. 


Exemple Z On propofe léqg: x*— x2y° Hust —o. 
Sans la mette fur le Tr: anal: on voit que fon plus haut 
Rang égalé à zéro donne l’éq: x*—x°y —o , qui a d’a- 
bord une racine double x—0, par laquelle divifant deux 
fois l'équation, on a x — J — 0, qui fe réduit à ces. 
deux équations fimples J—X=0 , &y+x—0o. Cel 
les-ci comparées avec la formule y— Ax—0o, donnent 
A1, & A—— 1. Aïnfi donnant à lablifle AB [1] 
les ordonnées BC—+7;,,8& Bc——1 , les Droites 
AC, Ac, & l’Axe des ordonnées À D font les derniéres 
dire&tions des Branches infinies que peut avoir la Courbe. 
Celles, dont la derniére diretion eft AD fe trouvent fans. 
autre Calcul par la déterminatrice de l'équation mife {ur 

Eer1e 


PL. XIY, 


Fig, 1034. 


—— = 


ms. Æ— mn 
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EE ne mi 


ee pd > 
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le Tr:anal:, qui paflant par la Pointe & par la Cafe Cu.vnr: 
x°y® , donne l'ég: —x'y+at—0o. Car, puifqu’elle Se 147. 
le réfout en ces deux x7 Ha4— 0 , & xy—44=—=0, 


© O % O * 
OO ?"07"Q 


on voit qu'elle indique pour PAfymptote- courbe de ces 
Branches deux Hyperboles ordinaires, lune pofitive, l'au- 
tre négative ; lefquelles par conféquent étendent leurs 
Branches dans les quatre angles des coordonnées. Et 
comme cette équation n’a point de racines multiples , on 
eft afluré que la Courbe jette auffi une Branche dans cha- 
cun de ces quatre angles. 

Quant aux Branches dont les derniéres direétions font 
AC & Ac, on en cherchera la nature , en prenant les 
abfcifles fur ces Droites AC, Ac. Il faut donc füubftituer 
pz à x & yzHw à y, dans l'équation propofée, Selonle 
$. 30, le calcul s'en fait ainf, 


CP —2pgg)2" af 
O 2 O 


—2ppqu 


—ppuuzz 


Après quoi, dans la transformée (p*— 49) D 
2ppquz— ppuuzz rh at —0, on fubftituera 4?» c'eft-à- 
dire #p Cpuifque A——+ 1 ] au lieu de 7, & elle fe con- 
vertit en = 29/42? —ppuurz + at— 0, Où le terme z* 
a difparu , felon la Remarque du (. 107. 

Cette 


Ca,VIII. 
$. 143. 
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Cette équation exprime la nature de la Courbe rélati- PL. XIVe 


vement aux axes AD, AC, fi l’on donne au prémier ter 
me le figne —, & rélativement aux axes AD, Ac, fi 


lon lui donne le figne #k, parce que pour la Droite AC, 


A #1, &p—g; & pour la Droite Ac, 4 eft 
—=—1,8& p——4. Si on fuppofe que l'angle ABC 
eft droit , alors AC & Ac font chacune égale à ÿ2=— 
Û I I I 
VOD EVE AA BE pe = 
valeur qui fubftituée dans l’ég: == 2p°#2 — p'n°7° af 
2° 272 
— 0, la transforme en SET 34°2% Hat—=0. 


I eft aifé maintenant de connoïitre par cette équation 
ce que font les Branches infinies qui ont leurs derniéres 
directions parallèles à AC, Ac. Pour juger des prémié- 
res, on mettra fur le Tr: an: lég: —2p'uz — pur 
a4*—0o, & on lui trouvera trois déterminatrices. L’une 


OO XK MER O 
OO MOMO 


qui pale par la Pointe & par la Cafe "2%, exprime les 

ranches dont on a déja parlé , qui ont pour Afÿymp- 
tote Axe des ordonnées, L’autre qui pañè aufli par la 
Pointe & par la Cafe 7° exprime des Branches hyperbo- 


liques qui ont pour Afÿmptote AC prife pour Axe des 
4. 


abfcifles. L'éq : — 2p°#2 H4t=—0o, ou 4 = — À 
2P 3 

qu'elle fournit , indique deux Branches dans les angles 

DAC, dAK des coordonnées de même figne. Et comme 


cle na point de racines multiples, les Branches de la 
Tntrod, à P Analyfe des Lignes Courbes,  Rr Courbe 
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e.xiv. Courbe füuivent celles de l’Afymptote-courbe dans ces Gavin. 
mêmes angles. $r 143e 

La troifiéme déterminatrice traverfe le plus haut rang 

& donne l'ég: — 2p°#2 —p'u'z=—=0 , qui divifée par 

pux® —0 | dont les racines #0, & z—o marquent 

les Branches infinies qui ont leurs derniéres direétions pa- 

rallèles à l’Axe des abfifles AC, & à celui des ordon- 

nées AD] f réduit à #——2p. Elle exprime donc 

des Branches infinies dont la derniére dire&tion fe déter- 

mine en donnant à l’abfcifle 1 une ordonnée —2p; ou, 


. , A s . 1 
ce qui eft la même chofe , en donnant à labfcifle > 


[— E— AC ] une ordonnée — 2 [=Cc], & menant 
la Droite Ac. Ces Branches font donc juflement celles 
qu'indiquoit la feconde racine y"Kx=—0 , du prémier 
rang de la propofée, & qu'il s’agit maintenant d’examiner. 
L'équation de la Courbe relative aux Axes AD, Ac; 
étoit #H 2p°42 — pus Hat—o. Si on la met fur le 
Tr: anal : elle y occupera les mêmes Cafes que la précé- 
dente , & y aura les mêmes déterminatrices. Celle qui 
traverfe le plus haut rang défigne les Branches dont la der- 
niére direction eft parallèle à AC. Celle qui pañlè par la 
Pointe & par la Cafe #°z° , indique les Branches dont 
PAfymptote eft l'axe AD des ordonnées. Et celle 
qui pañle auffi par la Pointe & par la Cafe #7°, mar- 
que des Branches hyperboliques, dont l'Afymptote droite 
eft PAxe des abfcifles Ac. Pour l'Afymptote- courbe elle 
, 
donne léq: 2p°uz +4a—0o, ou HS qui 
défigne deux Branches infinies qui fe jettent dans les an- 
gles dAc, DAk des coordonnées de fignes contraires. 
La Courbe repréfentée par l’ég: x*— x'y° # 4*— 0, 
a donc huit Branches hyperboliques , dont quatre ont pour 
Afymptote l'axe DAd des ordonnées , & les quatre autres 
les 
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cxyrr. les Droites AC ; «Ac qui coupent en deux également les Ez.X1y: 
$: 143. quatre angles, des coordonnées. 


= 
° 


On trouvera la même chofe par la Méthode des Séries. 


Des deux déterminatrices qu'a l'équation propofée für 


le Triang : analyt: celle qui pañle par la Pointe & par La 
Cafe x°y° eft fupérieure quand le Triangle eft couché für 
la Bande fans y. Elle eft donc propre à une Série qui 
donne x en y, & pour le prémier terme de cette Série , 


elle fournit l'ég: — x°y° Hat —o, ou x=+"%, Ile 


inutile d'aller plus loin; & l’on voit dans ce ful prémier 
terme quatre Branches qui accompagnent l’Axe des ordon- 
nées , en fe jettant dans les quatre angles des coordon- 
nées. Les racines de l’éq: —x*y* H #t——o étant fim- 
ples, les termes fuivants n'auront point de racines imagi- 
naires , qui détruifent l'indication de ce prémier terme. 
L'autre déterminatrice donnoit x*— x} —o , ou 


J—==Æx%, qui repréfente les deux Droites AC, Ac. En 


fübfituant +24 # à y , l'équation fe transforme en —x+°#° 

2x 4%kat—o, qu'on placera für le Triang : analyt : 

couché für la Bande fans x; & l’on trouvera une détermi. 

natrice utile, 4B, qui donnera l'ég: 2x’ Hat —0o , 
# 


4 “ L LA | à 4 
OÙ 2 — TP Et dès lors la Série eft réguliére. Ses 


% “OMOM9: © 


(e) 
OO 


B 


a TU GATE 
deux prémiers termes EXE dénotent des Branches 


Rr 2 hyper- 
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hyperboliques qui tombent au-delà de‘leurs Afymptotes cuvim. 

droites AC, Ac. $+ 143 
Cela eft conforme à ce qu’on a trouvé par l’autre Mé- 
thode, & à ce qu’on peut lire dans l'équation de la Cour- 
be. D'abord, comme elle ne renfèrme que des puiflances 
aires de x & de y, l’origine À eft un Centre général 
$. 75], & il füuffit d'examiner la portion de là Courbe 
renfermée dans l'angle D AB des coordonnées poñitives. 
On réduira l’éq : x*—x'y"#H4af=o, à cette forme y} 


4 4 
4 4 . L 
AR ou KV CEE) expreffion qui fait 


voir que chaque abftiffe x a fon ordonnée y. Si on prend 
x infinie, xx fera infinie: Si on prend x infiniment peti- 


4 
4 . . ‘ e e . à 
too fera infinie. Donc, & à l’ablifle infinie, & à 


Pabfcife infiniment petite , répond une ordonnée infinie. 
Puifque + infiniment petite donne y infinie, l'axe des or 
données A D eft une Afymptote de la Courbe. Et puif- 


que y Cxx HT) différe d'autant moins de x[—=#xxl 


z 


que = eft plus petite, ou que x eft plus grande, PM 


[== v Cox + — ] différe d’autant moins de PQ 


[—AP—%x] que x eft plus grande, c’eft-à-dire, que 

la Branche de Courbe aproche d'autant plus de la Droite 

AC qu’elle s'éloigne plus de l'Origine. Cette Branche eft 

donc hyperbolique , & AC eft fon Afymptote droite. Et il en 

eft de même dans les trois autres angles des coordonnées, 

On verra très diftinétement le cours de cette Courbe, 

en la décrivant par points au moyen de l'Hyperbole ordi- 

#g. 104 naire L1/ décrite entre les Afÿmptotes AB, AD. Car.f 
de chaque point L, l, Z de cette Hyperbole, on abaïffe 

fur 
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Cuvir fur AB, les perpendiculaires LK , 1k, 72, & qu'on les p. xtv. 
$:143. prolonge en 1,1,7, de forte que les Droites KI ,ki,4é 
foient égales aux diftances AL, Al, À / des points L, 1,2, 
à l'origine A; les points 1, i, 4 feront à la Courbe dont 
l'équation eft x*—xxyy #4 4*—o. L'abfcifie AK étant 


x, l’ordonnée KL de l'Hyperbole eft _ & celle de la 


4 
Courbe KI, ou AL, ef Y(AK°-KL*)—v (ae ©). 


X 

cette Conftruétion.,, il eft aifé de voir que la très - petite 
abfcife A#£, ayant dans l’'Hyperbole une très- grande or- 
dounée #7, l'ordonnée #7 | —A 7] de la Courbe eft en- 
corè-uh peu plus grande, puifqu’elle eft Phypothenufe du 
triangle rectangle A#/, dont #7 eft un côté Ainf AD 
eft l’'Afymptote & de l’'Hyperbole & de la Courbe. Et la 
très-grande ab{cifle AK, ayant dans l’Hyperbole une très= 
petite ordonnée KL, aura dans là Courbe une ordonnée 
K1[— AL hypothénufe du triangle re£tangte À K L ] un 
peu plus grande que AK, ou KE, qui eft égale à AK, 
puifque AË coupe en deux également l’angl: DAB. Donc 
AE eft une autre Afymptote de la Courbe 114. La Cour- 
be complete a donc quatre portions , qui font huit Bran- 
ches infinies autour de trois Afymptotes droites. 


Exemple IT. L’équation d’une Courbe étant 47° 
T6 Y 2x H 2 ay aux — #0, celle de fon 
plus haut Rang eft 4ÿ°— 6x7 Lex — 0, qui f réfout 
en ces deux - ci = 2XY"KHXX —=O, & 47 +2Xx— 0, 
La prémiére eft une racine double y—x—=o, & la fe- 
conde une racine fimple yHkix—o. Les derniéres di- 
rétions que défignent ces racines fe tracent en donnant 

Rr 3 à 


4 
4 ; 
Donc y = ( x Ke) OÙ xŸ— xXYY EH 4 —o, Dans 


PL. XIV. 
Fig. 105. 
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à l'abfife AB 1, les ordonnées BD=—= 1, & BC=——;, CmViil, 

& menant les Droites AD, AC. $ 143: 
Pour connoitre la nature de ces Branches, on fubfti- 

tuera pz à x & gzrkw à J. La transformée eft 


Cag' — Gpgf + 2p°) 2° ag aap es —b" 
2 O 2. O 


3 2 o 
————— ———— 


+ C2 —12p4)r +(444)4% 


+ (129 — 6p)n°% H(24)uu 
: © O 


ET TT EP TEL 
+(4)# 
où il faut füubftituer #7 pour p, pour avoir l'équation de 
la Courbe relativement aux Axes AE, AD, puifque 9 — 
Ap, & que y—x—0 comparé avec y— 4x — 0 
donne 4—+Hr. Cette fubflitution réduit la transfor- 
mée à Gpa°2 4 4° + Gap° 2° + 44puz + 2400 —L'=O 
qu’on mettra fur le Tr: an: où fa déterminatrice utile 4B 
A 

*% %*% O 0O 
TN 5) 
o o 


* 


donne Gp 4 64p°2* —0, Où #— y —4pz, qui 
eft l'équation d’une Parabole HAh dont la derniére direc- 
tion, parallèle à l’Axe des 3, c’eft-à-dire, à la droite AD, 
tend du côté négatif Ad. Et comme cette équation n'a 
point de racines multiples , il n’y a pas lieu de douter que 
les Branches de cette Parabole ne foient accompagnées des 
Branches de la Courbe, 


Mais 
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Cu. VIT. Mais la Méthode des Séries rend cette Conciufon peut- PL. xXIV. 
$:143* être encore plus fenfible. En voici tout le Calcul par la 
Méthode abregée du (. 106. 


I Il III Ord. 
* COLIN ae 
ok 4J°-6xy""f2x? +K 24ÿ°+k4ax —b? 
4 3 2 O 2 [e] [e) 


* o © x) x 
#7 % 0 * HHI2XYY-12X°Y + 4axy 
AV'-GAY HN O0 Eroxxy — 6x 2h 245% 

Y—=%X 5 0 oO 


+ 4x 


Prémiére Transform. 49° #k Gxyy + 24yy +4 axy 4 
Caxx—b —0o 


“ ; II IIT IV Ord. 
re PA Væe A AA PA 
KK 0 Gxÿ° 464%? + 49 rH4axy 24 + D? 
O0 (4 I 2 [e] 

k V4: TRI VE 
he + Oo *k V ax ÉI2XYV-aXE12)yV-2x + 44XV-ax 4 4yV.ax 
Éxy"+6ax"=0 z : = : 
Dee Ga eg am 

0 3 S 


ZE 4 4Xÿ/— ax 


Seconde Transf. 6xy* re 12XY— 4x + 47 = 12ÿ)Y— 4x 

— 8 4X) + 24) 44 y —4x— 2aax Kb —O, qui 

étant mife fur le Triang : anal : donne léq: = 12x34 4x 
er 


— LA x — u Pt Aiof les troi s. 
X— 0, OÙ ÿ— rss Ois pré 


micrs 
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o miers termes de la Série font x==V— 4x Cu.Vilt. 
ÿe 143: 


EL, XIVe 
Se ER dc. Les deux prémiers re- 
préfentent les ordonnées de la Parabole 
" HAh, & le troifiéme fait voir que les 
Branches de la Courbe embraflènt celles de 
| la Parabole, qui eft leur Afymptote -courbe. 


Pour connoitre les Branches dont la derniére direction 
eft AC, on fübftitueta dans la transformée (49° — 6pg°, 
| He 2p} )2 (129 —12pq)u22+Ci29—06p) uuz rh 
44 + C2ag° + 4ap° )22+ 4aquz k 2auu —b —o , cal- 
culée ci-deflus, —:p au lieu de 7, puifque 79 — 4p, & 
que A—— 3}, comme il paroît en comparant l’éq : y — 
2x—0o avec l’ég: y—4x—o. Par là cette transfor- 
mée eft réduite à oppuzz — 12puur KA + 4x 4pp2% — 
2apus »k 2anuu — bo; qu'on mettra fur le Tr: anal: 
où elle a une déterminatrice 4B parallèle à la Bande fans 


z, qui donne l’éq : opp27 + 4:4pp27 = 0, où #— 
—:4. Elle défigne donc [. 139 | des Branches hyper- 
boliques dont l'Afÿymptote- droite eft l'abicifle FEf, de 
l'ordonnée AE  — 34. : 

Pour favoir la pofition de ces Branches autour de leu” 
Afÿmptote, on portera l'Origine d’A en E, en fubitituant 
7— 14h 7 à #4. 


L’équa- 
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Cr je L'équation ordonnée par z PL. XIV, 
fra | Copmtats app) 22H (—1 EEE 2 42 Lou b) 
I 3 2 
CO US PM Re (fo () 
HCoPp)122  HK(— DE re 2 
oO z 
— 1 2p{1% Ter DEOLE 
“ 9 : 
+47 
H— — 34 
En ANT ET} 
0° = ap 7, he 


“Hop'tz "Kioaptzkaat 
——12p117—aAatr, 


rK 4x? 


Cette Transformée mife fur le Triang : anal: a une déter. 
minatrice utile ÆB qui donne oppt2° — 2#*p1=0 , ou 


244 


? ——— 


9P& 
boliques accompagnent leur Afymptote FE £ dans les an- 
gels AEF,g8Ef des coordonnées de même figne. 
On tiré la même chofe de la Méthode des Séries. Le 
prémier terme Étant —x, on Calculera le fécond , &c. 
par l’abresé du À. 106. 


‘ ce qui marque que les deux Branches hyper» 


Tatrod, à P Analyfe des Lignes Courbes. SS 5 MCE 
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I Il [11 Ord. cnvnt. 
ot Ph IN S+ 143% 
de AJ°-6xÿ"rH2x* + 24y°4ax® —b 
x o 9 ï 3 2 Q a 0 oO 
#7 + 0 * MAT ENT 24xy 


z 


4ÿ°-GAJ REX OH zxxy — 2x HZ axx 
A "_ 


D DA O [e) 
J k mn À nÇ 
Z 2 


Prémiére Transformée 4 y” 
24xÿ + 434xx— b' 0. 


I II III Ordre. 

[e) ne | PI PAM 

kX DXXYrRA4IAX XI 2xyy-24xÿ+4ÿ #H24y"-b 

É d'a 

EE ——— 7 

fe : 
1 bn TANX + 124XYrH44X — CA —2 14 
le ne 4e : ES 4 22 
Tr D ONE 

o , à 


— L2XMY 9 50) 2 AY — 


Seconde Transformée, OX) — 124}) + 10 4x) — 244% 
H 43 — 449) + 48) —b? = 0. 
La Série commence donc par ces 
. 44 
trOÏS (CTMCS — 2% — #74 74 =, MON 
x 
les deux prémiers expriment l'ordonnée 
de l'Afÿmptote droite FE£, & le troi… 
—o. fiéme marque que les Branches de la 


Courbe tombent, du côté négatif auf 
bien 


PLANCHE XIV 


… 


Ca.VIIL. 
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bien que du côté pofitif, entre l'Afÿmptote droite & l’A- 
xe des abitifies. 

Exemple LIT. Soit D — 2x Ye RÉ 2axy — 
sax — 0, l'équation d’une Courbe ; & y*— 2x2y? 1 xt 
—0 fera celle de fon plus haut Rang , qui a deux raci- 
nes doubles y—x— 0 , & yHkx—=o. En les com- 
parant avec la formule ÿy—4x=—o, on a A=+17—, 
& A——1, où A—X1, & par conféquent y[—=#4p] 
—+p. Donc ici, cgmme dans l’Ex. Z, on aura les 
derniéres direétions AC des Branches infinies, en don- 
nant à l'ab{cifle AB— 1 les ordonnées BC—<+7r, & 
Bc——1, & menant les Droites AC, Ac. 

On tranfportera l'Axe des abfGiffès fur ces Droites , en 
fubfituant pz à x & 92H à J. 


Cgf — op g pt )2t + C2apg — sep > 
FR 2 (e) 2 I 


ROHAN CARPTIUE 


z 


+ (69° — opus  H(24pjn'z 
= (o) O \ 


3 


+ C4ag)a 3 
î 

DER Re ee mn té te SRE RE CSEEE HN 
+ ÇCr)zf 

Et mettant =» pour 7 dans la transformée, elle fera 
PU L APRIE RES PIDEE AMP ELLE 24) 7 0, 
où les figues fupérieurs font pour Axe AC, & les infé- 
rieurs pour lAxe Ac. 

Cette équation mife fur le Tr: anal: a deux déterri- 


natrices, Celle qui traverfé le plus haut Rang défigne la 
Ss 2 dernié- 


PL.XY, 


Fig, 106. 
num, 1, 
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e..xv. derniére direétion des Branches infinies qui n’eft parallèle, Ca.vilt 
ni aux abfcifiés, ni aux ordonnées. ÿ: 143: 


L'autre, qui pañlé par les Cafés #°2° & z', donne 
l'éq: 4p'a°2 — 3apt —=0 où n° —3apz , qui eft à 
la Parabole ordinaire décrite, avec un Paramétre —%4? ; 
für les Axes AD, AC, ou AD, Ac, dans la fituation à 
peu près où l'on voit les Paraboles EAe, FAF, qui font 
les Paraboles-afymptotes de la Courbe cherchée. Et puif- 
que la racine de l'ég: 4p°4°z—34 4 —o n'eft pas 
multiple, chaque Branche AE, Ace, AF; Af de ces Para- 
boles eft Afymptote d’une Branche de Courbe. 

On trouvera la même chofe par la Méthode des Séries. 
On a déjà le prémier terme Ex des deux Séries defcen- 
dantes qui donnent la valeur d'y en x: mais on cherchera 
encore le fecond, troifiéme & quatriéme terme, puifqu'’il 
faut aller jufques-là pour avoir un expofant nègatifs 

Voici tout le procédé du Calcul [$. 106]. 


L IL Ordres. 
en PAS. PSN 
yt—22x"ÿ xt + 24Xÿ —5 4x? 
2 2 oO 


O 
* O 
©. * O 
*%* O O O 


4 
Be 
) AA) FAX y 2 44x°7 


2x y 4x0 0 
RS LR 
3) —È%Xx LA x°7 


»k x* 


2. 2 pi 
6x y — 2x +24 de 
: Oo 
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Cuvrirn  Prémiére Transformée y*= 4 x y H AXE 2 4xÿ = pu xy 
ÿ. 1434 4ax°) — 34% =} ! 


III Ordres, 


2 \ PS 
EPA EE 4x gay Hoyt Æ 2x9 
1 4 


2 O 2 
Em té FRS IRE RENE er 2 Se TP APR PE Cr Ne Dr 
HSx'yViax  Hi2x))Viaxtqux Viax ay Baux Eqaxyy/3ax 
2 ; 9 À 3 


+34x H9axy Zaxyy + à 4° x° 
(e) : j (e) 
34 ÿiax Æ3ax)Vias 
© 4 
+aaxx 
Seconde Transf. 4x°y° == 8x°yy/3ax = 45? £ 
1) AN A4X) 12%) V3ax 
a AY Ha ax JE A4) Via op rar rar 
F4 X m0 


Æ 8x9 jax + 7ax y: 
I 


à SO OKkKkKO 


1 
: 


1 
Rp] 0 
— 7aX V £ ax HE TARY ET ext 

1 


; à PR IN TEE 
8x" yÿ À ax Tax £ax + HD LEA ax + a x? de. 
(eo 2 1 à 


O O 


mr 00 519 CERN 
+ ai x° 
Ss 3 Troifié- 
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PzXV. Troifiéme Transformée LS x'yV44xH4XY = Cax*y Cu.vnl. 
— Dax Üt. $: 143. 


16 

On voit que dans cette troifiéme opération , qui doit 
être la derniére ,.puifqu’elle donnera à x un expofant né- 
gatif, l'on a fupprimé une bonne partie du Calcul, qui 
ne feroit pas néceflaire, Car la déterminatrice , partant 


de la Cafe 22, , portera fur la Cafe x°, à moins 
qu’elle ne foit vuide. 11 ne s’agit donc que de favoir fi 
cette Cafe eft pleine, & quel eft le terme qui y loge. Or 
pour cela il fuffit de calculer le fecond ordre, & on trou- 


100 


ve que la Cafe x* contient le terme — #? 4*x*. ‘On aura 


100474 


donc Æ 8x°y1 3ax— 7 a4°x° —o, ou PE Eaux 
pour le quatriéme terme de la Série. 

Les trois prémiers = x==y/44x== 214, expriment l’or- 

donnée d’une Afymptote-courbe , qui fe conftruit ainfi, 

Eig. 106. Par les extrémités de l’abfcifle AI—— 14, & des ordonnées 

"+ 4 AG, Ag, de même grandeur, qu’on méne les Droites 


GIH, glh. Qu'on décrive, avec un Paramétre égal à 


Al 2144 Ha 

ak —= SG; Une Parabole ordinaire OGN , für les 
32 

Axes GA, GH, avec une derniére direétion parallèle à 

4 = 4 4 “ 

GH. Qu'on décrive auffi, avec un Paramétre égal à 


LE une Parabole ogn, fürles Axes gA, gh, fa 


281 
ee direétion étant parallèle à gh. Je dis que ces 
deux Paraboles font celles que repréfentent les ég: v—# 
ÆEyiax— ts, NH V—=— xt ÿ/iaxtp14s Car fi on 
nomme GH, z, & HO, ou HN, #, l'équation de la Para- 
bole OGN, rélativement aux coordonnées GH, & HO 
2\447 


32G1° 


Mais, nommant AP, x, & 
PO 


ou HN, et vu — 


RE PO ou PN, v, on LES AP[x]: GHz] AI f: 
+ 143 e 
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Cr NF ES 
GI. Donc 2 -——; Ce qui étant fübfitué dans léq : 
t 
21447 x 
uu ———— , la transforme en zx —}4X%X, OU 4 
32G1I ; =— 


vViax. De plus PO, où PN,[2]—PH{ou PI, 
foit AP— AI, c’eft-ä-dire x—74]+HO, où —HN 
[== v#ax].: Donc l'équation de la Parabole OGN, ré- 
lativement aux coordonnées AP , & PO ou PN, et — 
xyiax— x, Et de même V=—= — x Ey/24x 
74 cft l'équation de la Parabole ogn rélativement aux 
coordonnées AP & Po ou Pn. 

Les Paraboles OGN , ogn font donc les Afÿmptotes- 
curvilignes de la Courbe propofée : & le quatriéme terme 

100 44 


de la Série, = , fait voir que les Branches de la : 
b] GAY ;ax 2 q 


Courbe tombent , par raport à l’Axe des abfciffès, au-delà 
des Branches GO, go, & en-decà des Branches GN,gn, 
comme on le voit dans la Fég. 106. »°, 2, qui repréfente 
le cours de cette Ligne, 


| Exemple IV. Par le ful changement d’un figne, 
Péquation de l'Exemple précédent eft changée en celle-ci, 
LS TE 24%ÿ° — $ax* — 0 t. Et l'équation 


du prémier FADB ph xp — x — 0 à quatre racines’, 


deux imaginaires HXYCI—y2), —xy (1 —Yy2) © 


& deux réelles HxXVCI+Hy2), —xy(1+V2). 
Comme elles nous menacent d’un Calcul aflez long, nous 
n’appliquérons à cet Exemple que la Méthode des Séries , 
& nous employerons la lettre Z pour défigner le nombre 
irationel Æy(1+#/2). I s'agit donc de fubititucer 
AXE # à y dans la propofée, 
J P 
«+ 
H — 


+ Mom. de Acad. 1731. pag. 30: 


a | : La XY. 


Ps, XVe 
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I II Ordres.  CxVlit. 
lan 2 $: 143: 
ox u — xt + aaxu —5sax | 
4 2 eo) 2 O 


A) 


He 4 Ax0° —j/Axu 4 Aax uw 
z : 3 


‘ Zz z z 
————— 
LéAxu —24xt H2A°ax 
2 


O O 


3 
4x un 

3 

4 


+ Atx° 


La transformée eft donc #4 #4 4 Axn° (GAA—2}x'° 
HAL — 4 A) x°n CAT—2A— 1) xt rh 24x04 + 
AAaku re (2A°— 5) ax —o, où l'on peut d’abord re- 
marquer que le térme (4*—24°—1)%" cft nul, puif- 
que la déterminatrice aboutiffoit à la Caf& x*.. Mais le 
terme contigu (44° —4A)x'# ne manque pas, puif- 
que la racine y— 4x—0 eft racine fimple de l'équation 

#_—2xy —xt—o que fournit, cette déterminatrice. 
Ainfi mettant la transformée fur le Tr: anal: couché fur la 
Bande fans x, on lui trouvera une déterminatrice parallèle 
à cette Bande, qui donne l'ég: (44°—44)% 4% 

2 — 
GA'—5)ax 0, où #=— TS its 


— 242 


© 
mettant y (1 +2) pour 41 PRES 1% 


ENV 25 À 
D ANS LS 

Ces deux prémiers termes de la Série Æ=*# VCI+ 2) 
PSV 
7 8/(1+V2) 


a, montrent que la Courbe à quatre 


Branches 
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Cu.vIiL Branches hyperboliques , & ils déterminent la pofñtion de Pz.xv: 
$:143: Jeurs Afymptotes-droites. Le prémier terme fait voir que 
fi on donne à l’abfcifle AB— 1, les ordonnées BC — 
ÆHyQGE V2) & Bc—— 41H y2), & qu'on méne Jes 
Droites AC , Ac, elles feront parallèles à la derniére direétion 

des Branches infinies, & par conféquent à leur Afymptote, 

Et le fècond terme aprend que fi l'on prend les’ ordon- 


Fige 107. 


, 3V2—4 3V2—4 
nées EP A enr 


& qu'on méne les Droites EF, ef parallèles à AC, Ac, 

lles feront les Afÿmptotes cherchées. On peut auf 710 

cela eft plus fimple, prendre l’abfcifle négative AG —— 

7V2—10 
8 


a, & mener par le point G, les Droites GF, 


gf parallèles à AC, Ac. Car il eft aifé de voir que les 
Droites EF, ef, {& croifent au point G, éloigné de l'Ori- 
gine A de la diftance ZV2=—=10,. 

Si l’on veut aller plus loin & chercher la pofition de 
ces Branches hyperboliques autour de leurs Afymptotes 
droites, il faut calculer encore un terme de la Série. Soit 


+ RESTES a nommé B. I] faut donc füubftituer B 


2 à # dans la transformée, ou du moins das les deux 


PrémiErs ordres /delfes {termes: Car en confidérant cette 
équation fur le Triang : anal: on voit qu'il manquera dans 


O0 Oo * + 
O 


*k 
O 


© x * 


* 


la feconde transformée le terme x°, & qu’ainf la détermi- 
Tatrod, à V Analyfe des Lignes Courbes, Tt  natrice 
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natrice partant de la Cafe x'y, portera fur la Cafe x°, fi Cnviir. 
elle eft pleine. Il s'agit donc de voir fi elle left, & quel #3: 
terme la remplit. 


A Il Ordres. 
GA Aix + A -5a0+(CAA-3)' x a Aat Êt. 


L Le) 2 I 


By ——— #0—_—— 
+ (44° — 44) Bx d -H2(CAA—2)Btx°+4/Bax 
O + O 


»k(64A—2)BBx 


On voit par ce Calcul, que la Cafe zx° loge le terme 
(4A°—4A)tx, & la Cafe x° le terme ((6AA—2)BB 
4 ABa)x. La déterminatrice, qui pafle par ces deux 


Cafes, donnera donc 2 = — 


Sara re | 
8YCIHV2) 
__(GAA—2) (3V2—4) 4": C4 A AAC V2—4)a4: 8 _" 

(444—4)A | 
__ CéVz2a)(s4—24vr) Hiva 
ra +4y2XyC1i+V2) 
_—1$4"#H 1092 1 __ _—154V2#H219 
TF 42. VCk V2) 


— | puifque B=+ 


dAX ——- 


———— _—" 
BAG Ya) eee 

Cette fraétion étant poñitive, le figne — qui la précéde 

montre que la Courbe tombe, de part & d'autre , entre 


VPAxe des abfcifles AB & les Afÿmptotes droites EF, €f. 
Car f l’on nomme cette fraêtion €, la Série fera pour les 


Branches de l’'Afymptote EF, y—=4*+B— & de. 


& pour 
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Exemple ’. LA NY — 21 Y + —4t—=0, 
mile fur le Triang : analyt: a trois déterminatrices 4B, 


C B 


AC, BC. Celles qui pañent par la Pointe À indiquent 

des Branches qui ont les Axes pour Afÿmptotes. Elles 

font auñfi indiquées par les racines y—0 , x—0, de 

l'équation du plus haut Rang. Les équations que donnent 
+ 


ces déterminatrices, x°y—#+*—o , ou = — s CEX): 
X 


4 
4 . . 
Tr 4—0, où x—- , font voir que les Branches in- 


finies qu’elles défignent fe jettent dans les angles des coor- 
onnées de même figne , le long de l’un & de l’autre 

Axe. SEE < 
La déterminatrice BC qui traverfe le plus haut Rang , 
donne Péq : X'Y — 2 x°y° + xy —0, quia, outre les 
raCINCS #0, y=—0o, dont on vient de-parler , une ra- 
cine double y—x—0o, qui nous aprend que la Cour 
be a encore des Branches infinies, dont la derniére direc- 
tion A D coupe en deux également les angles BAC, bAc 
des coordonnées. Mais pour connoitre la nature de ces 
Branches, on cherchera encore un terme de la Série en 
Tt 2 fubfi- 


Cyr & pour les Branches de l'Afymptote ef, y—— 45 pr.xv: 
qits B RE, de. 


Fig, 108. 
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P.XV- fubfituant # +- x à y dans l'équation propofée, ce qui la C#VHI. 
transforme en xv° nn —#t— 0, qui étant mile fur #5 
le Triang: anal: a une déterminatrice utile DE, qui don- 


; RE 
ne xw—at—0, où #—"—. Ce fecond terme 


Le a° - 
de la Série y—x=# — dv. marque deux Branches qui 


accompagnent de part & d’autre les deux parties AD , 


Ad, de la Droite DAd, qui eft la derniére direétion & 
l'Afymptote droite de ces Branches. 


Ainf la Courbe a huit Branches hyperboliques autour 
de trois Afymptotes BAb, CAc, DAd, qui fe croïfent au 
Point A, fémblable en cela à la Courbe de l'Exemple I. 
En effet, c’eft la même Courbe dans une pofition diffé- 
rente. Car fi l’on prend AD pour l’Axe des ordonnées , 


& la perpendiculaire AE pour celui des abfciffès, on aura 
[à caufe des angles demi-droits QAS, QMR ] AP [x]= 


PS—AS—QR(S]—ASTE 1; & PM[y]—PR 


+RM=QS [7 J'ERMIEZ I. Et ces valeurs de x 


& de y, fubftituées dans l'équation de la Courbe x°y— 
2xÿ° Ha xy? — 4 —0o, la transforment en #v23—2* — 
#t—0o, où 2t—"uzzt at —=0o, qui eft l'équation de la 
Courbe examinée dans l'Exersple L 


Exem 
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Cu.VIII. Exemple VI. Soit enfin l’éq : y + sxy*-+ 10x°ÿ* PL XV. 
$e143: +iox y + sx) He x — 24)" — 4axy" AUX PE Dax + ; 
AAÿ = aa) — aax*y + aux — aab — 0. Cet Exem- 
ple eft affez compolé, & par là propre à faire connoitre 
comment il faut s'y prendre pour éviter tout le Calcul 
fuperflu. 

Le plus haut Rang ; für lequel eft appliquée la feule 
déterminatrice fupérieure qu'’ait l’équation propolée, eft 
précifément la cinquiéme puiflance y°+'sxyt #4 10x°ÿ? + 
10X'ÿ" + sx*y+ y" dey#Hx. Ce Rang égalé à zéro n’a 
donc qu’une feule racine , mais quintuple , y#k x —0o, 
ou ÿy——x; ce qui marque que la derniére dire&tion 
des Branches infinies de la be ft parallèle à la Droi- 
te BAC qui coupe en deux également l'angle des coor- Fi: 109. 
données de différents figries. » Cette même équation mar- ””* # 
que que le prémier terme de la Série defcendante qui don- 


ney en x, eft —x Pour avoir le cond, on fubftitue- 
LA — x Hz à y. 


Ord. L FI il IV, 
EE ge) Pa es ES FRS 
$ xyTtLrOx4Y3 Ja? 4n, F5 4_ 3 RL Al mn 72 mice 
o 259 HIOX D HIOx PES x ty 4x 24 f-qaxy 4x y 2ax BAD Lady ax Lex at D 
5 + 3: 2. I. OO 4 3. AMOR RER M TL 40) > O 
: 52)" "20#9/ 30-204 5x Sax) HI24ax/yi-qaxt ax 2e Ex s 
z 0 3 5 3 3 O 
! HO 0x9 430 I0xS — 124%) —124x y ax paix 
$ 7 F O = 3 3 [e] 
104) 20) FRE + Bax}y + 4axt — 4° x! 
4 Æ + (e} O 
X Ty — SX —— 24xT 
55) — 5% 
; o ° 


RE ET 


— à 


e Tt 3 Et 
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er. xv. Et la prémiére transformée fera y— 24y* + 44xy? 4 y} CnVIIl: 
44 xÿ Han xy—4b —o. En la mettant furle Tr: $:1#3: 
analyt: couché fur la Bande fans x , on lui trouve deux 
déterminatrices fupérieures 4B , BC. 


[e) 
(SX FE? * A 


L'une AB, qui porte fur les plus hautes Cafes des 
deux prémiéres colomnes , donne 44°x°y—4#"h? =—=0, ou 
3 


tr Il n’eft pas befoin de continuer plus loin la 


3 
Série y——x+ de parce que dès le fecond terme 


elle eft réguliére. Elle indique deux Branches hyperbo- 
liques , qui accompagnent, dans les angles des ordonnées 
pofitives, leur Afÿymptote droite BA C. 


L'autre déterminatrice BC donne ÿ°+ 44xy° + 44°x°y 
= o, ou, divifant par y, y*+ 4axÿ* +44xt— 0 , dont 
la racine quarrée yyH24x—o, fe-rélout en-ces. deux- 
ci, Y—= HV —24X, y——V —2ax, qui font imagi- 
naires, quand‘on prend x pofitive, Et comme l’une & 
l'autre eft racine double de l'éq : y* #4 44xy° + 44%? —=9 
on ne doit encore rien affirmer des termes fuivans> Mis 
on continuera le Calcul en fubftituant y — 2x +) à J 
dans la prémiére transformée. 


$ 


$, 2 


Cu.VIIl. DES COURBES, 
S. 143. 


Ord. I II 
C LE En 
y + 4ax) + 44 x y — 247 — 4axy 
I 4. 2 


5 3: 
2x) ——— 2 
5) V-24X LE 124xÿ /224% An 4/2 ax Bay 4/24 Ba x) 24% 3 y 24% 
+ 5 o à z 2 


SE PT 5 
2,.7 : Pr 
— 204x)} — 244% 24 4x Sun — 6Gaxy 
- 2 
STORE "3 7 O 7 
ps 2 BEST ET RER CE DIR ET Le TV pa 
= 204x) V—24x 7 84" x 24%  164°xy/-24x = 24 —24x 
3 © 3 0 
+ 20 4° x° y — 84 x 
L 
5 [e]) 
Ha x V—24a% 


Ainfi la féconde Transformée eft y° + 5 y#y/— 24% == 
16axÿ? = 8axyV— 24x — 24) == 8ay y—24ax + 204*xy° 
LS 4xyV—24Xx+ AY 3 a y y—2ax—6Caxy + 
24° xÿ/—24ax— 4 —o. Sur le Triang : anal: elle n’a 
qu’une déterminatrice utile, favoir celle qui eft horizonta- 
le : & qui donne Lt 8 axyy—24%x ma DXxYÿ—24% == 

3 fu! nr | 
24 XV—24x — 0 » OU, divifant par _ 84% —2ax > F 
x 4)+544 — O0 qui a une feule racine, mais double, 


J—:4—0. 
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2 


B.xXv. Elle marque que +24 eft un troifiéme terme Commun Cs.vIi. 
aux deux Séries, qui commencent par — x ==ÿ—— 24x. $ 143: 
Mais cette ratine y —:4#=—=0 étant double, elle oblige à 
calculer encore le terme füuivant, d'autant mieux que, dans 
celui-ci, l'expofant dx n’eft pas encore négatif. Et com- 
me il y a lieu de préfümer qu’il fuffira de trouver encore 
un feul terme , on cherchera à s’épargner du calcul en 
fübftituant 34+k y à y, ulement dans les termes des deux 


prémiers ordres, 
I II Ordre. 


Sax) 2x8) -24x 724 5xV/-24% —164xy 1204 xy"-Ca?xy)Ÿ ce 
202 1 (e 
24) 
2 Baaxy/-24X = 4aixy/-24x — 24aaxÿ +204 x = 34%x 
1 . 2 ; 


3 2 I 


5 O 5 [e) 
H24xV— 24% —12 4x) HS aix 
Le 


[e) 4 
PR ren 
2 AtX 


Le prémier ordre fe réduit au feul terme ==84xyV-24%, 
& le fecond à — 16 4x? — 44°x" rH24/xy. Et ces ter- 
mes étant mis fur le Triang : analyt: on voit que la dé- 


terminatrice 4B pañle par les Cafes x”:yy & xy, & qu’é- 
| tant 
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Cu.VIII. fant continuée elle traverfe la Cafe x**, 1] faut donc exa- PL.XV, 
#°143: miner fi cette Cafe eft pleine ou vuide. Ce font les ter- 
mes du troifiéme ordre qui doivent la remplir. On füb- 
ftituera donc +4 y à y dans les termes du troifiéme or- 
dre de la feconde transformée, 


III Ordre, 
Æ SV —2ax 8 Aÿ V—2ax EE 34 y y — 24% 
4 3 = 
24) 


104) ÿ/—24X LA VV —2ax EE 30 y —24x 
3 2 2 


Z Æ - 
RS RP DRE : 
ET AY V—2ax CAIN —2ax ET at — 2 ax 
1 
RER (Ts ? 
HE AyV—oax KE a V— 24% 
: 


& 
HE At V—2ax 


Ils f réduifent à + sy y— 24% +2 AY V— 2ax— 
2 = + SE pe = 
24 Y V—2ax 3 4 yY—2ax + 164 Y—2ax + Ce dernier 
terme, ayant fa place dans la Cafe x", fe trouve für la dé- 
términatrice, qui donnera l'équation = 8 4xy°#— 24% “ 
? 1 . . ns: 
BA XY Ex 4y—24x— 0, ou, divifant Par Sax —24x, 
ee A) a 
II 7 — y — 
SV—24x 128x 


—0 , dont la racine quarrée 


4 
cit y TT Sy—37x = 0. Les deux Séries, que nous füi- 


vons ; Ont. donc pour leur quatriéme terme, l’une 
Nez 


2 


l'autre £ 
[2 — . 
SY— 24% 


. Re tac » ñ > ’ » 
Roque dans e ue l'expofant d foit négatif; ce- 
Péhdant, comme il el racine double de l'équation qui le 


Zarrod, à ! Analyfe des Lignes Courbes, Vy donne, 


4 
Sy—24%x 2 
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»..xv. donne , il eft néceffäire de continuer le Calcul , en fübfti- cuvnr: 
& ns ÿe 143: 
tuant = ———— à » dans la troifiéme transformée. 

8 —24x Le S 


Mais pour cela il faut lavoir complette; & jufqu'ici nous 
n'avons que les termes qui ont réfulté de ceux des trois 
prémiers ordres. Il faut donc achever la transformation 
en fubftituant :4#4y à y dans le quatriéme ordre: 


IV Ordre, 
1 ———, 
EN on 25 5 eg 

Û 4 3 ) 


) 
Eat — 44 KE 


NET: 


3 


Et il en réfülte y’ 244y* 2 0p" mm x a y 35 4° 
7 %° es PA b . 

Réuniffänt les réfultats de ces différents ordres, la troi- 
fiéme transformée complette ef = 8axy V—24x—164xÿ" 
—qaxy h2axy ES YV—2axE 24) V— 24% 
Lay /—2ax = 24 yy/—2ax ZE de ay —24x + y 14° 
LE 14°ÿ — ay + aty +54 — 4h — 0. Cette 
transformée mife fur le Triang : anal: a, rélativement à la 
déterminatrice CD. qui pañloit par les Cafes x**yy, xy Le 
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Cu. VIII, & , REPARTI 4° 
Sigz. & x & qui a donné l'éq: PET fept or- 


539 
PL. XV, 


dres de termes, 


OO * 
X +x 
* 


* 
* D 
* 


* * 


Il eft probable qu’il ne fera pas befoin d’aller au - delà 
du terme que nous cherchons ; c’eft le cinquiéme de la 
Série. Ainfi nous commencerons par fubitituer = 


rl à s eux prémiers Ordres. 
STE PEN UE dans les deux p 


I II Ordre. 
= RS 0) 
Sax) V-24x+-24/xy 2 74 /-24x — qu x YF 3e y —2ax as — 45h Ee, 
IT eÀ )_2 I O 2 L (o] (e) 
Sy-24x% 


TR x) À rat) 24 EE 2pÿ/ 0 2ax — Las 
3 [e) Li 


AR 3 
Ær;atV—2ux 


+ 734 


Les termes du prémier ordre fe réduifent à ==84xy"#-24%, 
& ceux du fécond à 4 35%y= 44. : Donc la déter- 


minatrice paflèra par la Cafe x: 72, 1& par la Pointe, & 

donnera l’éq : = 84xÿ°4/—22x — 4h —0o, où  — 
ab} ; 

ee —-————,. Le fienc — “miére 

= pe Le figne — à lieu pour la prémiére, & 


Vy 2» le 
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le figne +- pour la feconde des deux Séries que nous cal- CIE. 
4° b? S. 143. 
culons. Donc pour la prémiére y=—=v- 357 
nul PE ES V Saxy—24x°? 


+b? : 
& pour la fconde y — 2 Re ,.grandeur ima- 


ginaire. Car fi on prend x pofitive, V—24x eft imagi- 
_— 


. L) 4 Lé L2 
naire, & fi on prend >x négative, — eft négati- 
SEE LES P 5 ? Saxy/— 24% ë 


ve, & fa racine eft imaginaire. Aïnf la féconde de nos 
deux Séries a fon cinquiéme terme imaginaire, & elle-mê- 
me left entiérement. Mais la prémiére, qui ne left qu'à 
demi , fe fourche en deux ÿy=—=—x+V—24Xx +247 
Cu Pa 2 
——— dr, Ky=—x+v—-24%x 
Saxy—24x } +v 


3 
Ces deux Séries, avec la prémiére ne Êr. 
font voir que la Courbe a quatre Branches infinies, dont 
Big. 109. deux DB, EC font hyperboliques,. & ont pour Afÿmpto- 
“ms 1: te la Droite BAC dont l'ordonnée eft le prémier terme 
x de la prémiére Série. Les deux autres EF, HG 
font paraboliques, & ont pour Afymptote - curviligne la 
Courbe IKL , à l'abfciffe x de laquelle répond l’ordonnée 
que repréfentent ces. quatre térmes , — x HV — 24x + 
£ an 
AT GY— za x 3 
On verra plus clairement la poftion des Branches de: 
cette Courbe, en. la raportant à deux autres Axes ; dont 
lun. eft l'Afymptote droite CAB & l'autre fa perpendicu- 
laire AN. Alors le point M de la Courbe ; au lieu des. 
coordonnées’ AP [x| & PM [y], aura les coordonnées 
AQ [z] & QM[#1, dont les raports s'expriment par les 


équat :: 


Ex.VIT 


ÿ. 143. 
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Dire Ve Zh 4. Ur. » 
équat : A TETE , & Tres = valèurs qui fübfti- 
tuées dans léq : + sxy* ro x°y° OX çxty Le 
pc — 24) —44x) Ke 4A4X y 4 24 XX GAY} — an x y — 
anx°y + 40% — 44b —0, où (y x) —24(y— x) 
GX) Haa(ÿ+ x) (y x) — #b— 0 ; la chan. 

CNE NN LL (nt) à 
gent en ( =?) REA ya diC 0 GTA Er re, 
#b—0, Où 47° ÿ2 — 842 K 2aazuuy2 — # bo, 
ou encore, faifant FT & 7 = , En 2 —267 # 
Kccqunu — cd —o. Cette équation # réduit à 7— 


[a A 4 . 
2c2zuHkiouu— Fou FR 66 SE Cd , foit 
ZZ d Ce fruit sinf 
= EAN, qui fe conftruit ainfi, 
€ 


Sur les Axes AB, AC on décrira la Parabole D Ad, 
dont le Paramétre eft c, de forte que l'ablcifle AP[z] a 


lordonnée PO — +. On: décrira auf: l'Hyperbole 


CENB, cnB, dont l’ordonnée PN', ou Pn, ay —. 


Alors donnant à chaque abfciffe AP deux ordonnées PM, 
Pm égales, l'une à la fomme On, l'autre à la différence 
ON des ordonnées: de l'Hyperbole & de la Parabole ,. on 
aura la Courbe cherchée GMDmc. Gar fon. ordonnée [4] 


TNA d: 3 
ef égale à Tr E4v 51» & par conféquent fon équation 


ft 2° — 2624 hcezun — cd" 6, Mais: en là rapot- 
tant aux Axes Ac, FAf, qui coupent également les qua- 
tre angles que font entreux les Axes CAc, BAb , fon 
équation fera juftement celle qui a été propofée dans cet 

, H Vvy 2 Exernples. 


PL-XV, 


Fig. 10% 
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Exemple. Dans cette conftruétion il eft aifé de reconnoi- Cx.vimt: 
tre que la Courbe a des Branches hyperboliques MC , mc, #: :#3 


dont CAc eit l’Afymptote , & des Branches paraboliques 
MD, mD , dont l’Afymptote eft la Branche AO D de la 
Parabole d AD: On le; reconnoit, dis-je, aifément, en 
confidérant que près de l’Origine, ‘les ordonnées de l’'Hy- 
perbole CNBnc l’emportent de beaucoup für les ordon- 
nées de la Parabole dAD, & que loin de l'Origine , c’eft 
tout le contraire, 


144. Nous finirons ce Chapitre par quelques confi- 
dérations générales fur les Branches infinies des Courbes 
& fur les Afymptotes droites, 

IL Les Branches infinies d’une Courbe font toûjours en 
nombre pair *. 

L’ordonnée d’une Branche infinie de Courbe s'exprime 


par une Série defcendante AE BH Cx° de. qui eft 
ou entiérement imaginaire , ou demi-imaginaire, ou réelle 
[$. os ]. Lorfqu'elle eft entiérement imaginaire , la Bran- 
Che , dont cette Série devroit marquer l’ordonnée , eft 
imaginaire. Cette Série eft réelle, lorfque tous les expo- 
fants b, 2, #, Sr. font des nombres entiers, pofñitifs ou 
négatif , ou des nombres rompus dont le dénominateur 
eft un nombre impair. Alors la grandeur qu’exprime cette 
Série eft réelle, foit qu’on prenne x pofñtive, foit qu’on 
la prenne négative. ‘Ainfi cette Serie repréfente deux 
Branches infinies, une du côté des abl&iffes poñitives , une 
du côté des négatives. 

Enfin, la Série eft demi-imaginaire lorfqu'un , ou plu- 
fieurs, des expofants b, 7, #, Gv. eft une fra@tion d'un 
dénominateur pair , & d’un numerateur impair. Dans 

ce 


© * STIRLING, Lin. tert: Ord. Newton. Prop. I. Cor, 3, Mr. DE 
Gua, Ujage de l'Anal. pag. 47: 


CaYIIL ce cas, la Série n’eft réelle que quand on prend x 
$14# ve, ou quand on la prend négative. La Branche indi- 
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quée par cette Série ne s’étend que du côté des abfcifles 
poñitives, ou du côté des négatives. Mais en échange, 
lors qu'on donne à + le figne qui rend récls les termes 
demi-imaginaires, ces termes ont deux valeurs, une pof- 
tive & une négative ; parce qu’une racine paire a égale 
ment le figne + & le figne —. Ainfi la Série cit dou 
ble , & exprime deux ordonnées. 1l y a donc deux Bran- 
ches infinies qui répondent à cette Série , & qui font fi- 
tuées, non pas de part & d’autre de l’Axe des ordonnées, 
mais toutes deux d’un même côté. Donc, dans tous les 
Cas, le nombre des Branches d’une Courbe eft un nom- 
bre pair. 


145. IL Toute Ligne algébrique d’un Ordre impair à, 
au moins, deux Branches infinies *. 


Parce que dans toute équation d’un Ordre impair ;. 
Pune ou l’autre des coordonnées a fon plus haut expofant 


impair. Prenons que ce foit l’ordonnée, Donc en la re- 
gardant comme linconnuë , quelque valeur qu’on prenne 


pour l'abfcifle, l’ordonnée aura toûjours une valeur réelle, 


puifquune équation d’un dégré impair ne peut avoir tou- 


NE racines imaginaires. Ainfi toutes les abfciflès, tant 
POauves que négatives à l'infini , ont au moins une or- 


donnée réelle. La Courbe a donc au moins deux Bran- 


ches infinies » Une d’un côté, l’autre de l’autre, de l'Axe: 


des ordonnées. 

146. III. Une Courbe algébrique ne peut avoir plus 

de Branches infinies qu’il n’y a d’unités dans le double de 
Pexpofant de fon Ordre. 

Car 


* STIRLING, Lin, tert, Ord, Newt. Pr. VI. Cor: 
Mr. Nicoce, Mem. de: Ac, 1729. p.198, 


>” 


pofñiti- P1.Xv. 
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PuxV. Car en prenant les ordonnées de façon que leur. Axe Cxvrit. 

ne foit parallèle à la derniére direétion d'aucune des Bran- Sr 145: 
ches infinies de la Courbe, toutes ces Branches s’éloigne- 
ront à l'infini de cet Axe, Donc leurs ordonnées feront 
repréfentées par des Séries defcendantes , qui donnent la 
valeur d'y en x. Or l'équation ne peut fournir plus de 
parcilles Séries qu'il n’y a d'unités dans l'expofant de la 
plus haute puiffänce d'y: parce que ces Séries font les ra- 
cines de l'équation, où l’on regarde y comme l'inconnué, 
& qu'une équation ne peut avoir plus de racines qu'il n'y 
a d'unités dans le plus haut expofant de fon inconnuë. Et 
Yexpofant de la variable y ne peut jamais furpatier lexpo- 
fant de l'Ordre de la Courbe. Donc on ne fauroit avoir 
plus de Séries qui donnent y en *, qu'il n’y a d'unités 
dans l’expofant de l'Ordre de la Courbe. Mais chaque pa- 
rcille Série ne peut indiquer ; au plus, que deux Bran- 
ches infinies, & pour. cela il faut qu’elle foit réelle. Donc, 
ane Courbe ne peut avoir, au plus, que deux fois autant 
de Branches infinies qu’il y a d'unités dans lexpofant de 
JOrdre de cette Courbe. 


147. IV. Une Courbe. algébrique ne peut avoir plus | 
d'Afymptotes droites qu'il ny a d'unités dans l'expofant 
de fon Ordre *. 

Cette Propoñition fe prouve par le même raifonnement 
que la précédente. Si lon prend les ordonnées de forte 
qu'elles ne foient parallèles à aucune Afÿmptote, l’ordon- 
née de chaque Branche hyperbolique fera repréfentée par 
une Sérietelle que 4x + B *# CT" re. dont les deux 


prémiers termes Æx#+ B expriment l’ordonnée de l’Afymp- 


tote [$. 131]. 4 ra zéro, fi l'Afÿmptote «eft parallèle 
aux 


* SriRLinc, Prop. VL Cor. 7. 
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Cu.VTIL. aux abfcifles; B fera zéro, fi elle pañte par l'Origine ; ainfi Pi. XV: 
$147 4 & B feront zéro, fi PAfymptote eft l’Axe des abfciffes. 
11 ne fauroit y avoir plus d’Afymptotes droites qu'il n'y a 
de pareilles Séries. Et l'équation de la Courbe men fu- 
roit donner plus quil n’y a! d’unités dans l’expofant de 
Ordre de la Courbe. Donc le nombre des Afymptotes 
droites ne peut fürpañlèr les’ nombres des unités contenuës 
dans cet expofant. 


148. V. Lorfque la Courbe a autant d'Afmptotes droi- 
tes que lexpofant de fon Ordre a d'unités , toutes fes 
Branches infinies font hyperboliques. Car-les ordonnées 
étant prifés de forte qw'elles ne foient parallèles à aucune 
Alymptote, toutes les Séries defcendantes qui donnent la 
valeur d'y en x, c’eft-à-dire, toutes celles qui peuvent ex- 
primer l’ordonnée d’une Branche infinie de la Courbe : 


commencent par trois termes tels que Ax-+ B-+ Cr * cr. 
[où 4 & B peuvent étre zéro ]. Elles repréfen- 
tént donc des Branches hyperboliques [$ 131], & la 
Courbe n’en a point d’autres. 

En eflét, puilque chaque Afÿmptote droite a deux 
Branches hyperboliques., & qu'une Courbe ne peut avoir 
plus de Branches infinies qu'il n’y a d'unités dans le double 
de l'expofänt de fon Ordre ; fi elle a autant d’Afymptotes 

RUE Auil ya d'unités dans cet expofant, toutes fs Bran- 
nes infinies feront hyperboliques. 


149: VI. Dans le même Cas, c’eft-à-dire, quand une 
Courbe algébrique a autant d'Afÿmptotes ‘droites qu’une 
Courbe de fon Ordre en peut avoir : toute Droite qui 
coupe toutes ces Afymptotes, & qui rencontre la Courbe 
€n autant de points, eft coupée de façon que la fomme 
des parties interceptées entre la Courbe & les Afymptotes 


Tarrod, à ? Analyfe des Lignes Courbes. Xx cft 
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— 


ais, ÿ : : 
ait égale à la fomme des parties interceptées entre les Cv 


Afymptotes & la Courbe [$. 65 ] *. 


Car fi l'on prend cette Droite & fs parallèles pour les 
ordonnées ; puifqu'elle coupe la Courbe en autant de 
points qu'il y a d'Afymptotes; c’eft-à-dire, en autant de 
points qu'il y a d'unités dans l'expofant de l'Ordre de la 
Courbe, l'équation fra telle que le plus haut expofänt dy 
fera égal à l'expofant de l'Ordre. Soit v cet expofant , 


ÿ+Cax 2) y" les deux RSuiers termes de l’équa- 
tion, &y—A'x+ B'+Cx  Êr. y—A'x+ BE 
C'x À Ge y= d'a BH C"x dre. dre. les Séries 
defcendantes, qui donnent y en x, tirées de cette équa- 
tion. Ainf pente BE C'ÈTRS Éc.=Oo , y —A'x 
Day Yaipe de êc —0, y A" pM= ce" de 
—0 font les racines de l’éq: ÿ +Cax +D)y" “ét, 
& cette équation n’eft autre chofe que le produit de ces 
racines, dont le nombre eft fuppofé ». Le prémier terme 


de ce produit eft ÿ5 & IoMEconR cft — (Aix B'+H x 
ge + A'x+B'E C'x dr H Ar B"+ Chi 
Ge) —=— (CAR A! A" de) CB KB 
He B de) CCR CHOC" Gex ST", le- 
quel comparé avec (ax) y”, auquel il doit être 
égal, donne A'rk 4"+ 4" Gt 4, B'+ B°# B" ê6 
—_h, C'HC'HC" Sr —0o, & tout le refte pareïlle- 
ment égal à zéro. De même, fi on multiplie les unes 


par les autres toutes les équations des Afymptotes droi- 
À tes 


* NEWTON, Enwm. lin. tert. Ord. AT. 2. STIBLING , Lin. tert.Ord. 
Newt. Prop. X. Cor. 4. dE 
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CHVIIL. tes y—— 4x — B—0o, J— A'x—B'—0, — A5 PL XV. 
LS.149. __ Rp" _— o, ©. ce produit exprimera le Syftême de tou- 
ts ces Droites. Or ce produit a pour fon prémier ter- 


me ÿ”, & pour le fecond —(A' x BE AxE pre 
A°x+ BB" Gc)y" 7 , ou —((A'+A'+ A'é)z 


+ (BBC DT ep) y 
L’équation qui repréfente le Syllême des Afymptotes a 
donc les deux mêmes prémiers termes que l'équation de 
la Combe. Donc [&. 65 ] une ordonnée qui coupe tou- 
tes les Afÿmptotes & la Courbe en autant de points qu'il 
ÿ a d'unités dans l’expofant de fon ordre , eft coupée de 
façon que la fomme des parties interceptées entre la Cour- 
be & les Afÿmptotes, cft égale à la fomme des parties in- 
terceptées entre les. Afÿymptotes &-la Courbe. 


150. VIT. Le nombre des points, où une Courbe al- 
gébrique peut-rencontrer fon Afÿmptote droite , eft infé- 
rieur, au moins, de deux unités à lexpofant de l'Ordre 
de cette Courbe *, 

Car en prenant les ordonnées parallèles à une Afymp- 
tote , elle fera défignée par une déterminatrice paralléle à 
l Bande fans y [ 8, 137]. Aiof , dans cette équation or- 
donnée Par y, il manque au moins le prémier terme, ce- 
lui où 3 Auroit un ‘expofant égal à lexpofant de l'Ordre 
de la Cour be: Par conféquent, aucune ordonnée | paral- 
lèle à PAfÿmptote ] ne peut rencontrer la Courbe en au- 
tant de points qu'il Y a d'unités dans l’expofant de fon 
Ordre [ $. 41 ]- Mais’en particulier , POrdonnée-afympto- 
te la rencontre, au moins , une fois de moins. Car le 
nombre de points où une ordonnée rencontre une Cour- 
be eft égal au nombre des racines réelles de l'égalité qui 

Xx 2 réfulte 


# STIRLING ; Prop. I V. 
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réfulte quand à x on füubflituë la valeur de l’abfciffe de cs.vinr. 
cette ordonnée. Mais l’abfcifle de l'Ordonnée- afymptote $ 15e: 
fe détermine en égalant à zéro la bande entiére fur laquel- 
le eft appliquée la déterminatrice qui marque cette Afÿm- 
ptote [$. 139 }. Donc cette valeur fubftituée à x fait 
difparoitre cette bande, & fait évanouir le terme , qui eft 
le prémier de l'équation ordonnée par y. Aïnfi dans l’'E- 
galité, dont les racines déterminent les points où l’Afym- 
ptote rencontre la Courbe , l’expofant de la plus haute 
puiflance d’y eft inférieur à l’expofant de l'Ordre de la 
Courbe, de deux unités, au moins. Le nombre de fes 
racines , & par conféquent le nombre des points où la 
Courbe peut rencontrer l’Afymptote, eft inférieur de deux 
unités ,au moins, à l’expofant de l'Ordre de cette Couibe. 


Soit, par ex. 2° (ax + 4) one + (cx° + dx+e)y" ? 
&i—0, l'équation d'une Courbe de lordiew. Si élle a 
quelque Afymptote parallèle aux ordonnées y, il fut que 


V . . . ’ ‘ , 
le terme /y , au moins, difparoiffe , / étant égale à zéro, 
& l'abfcifle x dont l’ordonnée eft Afymprote, fe détermi- 


nera par l’éq: #x+4—0o,; ou x—— À. On aura 


les ordonnées de cette abfcifle, en fubftituant, dans lé. 


quation de la Courbe, LE au lieu d’x, ce qui fera 


: évanouir le terme Cax»H8)y° 7, qui par l'ablence du 
terme /y” eft devenu le prémier; & par l’évanouifflément 
chb— 2dba + ena 


de ce terme, 7 


y? T2 fe trouve le pré- 


. “ b e. 
mier, Donc, pour cette abfcifle —— , l'équation ne fe- 


ra que du dégré u——2. Elle ne peut donc avoir plus 
de 
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CHVTIL. de v— 2 racines; la Courbe ne peut couper fon Afÿm- PL. XV. 
$. 150 btote en plus de v— 2 points. è 

s Ainfi une Courbe du fecond Ordre ne Peut pas ren- 

contrer fon Afymptote. Une Courbe du troifiéme Ordre 

ne peut rencontrer fon Afymptote qu'en un Point: Une 

du quatriéme Ordre qu’en deux, & ainfñ de fuite. 


151. VIII. Une Courbe algébrique ne peut avoir plus 
d’Afymptotes droites parallèles à fes ordonnées qu'il ne 
manque de termes initiaux à fon équation ordonnée par ÿ. 

Car s'il ne manque à l’éq: Zy° #4 Cax +8) y ga 


Ccx°Ldx+e) > ? ge=0o » que le premier terme y”; 
la déterminatrice parallèle à la Bande {ans ÿ, qui indique 
[$ 130 ] les abfaiffes des Ordonnées - afymptotes , traver= 


fant la bande y” ", donnera Éq: 4ax+ ho, qui na 
qu’une feule racine. 11 nya donc, en ce cas, qu'une 
feule Afymptote parallèle aux ordonnées. Mais s’il man- 
que à l'équation de la Courbe {és deux Préniiers termes, 


1H Çax +5) ÿ°——, la déterminatrice traverfera la ban 


Ve 2 ! , 
de y » & donnera l’éq: cx° 4 dy 3 e— 0 , qui ne 
peut avoir que deux racines , & ne peut indiquer que 


eux, Ordonnées - afymptotes. S'il manque à l'équation 
de la Courbe fes trois préiniers termes , la déterminatrice 


traverfera la bande YU, & donnera une équation du 
troifiéme dégré qui ne peut avoir que trois racines , qui 
font trois abicifles d'Ordonnées- afymptotes. On voit que 
ce ratlonnement s’applique de la même maniére à quelque 
nombre qu’il manque de termes initiaux. 

Mais il arrivera fouvent que le nombre des Afvympto- 
tes-ordonnées fera moindre que le nombre des termes ini- 
taux qui manquent à l'équation. 1°, À caufe des coëffi- 

ii X 3 cients 
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cients #,c, &. qui peuvent manquer, ce qui déprime les Cuvtit 
les équations 4x +b— 0, cxxrHdxhe —0, & les ré- S-151 
duit à des dégrés inférieurs. Si, par ex. /, #, #, & c font 


zéros , la déterminatrice , traverfant la bande #7, pour- 
roit donner une équation du fecond dégré: mais à caufe 
de co, cette équation f réduit à une du prémier 4x 
He—0o, qui n'indique qu’une feule Afymptote-ordon- 
née. 2°. à caufe des racines imaginaires qui ne donnent 
que des Afÿmptotes imaginaires. 3°. à caufe des racines 
égales, qui ne marquent chacune qu’une feule Afymptote, 
.quoïqu’elles tiennent lieu de plufieurs racines. 


152. IX. Une Courbe algébrique ne peut avoir autant 
d'Afymptotes droites parallèles qu'il y a d'unités dans l’ex- 
pofant de fon Ordre *. 

Car prenant les ordonnées y parallèles à ces Afÿmpto- 
tes , il manquera [ $. préc. ] autant de termes initiaux à 
l'équation ordonnée par y qu'il y a d’Afÿmptotes parallè- 
les aux ordonnées. S'il y avoit autant de ces Afÿymptotes 
que -d’unités dans lexpolant v de l’ordre de la Courbe , 
il manqueroit à cette équation fes w prémiers termes, Mais 
le nombre de tous fes termes ft ur. Ilne lui refte- 
roit donc que le dernier terme, qui ne renferme plus d'y, 
L'équation n’auroit de variables que x , & ne repré- 
fenteroit pas une Courbe, mais quelques Droites parallè- 
Les [ $. 40. IL. 3 |. 

L’équation devant repréfènter une Courbe , elle aura 


au moins deux termes, comme (ax Top gx7"2...k 0)y 


+ Cax? 4 ux7 I :…..Kp)—0:. Alors les abfcifiés Ée 


- . v 
Ordonnées - afymptotes font les racines de l'ég: #* 


+ BxT2 


* STIRLING, Ibid. Cor. $ & 6. 


Cx.VIIT, 
LS 1 52+ 
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x ,,..k — 0, que donne la déterminatrice qui 
traverfe la bande y. Ces racines font au nombre de V— I, 
& peuvent, fi elles font toutes réélles , défigner y —1 
Ordonnées - afymptotes, c’eft-à-dire , une de moins que le 
noïbre des unités de l’expofant v dé l'Ordre de la Courbe, 

Aïnfi une Courbe du fécond Ordre ne peut avoir d’A- 
fymptotes parallèles : car C’eft n'en avoir point que de n’en 
avoir qu’une. , Une Courbe du troifiéme Ordre ne peut 
avoir que deux Afymptotes parallèles : Une du quatriémie 
Ordre que trois, &c. 


153. X. Quand une Courbe a autant d’Afÿmptotes 
droites parallèles, qu’il y a d'unités dans l’expofant de {on 
ordre , moins une , elle ne peut les couper. 


Car dans fon éq: (CELA TO) Max? 


Hux/Tl....Hp})—=o, jy ne monte qu’au prémier dé- 
gré. Ainfi aucune ordonnée ne peut coüper la Courbe 
en plus d'un point [41]. Et quand cette ordonnée 
cft une Afÿmptote , la valeur d'y, qui eft 


ee. 1x Mux +... +p 


=== L U—2 
x 


z devient infinie , fon déno- 
ax .... 

Dinateur étant zéro, puifqu’on fuppofe x égale à une des 

racines" de Péq: æx0 1 y Bx0—2.  H/—0. LA- 


fymprote DE rencontre donc la Courbe qu’à l'infini, c’eft- 
à-dire > Jamais, 


CHAPI- 


PL. XV. 


DIVISIONS GENERALES DES LIGNES 


CH ASPAEL R EN IX 


Divifions générales des Lignes des cinq 
prémiers Ordres. 


154. qe Propofitions établies dans le Chap. précé- S 154 
dent fervent de Régles pour former les Divi- 

fions des Lignes courbes de chaque Ordre. Leur fonde- 
ment naturel eft le nombre , l’efpèce & la poñition des 
Branches infinies de ces Courbes. 

Pour commencer par le fecond Ordre, puifque le pré- 
mier ne renfèrme que la Ligne Droite [. 40 ], fon équa- 
tion générale eft # + by #K cx #K dyy Hexy Kfxx—= o [ 4. 
32 ]. Placée für le Triangle analytique ; fon plus haut 
Rang , qui décide de la derniére direétion de fes Branches 
infinies | $. 136], égalé à zéro, donne l’éq : dyy +exy 
-Hfxx=—o. Puifqu’elle eft du fecond dégré, elle peut 
avoir ou deux racines imaginaires ;, ou deux racines réel- 
les inégales | ou une feule racine double. Ce qui fait 


trois Cas. 

Cas I. Le prémier eft celui où les deux racines font 
imaginaires, & il a lieu quand e eft plus petit que 2ÿ 4f. 
Alors il n'y a point de Branches infinies [. 136]. 

On rendra plus fimple l'équation de la Courbe, 1°.en 
faifant difparoître la bande y, qui eft le fcond terme de 
cette équation ordonnée par y, AN DEN) fre 
HKcxks—©o. On fuppofera donc y=r— +, 


& on aura 4dduu (4adf—ce) 2x 4 Cacd— be) x 
4.4 À 
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CuIX. 441 bb—0o: 2°.en faifant évanouir le fecond terme PL. XV: 
$15# de cette transformée ordonnée par x, en füppoñant x — 
2cd — be : NH 4df ee 
=, se change l'équation en 
Z 4 df— ce? ce qui 8e 1€q 5 add 7 
a Cadf— ce) a — dec Kebr— fbb 
4ddf—dece 
que trois termes. 


Puifque # << 2/4f le coëficient 


—0 , qui na plus 


du terme 


4df— ce 
444 


2% ct néceffairement pofñtif. Si le troifiéme terme 
(af — 0e) à — dec ni ebc —fhb 
Aaddf—dee 


c’eft-à-dire, fi 4> ou — 


eft auf pofitif ou zéro, 


dcc—ebcHfbb 
df — ee 
eft imaginaire , puifquil n'eft pas poñible que deux ou 
trois termes pofñitifs foient égaux enfemble à zéro. 
Mais fi ce troifiéme terme eft négatif, la Courbe re- 
4df—ce 


, la Courbe 


préfentée par l’équat: #24 


déc —cbc+fbb—( af — ee) à ATIERSe / 
M eft Ovale que les Géo- 


métres apelleot E/%pf. L'Ellipfe devient un Crre, lorf. 
due les coordonnées z & % font perpendiculaires l’une à 
l'autre , & que 4df—ce—4dd; ce qui réduit l’équa- 
tion à Æ 77 — dec — ebc sk fbb + 4add : 
4d 

Cas IT. Lorfque e ef plus grand que 2yadf, l'éq: 
dyy + exÿ Kfxx— 0 à deux racines réelles inégalés, que 
nous fuppolerons ÿ— 4x=0, &Rÿ— 4x0 Elles 
indiquent deux derniéres direétions pour les Branches in- 
finies de la Courbe. En fübftituant AXE 4 à y dans 
l'équation propofée , on la transforme en une autre à 

ditrod, à l Analyfe des Lignes Courbes, Yy qui 
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. qui manque néceffairement le terme xx [ $. 107 ]. La cn 
déterminatrice pafléra donc par les Cafes #x & x, fi 9254 


(o) 
* _* 
e e © 


celle-ci fe trouve pleine , & donnera une équation telle 
que #—B. Il faut donc fübfituer B+7 à #, & on 
aura une feconde transformée, où les Cales xx & x font 
furement vuides [ & 107]: mais celle de la Pointe ne 
fauroit l'être. Car , alors , cette transformée , n’ayant 


si 


TS EE 


>= 
ee 


em + — 


[e) 
* oO 
© © * 


point de termes für la Bande x feroit divifible par z. La 
prémiére transformée feroit donc divifible par «—B=7, 
& la propofée par y— A4x— B—u—B—7:. Ele 
feroit donc réduétible à deux équations de cette forme 
y—Ax—B—o, y— Ax— B'—o,.& repréfen- 
teroit deux Droites. Donc, fi elle exprime une Courbe, 
la Pointe renfermera un terme de la feconde transformée, 
Et la déterminatrice paflant par cette Cafe & par la Cafe 
1x, donnera 1 —Cx". Ainfi la Série eft réguliére, & 
{es trois prémiers termes Æx + BH Cx—* marquent deux 
Branches hyperboliques [. 131 ], dont l’Afymptote droi- 
te a pour équation v— 4x+ B. 

autre racine y — 4x —0o donnera pareillement une: 
Série, dont les trois prémiers termes 4’x»k B° +Cx 
marquent deux autres Branches hyperboliques , dont l'A- 
fymptote droite s’exprime par l’'éq: = 4%x+ 8: 

Ainfi la Courbe a deux Afÿmptotes droites & quatre: 
Branches hyperboliques qui sétendent dans les angles 
afymptotiques oppolés. 
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Cxix. Que file terme x manquoit dans la prémigre’ trans- PL. xv. 
$: 154. formée , la déterminatrice | qui part de la Cafe #%*, au 
lieu de porter für la Cafe x, auroit paflé par la Pointe , 
& auroit donné , pour le fecond terme de la Série, 7 — 
Bx—". Dans une des Séries y — Ax 4 B+Cx =" @e. 
J— x B'HC'x dc, ou même dans toutes les 
deux, le fécond terme B, ou B’, auroit manqué : ce 
qui marqueroit que l’une des Afÿmptotes droites, ou tou- 
tes les deux, paflent par l'Origine; fans indiquer d’ailleurs 
aucun autre changement. 

On peut exécuter, tout d’un coup, les deux transfor- 
mations indiquées ci-deffus, en portant l'Origine au point 
où les deux Afÿmptotes fe croïfent, & prenant les abfcif- 
fes fur l’une & les ordonnées für l’autre, Cette transfor- 
mation vuidera les Cafes yy, xx, y & x, de forte que 
l'équation réduite au terme 74 & au terme conftant, aura 


cette forme P#2—Q—0o, où a, fous laquelle 


on reconnoit l'Hyperbole fimple | $. 118]. Voici tout le 
Calcul. 

En fübfituant [ 6. 24 ] 749% Hire à x, & nkq% 
54 à y, dans l'équation générale. 4 +4 by #4 cx He dyy + 
Exy + fxx—0o, on la transformera en celle-ci 


Cdssers-frr)reu +-(2dq5+egrteps+-2fpr Juz 4-(dagt-epqt-fpp)zz 
EEert-adns-enrt ons fr ju +(bg-cp+-2dnat-enp+emat2finp)z 
(a+ bn cm + dun + emn + fm ) 


——— 


On déterminera la raifon de > à 5, par l'éq : drr 
ers 4 frr 0, ce qui fait difparoitre le terme un, & don- 
ne aux ordonnées une pofition parallèle à une des Afÿmp- 
totes. On déterminera la raïfon de p à 4 par l'éq : dy + 
pg Hfphp—0: ce qui fait difparoitre le terme zz, & 

Yy 2 donne 
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donne aux abfcifles une pofition parallèle à uñe Afympto- cs.1x. 
te. Mais il faut prendre garde qu’on ne fafle pas les abf= +154 
ciffés parallèles aux ordonnées, [ ce qui feroit abfurde |, 
en faifant les unes & les autres parallèles à la même Afymp- 
tote, c’eft-à-dire, en faifant la raïfon p:4 égale à la rai- 
fon r:5. L'ég: dis + eri+ frr 0 , où dyg sk epq + 
frp= 0; ayant deux racines inégales [ puifque dÿy>kexy 
fxx=—0; quia, par fuppofition, deux racines inégales , 
fe change en dis Herskfrr—=0 , fi l'on écrit s. pour 
y & r pour x, & en dygrkepqg#+fhp—©0 , en mettant 4 
pour y & p pour x]; on déterminera [a raifon 7:5 par 
Pune de fes racines, & la raifon p:7 par l'autre, en pre- 
— + y (ee —4df) & 1 

5°" <— , 1 

2 4 L 


£ 
DA EE = 
LA 


—c—v(ee— 4df) 


ur ; Où réciproquement. Enfüite on dé. 


terminera # & # par ces deux éq: bs+crxk 2dns 4 enr 
hens+korfm=o, & bycp+ 2dng # enp 4 emp 
2fmq—=©0 » qui font évanouir les termes  & 3, & por- 
tent l’Origine fur les deux Afymptotes, c’eft-à-dire , fur le 
Point où elles f croifent, lequel eft um Centre général 


[8 76]. Ces équations donnent #— —— Dé za & 


ce —4df? 
— cexkobf 


n=—;# .… Et l'équation de la Courbe f réduit 
ce — sd 


à C2dgs +eps + egr + ofpr)uz 4(a+bnkicm+dnn% 
emnkfmm)=© , Où [ mettant pour #,7,4,p,m &n, 
leurs valeurs ] à —44(e—4df)uzka(ce—adfY 
Cd —ceb hf bb) (ee —4df)=0 , foit #2 —= 
a(ce— 4 df) + dec — ebc RER Fa et à l'Æpperbole 


. - 4d 
ordinaire [$. 118 ].. 


Cas IE 


DU SECOND ORDRE. 357 


Curx Cas III. Enfin lorfque 6—2y4f, l'éq : dyyxkexy + PL XV. 
S. 154. 


fix—0o n'a qu'une fule racine, mais double, y+ xy£ 
€ 


—0o, qui indique une feule derniére direétion peur les 
Branches infinies de la Courbe [ $. 136]. Qu'on fübñi- 


tUË —x y Î +4 # à y dans la propofée, & elle fra trans- 


formée en une équation , où il manquera les termes x 
& xp [$&io7]. 
O 
o € 
* © e 


S'il manquoit auf le terme x, la transformée n’auroit 
aucun terme où parût la lettre x, & elle f réduiroit à 
une équation telle que a+ B#+y—o qui peut avoir, 
ou deux racines imaginaires , ou deux racines réelles fim- 
ples ; ou. une feule racine réelle double. Si les. deux raci 


nes # , # {ont imaginaires, ÿ[ ——x y D +4 ou +] 


eft auffi imaginaire,  & l'équation n’exprime que des Li- 
gnes imaginaires. Si #, #° font réelles & inégales', la pro- 


pofée fe réduit à ces deux équations fimples y Kx4 L 
(S 


HO, HV 0. Ainf elle exprime deux: 
Droites’ parallèles E$. 40]. Si # &w font égales... lé 
quation propofée eft le quarré de y+xy Tu —0 
&:ne défigne qu'une. feule Droite [$. 40 ]. 


Mais. fi dans la transformée le terme x ne manque: 
pas». on verra , en la mettant für le Triangle analytique , 
: , Yy. 3 que- 
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pxv. que la déterminatrice paflèra par les Cafes ## & x, & Cu.Ix: 
qu’elle donnera une équation telle que #«—==# Bx. On $: 154 
aura donc la valeur dy en x‘par deux Séries defcendantes 


—xV £ +yBx Êe —xV —Bx dr. qui indiquent 


deux Branches paraboliques , de part & d'autre de l’Axe 
des ablüifles, & du côté pofitif ou négatif , felon que B 
eft une grandeur pofitive ou négative [$. 133 ]. 

Si dans l'équation transformée générale du Cas préced. 
on fait dyg Kepqgrkfpp=—9©; ce qui fait difparoitre le 
terme 22, & rend les abfciffès parallèles à la derniére di- 


reétion des Branches infinies | $. 135], on aura = ee 
Car e—2ydf, ou FETE , transforme l’éq: dy +epg 


cépp. + 
Kfpp —0, en dy + pq 0» foit ddyg + dep 


+3 cpp—0o, dont la racine quarrée 47H26 —0 don- 
On- verra difparoitre en même tems le 


terme zz, dont le coëfficient 2495 #K cgr<+ 6ps 2fpr fe 
réduit à — 2465 — cer H- 2des + 4dfr, Ceft-à-dire, à rien, 
ee étant égal à 44f. Qu'on porte maintenant l’Origine 
fur la Courbe, en donnant à #7 & # des valeurs qui faf 
fent difparoitre le terme conftant akbn + cm + nn+ 
emnHf mm : ce qui peut: fe faire en une-infinité de ma- 
niéres: car on trouve PR gr A CL 2 RAREEURS m), 


de forte que prenant pour # une valeur ‘quelconque plus 
qaad—bb 
2he— acd 
re, 2 fera déterminée. Qu'on détermine enfuite la raifon 
de s à 7 par l'éq: 85 cr 24ns enr HKems L2fmr—0, 

qui 


grande que , afin que # ne foit pas imaginai= 


ps 2 
TT Re es — 


mme cit = 


DU TROISIEME ORDRE. 359 


Se qui fit difaroire le terme # & donne E ——— 


chem+2fm 
7 b+emkidn 
mes #x & 2, & fous cette forme ( dss +k esr +- fr) nu vu 
Cbg+ cp 2dnq + enp K emg Hofmp)1—0 , qui [en 
mettant 44f pour #6, —e pour g, 24 pour p, —c 
—en—2fm" pour 5, & b+ em 24» pour r, |] fe ré- 
duit à (déc — chi f bb) uu—(be—2cd)7— 0, foit 
dirt ù P it la Parabol 
Mise Pb CAES > OÙ 1Oon reéconnoit la ArA00IC 
fimple [. 123 ]. 
Et ce font là toutes les Lignes du fecond Ordre, 


Alors l'équation eft réduite aux ter- 


155. L'EquaTion générale des Lignes du troifiéme 
Ordre eft 4 +4 by + cx + dyy + exp + fnx + g y + bxyy + 
#xxy + /x —=o, dont le troifiéme & plus haut rarg égalé 
à zéro donne l'équation cubique gy° # Dxyy + iexy + x 
—O, qui a au moins une racine réelle *, 


Cas L Soit cette racine ÿ—4x—0o , & füppofons 
d’abord que les deux autres font imaginaires. Alors les 
Branches infinies de la Courbe n’ont qu'une feule dernié- 


re dircétion parallèle à la Droite que reprélente l'équation 
J— 1% [135]. Et fi l'on fubfitué Axoky à s; 
dans là propofée | où aura une transformée à laquelle il 
manquera le terme x? [$ 107 ]. 

1: S'il ne lui manque pas le terme x°, la déterminatri. 
ce pañfant par les Cafes #x° & x°, donnera une équation 
telle que #— B. L’expofant d'x n'étant pas négatif dans 
ce terme #,. il faut fubfttuer B+7à x, & on aura une: 


{econde: 


* Voyez NEwTON, Enumer, linear. tert. Ordinis. STIRLING > 
Lineæ tert. Ord. Newton. Nicocs, Mem. de L Ac. 1729. p. 198. 
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ex. feconde transformée à qui manquent les termes x' & x. cx1x: 
i ÿ 155: 
(o 


* * 
®e © e 
®e © © © 


Dans cette transformée, où le terme x fubffte, ou il man- 
que. ‘Sil fubffte , la déterminatrice\ pafle par les Cafes 
rx & x, & donne :—Cx=". S'il manque, la déter- 
minatrice pafle par la Cafe zx° & par la Pointe, & donne 
42—DxT"*, Dans lun & l'autre Cas, la Série eft régu- 


o o 

RO SE x o 
© * 9 --06. :0O 
@ © (s 6 © © * 


liére. L'un & l’autre indique une Afÿmptote droite dont 


l'équation eft u— 4x+B. Mais les Branches hyperbo- 
liques de la Courbe qui donne la Série y= 4x+8B # 
Cx—" dx. fe jettent dans les Angles afymptotiques op- 
pofés (!). Et celles de la Courbe qui fournit la Série 
y—/Ax#kB+Dx. * . s'étendent d'un même côté 
de l’Afymptote, mais.de part & d’autre de l’Axe des or- 

données (°). ee 
On ne peut pas fuppofér, un-troifiéme Cas , où la 
Pointe 


(?) Dans lEsumération qu'a 
donnée Mr. NEWTON des Lignes 
du 3°. Ordre, il défigne celles - 
c1 par le nom d’Æyperboles défec- 
tives fans diamétre. Yes détail- 
le au N°. ç, & en compte fix ef 


péces. « La diftinétion de ces efpé-. 


ces eft fondée fur d’autres pro- 
prietés que celles des Branches 
infinies. 

(=) Ce font les Hyperboles dé- 
feëlives avec diamitre , dont Mr. 
En compte fept efpéces au 
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Cx.1x. Pointe refteroit vuide ; car l'équation n’auroit aucun ter- 
$.15$ me fur la Bande fans y, ou fansz, & feroit par conféquent 
divifble par 4= 4 — B Nr B. Elle n'expri- 
meroit donc pas une Courbe du troifiéme Ordre, mais 
une Courbe du fecond Ordre avec une Droite dont léqua- 
tion feroit y—Ax—B=o, ou peut-être même laflem- 
blage de: trois Droites. 
2. Si le terme x° manque dans la prémiére transfor- 
mée, il n’en réfüulte point de nouvelles Courbes. Seule- 
ment dans les deux précédentes Séries, le terme z, ou B, 
cft zéro; parce que l’Origine eft fur l’Afymptote repréfen- 
tée, dans ce Cas, par l’'éq: v— 4x. 
Cas II. Si les trois racines de l’éq : gy*#+ hxy*+ 2x y 
/x° — o font réelles & inégales, on féra fur chacune de ces 
racines le même Calcul qu’on vient de faire für la racine uni- 
que du Cas précéd. On conclura donc que la Courbe a trois 
Afymptotes droites accompagnées chacune de deux Bran- 
ches hyperboliques, qui s'étendent, avec des dire&tions op- 
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pofées, ou d'un même côté de l’'Afymptote droite, ou des 
deux côtés de cette Afÿmptote. Ce qui fait trois différens 
Genres de Courbes, Car ou chaque Afymptote a fes Branches 
de Courbe de part & d’autre (©) : ou deux Afÿmptotes les 
ont: de part & d'autre , la troifiéme les ayant. d'une même 
part (*): ou chaque Afymptote a fes Branches de Cour- 
be d'un même côté (‘). A quoi l’on peut ajoûter, fi 


Tarrod, à l'Analyfe des Lignes Courbes. Z1 lon 


(5) Mr. Newron les nomme 


Hyperboles redondantes fans dia 


métre, & il en CORRE neuf cfpe- 
ces qu'il détaille au N°. 1. 

(+) Ce font les Hyperboles re- 
dondantes avec un diamètre, dont 


Mr. NEwWTON compte douze efpe- * 


ces au N°, 2. Mais Mr. STiR- 
LING a fait voir qu’il en faut a- 


joûter deux, & que ce Genre a 
quatorze elpéces. 


(5) Mr. NEWrox-les apelle 
Tlyperboles redondantes avec trois 
diamétres, & il n’en compte que 
deux efpèces au N°. 3. Mais Mr. 
STIRLING a fait voir. quil y en 
4 quatre efpéces. 
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P.XV. l’on en veut faire un quatriéme Genre , les Courbes dont cx.1x. 
les trois Afymptotes fe croifent en un ful point (°). S:15$e 

Il femble que, cette énumération foit imparfaite, & que 
nous ayons oublié le Genre, où des trois Afymptotes l'u- 
ne a fes Branches de Courbe de part & d’autre , les deux 
autres les ayant d’une même part. Mais ce Cas cft im- 

Fg.110. poflble. Car fi on établit que l’Afÿmptote AB à fes 
deux Branches D, E de part & d'autre, tandis que les 
Alymptotes BC, CA ont leurs Branches F,G, &H nl 
d’un même côté; on verra que, pour lier ces fix Branches 
deux à deux, comme elles doivent l'être afin que le cours 
de la Courbe foit continu [. 19 |, il faudra , quelque 
combinaifon qu’on fafle , qu’une Afymptote foit coupée 
deux fois par la Courbe; ce qui eft impoñfible [&. 150]. 
Le Calcul démontre auffi l’impofhbilité de ce Genre. 

Car foient y— 4x—0 ,y—Ax—0, y— A» 
—6 , les trois racines de l’équation faite en égalant à zé- 
ro le plus haut Rang; & foient y—4x—B—Cx—1: 
— Dr Oi=o , y—Ax—B—Cx— Dx ge 
ee y— A'x— B"— C'x— 1 Ie —2 dc Le 
les trois Séries que donnent ces trois racines. Celles où 
le terme x" fèra zéro défignent les Branches hyperbo- 
liques qui s’étendent d'un même côté de l'Afÿmptote : & 
celles où ce terme fübfifte marquent les Branches hyper- 
boliques qui fe jettent de part & d’autre de leur Afÿmp- 
tote [ $. 128 |. Or en comparant le produit 
D'-(ARA+ AE AA AA A A" )x y- AAA" —0: 
—( B+4B'4B") y° &c de 

—(OHCHC") xp 
dc 


de 


(7) Ce Genre contient les croient em un point. Newrow,. 
neuf. éfpèces d'Hyperboles redon- N°. 4. : 
dantes dont les trois Afÿmptotes fe 


fl'1. 
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| Cn.IX. de ces trois Séries avec l'équation propofée PL. XVe 
$ 155: £ y + bxy  éx y x = 0, on trouvera C+C'4C"—0; 
KP ex fe 
de 
ce qui montre que fi deux des trois grandeurs €, C’, €”; 
font zéro, la troifiéme eft auffi néceflairement zéro. Donc 
fi des trois Afÿmptotes il y en a deux qui ont leurs Bran- 
ches infinies d’une même part , la troifiéme a auf fes 
Branches d’un même côté. 


Cas III. Si l'équation du plus haut Rang de la pro- 
pofée a deux de fes racines égales entr’elles ; c’eft-à-dire, 
fi elle a une racine double y 4x—0o & une racine 
fimple ÿ— 4x 0 : chacune de ces racines donnera une 
Série. Celle de la racine fimple défigne , comme dans le 
Cas 1, une Afÿmptote droite , & deux Branches hyper- 
boliques qui tombent ou d’un même côté de l’Afymptote, 
ou de part & d’autre. Pour avoir la Série de la racine 
double, on fübftituera dans l'équation propolée AxH2 
à y, & on aura une transformée à laquelle il manquera les 
uermes x? & #x° [6. 107]. 


I. Si le terme x° ne manque pas, la déterminærice 
Paflèra par les Cales #°x & x*, & donnera une équation 


O 
© * 
* © © 
. ee. 
telle que #24 Bx, & dès lorsla Série eft réguliére , 
cette équation n'ayant point de racines multiples, Ses 
deux prémiers termes Æx=+yBx marquent [$. 133} 
deux Branches paraboliques , qui, combinées avec les 
deux fortes de Branches hyperboliques que peut indiquer 
Lr 2 la 
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l racine fimple, font deux Genres de Courbes (7) (*). cu1x. 


IL. Si le terme x° manque , la déterminatrice traverfe D 52 


la Bande x & donne une équation de cette forme awx* 


© 

Oo O 

X *X * 
@ 6 © ©@ 


+Bnx+y—o,où an +Bw+y—o, qui, étant du 
fecond dégré, peut avoir deux racines imaginaires ,\ ou 
deux racines réelles fimples , ou une feule racine réelle 


double. 


1. Si ces deux racines font imaginaires, les Séries. 
qu’elles devroient donner font imaginaires : & la Courbe 
n’a de Branches infinies que celles qui font indiquées par 
la racine fimple y— 4x = 0 : en quoi ce genre reflem. 
ble affez à celui du premier Cas (°). 


2. Si.les deux racines de lég: an°+ Bu+y—=o 
font réelles & inégales »—B—=o,w#— B'—0o; qu'on 
fubftitue BH 7, ou B'#7 à #, & on aura une feconde 
transformée à qui il manquera de plus qu'à la prémiére le 
terme x. Sa déterminatrice paflant par la Pointe & par 
la Cafe zx, donnera 2— Cx —', & la Série eft dès lors 


réguliére. Ses prémiers termes Ax+B+Cx—:, ou 
Ax+B'+0C'x ">; marquent des Branches hyperboli- 
ques , 


(7) Le prémier eft celui des 
Hyperboles paraboliques fans dia- 
mêtre dont Mr, NEWTON détaille 
fept efpéces au N°. 7. 

(*) Le fecond eft celui des 
Hyperboles paraboliques avec dix- 
mére, dont Mr. NEWTON-comp- 


te quatre efpèces au N°. 8., Mais 
il y en a réellement /fx efpéces. 

(°) Ce font les Hyperbolifines 
de T'Ellipfe , dont il y a trois efpe- 
ces énumerées par Mr, NEWTON 
au N°. 10. 


DU TROISIEME ORDRE. 


36$ 
leu.rx. ques, qui, avec des direétions oppofées , {& jettent de p1.xv. 
Si$s. part & d'autre de leur Afÿmptote droite repréfentée par 


e) 
Oo Oo. 
® * o 
6e © © * 


Pég: v—Ax+8B , où v—/41x#H4B Ainf la racine 
double y— Æx—o marque, dans ce Cas, quatre Bran- 
ches hyperboliques autour de deux Afymptotes droites pa- 
rallèles , auxquelles il !faut joindre la troifiéme Afymptote 
accompagnée de deux Branches infinies que défigne la ra- 
cine fimple y— 4°x—0o ('°y: ! 

On ne peut pas füppofer ick, que la Pointe refte vui- 
de : car Ja féconde transformée n’auroit aucun terme fur 
la Bande fans », ou plutot fans z: elle feroit donc divifi- 
ble par, & la propofée par y—Ax——B[—#— B 
— j: Elle ne repréfenteroit donc qu’une Droite & une 
Courbe du fecond Ordre, où même trois Droites [$.21]. 


3. Enfin, fi l'ég: an*+Bu+ty—o na qu’une raci- 
ne double #4—B, on fübftituera Bx4z à # dans la pré- 
miére transformée , & on_aura la feconde à laquelle man- 
Aueront les termes x & 7x fur la Bande x [$ ro7]. 
ae > Par la raifon qu’on vient d'alléguer , la Pointe ne 
SIA pas Vuide, La déterminatrice partant de la Cafe 7°x. 


* 
9 e 
Li 3 portera 


("°) Ce font les Hyperbolifines de l'Hyperbole, dont il y a quatre 
efpéces comptées au N°. 9. 
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portera donc fur la Pointe, & donnera l'ég::=<VCxT": 
& dès ce terme la Série y—=AxHB2ÆYCx " dc elt 
réguliére. Elle marque deux Branches hyperboliques qui 
avec une même derniére direétion fe jettent de part & 
d'autre de l’Afymptote droite repréfentée par l’éq : v = 4x 
+B. Et ces deux Branches avec les deux que donne la 
racine fimple y—4’x—o , font les quatre Branches 
hyperboliques de ce genre (**). 


Cas IV. Si l'équation , faite en égalant à zéro le plus 
haut Rang de la propofée, n’a qu’une feule racine triple 
— Ax— 0, fes Branches infinies n’ont qu'une feule 
derniére diredtion parallèle à la Droite que reprefente cette 
ég:y—Ax—0o. Et fubfituant, dans la propofée , 
Axbu à y, on aura une transformée à qui manquent, 
für le plus haut Rang , les termes x?, #x°, #°x [&. 107]. 


1, S'ilne lui manque pas le terme x°, la détermina- 
trice portera fur cette Cafe & fur la Cafe #°, & donnera 
#—Bx, & la Série eft réguliére. Ses prémiers termes 


O 
Oo * 
o ee 


* 000 


Ax+ Bx** marquent deux Branches paraboliques ; qui , 
{ous 


(:) Mr. NEwTON les appelle 
Hyperbolifimes de la Parabole, & 
il en détaille cinq efpéces au N°. 
11. Une de ces efpéces eft l’'Hy- 
perbole cubique. 

On auroit pù fubdivifer ces 
trois derniers Genres, chacun en 
deux, fuivant que l’Afymptote 


défignée par la racine fimple a 
fes Branches de Courbe de paït 
& d'autre , ou d'une même 
part, Mais puifque Mr: NEW« 
TON n’a pas trouvé à Propos de 
faire cette fubdivifion, on a cru 
devoir limiter dans une chofe 
aflez indifférente, 
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367 
fous des directions oppofées, {€ jettent d’un même côté 
de la Droite parallèle à leur derniére dire@ion, & qui eft 
. 4 4 12 
exprimée par léq: y—= 4x ('°). 
2. S'il manque à la transformée le terme *° , & non le 
terme #x, on aura deux déterminatrices fupérieures. L’u- 
ne, qui pafle par #° & sx, donnera y Bx La 


[e) 

oO © 

O *X %* 
* @ 0 © 


Série y— 4x Bx Ge indique deux Branches parabo- 
liques , qui tendent d’un même côté fous une diretion 
parallèle à la Droite repréfentée par l’éq: y— 4x. 
L'autre déterminatrice eft horizontale fi la Cafe x eft 
pleine, & donne #—B’. Subfituant donc B'+; à # = 
la feconde transformée n’aura aucun des termes x? SAX; 
ax, x" & x, & fa déterminatrice paffant par la Pointe 


© 

oO © 
O * oO 
* © © * 


à la Cafe 2x, donnera : — C’x—*, La Série = Ax 

BE Cx— dr, qui eft régulicre, indique deux Bran- 

ches hyperboliques, qui, avec une diredion oppolée fe: 

jettent de part & d’autre de leur Alÿymptote droite expri- 
mée par léq : D— Ax + B 

On: 

(7) Ce font les Paraboles di- L'une d'elles eft la. Parabole [ei 


vergentes, dont Mr. NEWTON mi-cubique.. 
sompte cinq elpéces au N°: 12. 
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On prouveroit, comme ci- deffus [ Car II. 2 ], que 
dans cette transformée la Pointe ne peut refter vuide. 
Et fi dans la prémiére transformée le terme x avoit Man- 
qué, cela ne donneroit point de nouvelles Courbes. Seu- 
Jement on auroit #—=0=— B'; l'équation de l’Afymptote 
droite feroit v— Ax, ce qui marqueroït qu’elle pafle :par 
l'Origine. Ainf les: Courbes.de ce Genre ont quatre Bran- 
ches infinies, deux hyperboliques & deux paraboliques, qui 
ont toutes quatre leur derniére direétion parallèle (*?). 


3. S'il manque enfin à la prémiére transformée le ter- 
me zx avec x°, elle n'aura qu'une déterminatrice fupé- 
rieure, qui, pañlant par les Cafes #° & x donnera # — 


(a) 


(o) 
* 
e 


O 
*x © 


Bx'”. Les deux prémiers termes Ax+Bx"? de la Série 
réguliére marquent deux Branches paraboliques, lefquel- 
les, fous des direétions oppofées , & parallèles à la Droi- 
te exprimée par l'éq: y— 4%, fe jettent de part & d’au- 
tre de cette Droite. 

Lorfque cette transformée eft la plus compliquée, elle 
eft +un +Burky+Sx—0. Qu'on fubfitué sy 
+Ly à &RryH+z kw à x: ce qui,change les' coordon- 
nées de -manicre que l’Axe des abfcifles, & non celui dés 
ordonnées , refte parallèle à fa prémiére pofition [&. 25]: 
l'équation & changera en celle-ci #y +C37+4) s9 
Cris mean +Bs+dr)y "kr Fan nt en) 

Z . 


(7 } Ce Genre ne renferme qu'une feule efpéce de Courbes que 
Mr, NewTon apelle Je Trident. N°. 13. 
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Hd\z— 0, où l'on peut faire 1°. 3»Hae—o y Ce qui CHiIX. 


Le) z 
donne 2=—54. 2. 3h 1 2ans+Bs+ dr— 0 ; 


2 n'H2an Lai 
d'où l’on tire = FÉES - x) ER 


3°. n° Han KB n +y+im—o , d'où rélüulte #7 — 
nan + y 24 —948+27y A 
2e Ne +) ; 


l'équation fera réduite à s'y Hdz—o, ouy! =) 


qui €ft à la Parabole cubique; elle eft par conféquent la 
feule Courbe de ce Genre [ ‘*]. 

On ne peut pas fuppofer, que dans la transformée 
Hat LBurky#kdx—o le terme dx manque : 
puifqu’elle froit réduite à une feule variable z, & divifi- 
ble en fes trois racines #— B—0, u—B'—0, u — 
B"—o. Donc la propofée f pourroit divifér en trois 


Équations y— Ax—B—0o, y— Ax—B'—0, ÿ — 


AX— B°— 0, & ne repréfentroit que trois Droites pa- 
rallèles. 

Aïnf toutes les Courbes du troifiéme Ordre fe rédui- 
fent aux quatorze Genres que nous venons d'indiquer. 


2.156 Ox s’y prendra de la même maniére pour faire 
l'énumération des Courbes du quatriéme Ordre *, L’équa- 
Hon générale des Lignes de cet Ordre étant mife für le 
Triangle analytique , le quatriéme & plus haut Rang don- 


ne UnC Cquation du quatriéme dégré, telle que zy* 


2Xÿ + 0x ÿ +pr'ymyxt— 0, que pour abréger nous 
nommcerons Æ. Elle a quatre racines, imaginaires ou 
réelles, égales ou inéoales; ce qui fait huit Car différens $ 

Intro, à P Analyfe des Lignes Courbes. Aaa qu’on 


(“+) Comme le remarque Mr.  * Voyez Mr. DE BRAGELOGKr, 
NEewron, Ne. 14 Hif!. de l Acad. 1730, 31, & 32, 


Sas. 
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qu’on peut arranger aïnf.. Ou lég: Æ n’a que des 742 
n65 imaginaires | Cas I], ou elle a deux racines imaginaires 
© deux racines fimples [ Cas II J, ou clle a guarre racines 
fnples | Cas III], ou elle a deux racines tmaginaires Ÿ 
zne double [| Cas 1V |, ou vx doubler [ Cas v ], ou 
deux fimples & une double [| Cas VI] ou me racine fim- 
ple © une triple [Cas VII], ou enfin wne fêxle racine 
quadraple | Cas VIIL ]. 


Cas L Siles racines de l'éq : Æ font toutes M AGIN Aie 
785 ; la Courbe n'aura point de Branches infinie [. 
136]. Quoique fon cours puifle être varié en divertes 
maniéres dans un elpace fini, ce qui donne un grand 
nombre d'efpèces différentes ; on doit néantmoins toutes 
les ranger fous un même Genre : du moins fi l'on s’en 
tient à la méthode que nous füivons ici, & gui confifte 


à déterminer les Genres par le nombre & lefpèce des Bran- 
ches infinies. 


Cu. IX. 
$: 156, 


Cas IE Si l'éq: Æ n’a que deux racines fmples | y — 
X—=0 , J—Æ'x—o, on aura, en fubftituant 4x re 
à J, une transformée à laquelle manquera le terme x*. 


1. Si le terme x? ne manque pas , la déterminatrice 
horizontale donnera #x° — By? > OUz—B: & fubiti- 
tuant B+k7 à #, on aura une feconde transformée, à la. 
quelle manqueront les termes x* & x°. 
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(e) O 
[e) LS 
O © eo 
(+) * 6 e 9 
& [1] 6 00e 


[e) 
[e) 
O 
O 
* 


© e 

1. Sila Cafe x° n'eft pas vuide , c’eft fur elle que 
portera la déterminatrice qui part de la Cafe #°, & elle 
donnera 2—Cx—, La Série réguliére y— 4x 4 B + 
Cx" dr. défigne deux Branches hyperboliques qui fe 
jettent dansles angles afymptotiques oppolés. 

2. St la Cale x° elt vuide & la Cate x pleine, c’eft 
far celle-ci que porte la déterminatrice, qui donnera z — 
CxT*, La Série y— Ax kB +Cx * Ge marque 
deux Branches hyperboliques , qui s'étendent d’un même 
coté de PAfymptote, dans les angles afymptotiques de 
fuite, 

3. Si les Cafes x° & x font vuides, celle de la Poin- 
te ne fauroit l'être ; parce que la féconde transformée {e- 
roit divifble par z, la prémiére par #—B, & la propo- 
fe par y— Ax—B , de forte Qu'elle ne repréfenteroit 
goune Droite avec une Ligne du troifiéme Ordre. La 

etérminatrice donnera donc 2—Cx—? : & la Série VD 
AXEBLCx— Gr. indique deux Branches hyperboli- 


AUES qui tombent dans les deux angles afymptotiques 
oppolés, 


IT. Si dans la prémire transformée le terme x? man- 
quoit ; ON auroit #—0—B : ce qui feroit voir que 
PAfymptote pafle par l'Origine , fon Ëq : v— Ax LB 
étant réduite à v— 4x. D'ailleurs tout le refte fübfifte 
également, & ce vuide de la Cafe x° ne donne point de 
nouvelles Courbes. 


Aaa 2 Ainf, 


Ca. IX. 
S.156, 
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Ainfi, fous la derniére direétion exprimée par la raci- 
ne.y—Ax—0o de l'ég: Æ, il y a une Afymptote 
droite avec deux Branches hyperboliques , mais qui peu- 
vent être de trois difiérens genres. La racine y— À'x 
—0o , donne auf une Afÿmptote droite avec deux Bran- 
ches hyperboliques, qui peuvent être de trois genres dif-- 
férens. Donc, en combinant les uns avec les autres, on 
aura fix Genres de Courbes compris dans ce fecond Cas , 
lefquels ont chacun quatre Branches hyperboliques. 


…. Cas IL Siléq: Æ a gæarre racines fimples, On rai- 
fonncra far chacune d'elles comme on vient de faire fur 
les deux racines fimples du C#s préced. La Courbe a 
donc quatre Afymptotes de direétions différentes , & 
chacune d'elles éft accompagnée de deux Branches hyper- 
boliques, qui peuvent être de trois. différents genres. 
femble qu’en les combinant enfemble on trouvera quinze 
Genres de Courbes. Mais un calcul femblable à celui qu'on 
a fair au &.préc. Cas II, fera voir que de ces quinze com- 
binaifons , il yen a fix d’impofñhbles. Car foient y — 4x 
y—Ax—B— 


D'x—° Êt —0 ; 
D'x— deco, les quatre Séries que fourniflent les qua- 
tre racines de l'ég: Æ. Celles où le terme x! ne man- 
que point délignent les Branches hyperboliques du prémier 
genre ; celles qui n'ont pas le terme x—", mais bien 
#—*, marquent les Branches du fécond genre : & celles 
du troifiéme font indiquées par les Séries qui n’ont ni le 
terme x7—°, ni le terme x=°. Or en comparant avec, 
l'équation propotée ay*#Bxy Æyxy dc 

 CY +unxy dc 

+ ay 6 

le produit des quatre Séries 
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* LARA") XD AAA A AU A AE A AM gr qu ns € 
5 CARS RATE 15 7 en fu Re )x ) Ge 
—(B+-B'+B"4+E°) > HAE AB AB IAE CAM A'"B"S x» Oe 

* AC ste He Fo HE) C' 
RC C")x pi À A'CLA NC ACL A"CLA"C La O > Le 
{CHCHC+C x y PET C AC AA CEA CEAe L'or 
airs. 
ADYAD'+ "D" 4"D+ A" D 4" 
ODAHD ED ED SES RCE BC" ECM C4 RCE BC" + Ge 
B"C+B'C'+B'C"E B"CLB"C'1B"C" 
ëc de 
on verra que les coëfficients de x ‘y , x "y, ma 
G'c. étant zéro, 1° CH CH C” HC"—o ; de forte 
que fi trois de ces quatre grandeurs C', C’, C”,C'”’ font 
Zéro , la quatriéme eft aufli néceffairement zéro : c’eft-à- 
dire , qu'il n’eft pas poffible qu'une feule des quatre A- 
fymptotes ait des Branches infinies du prémier genre: ce 
qui exclud d’abord quatre combinaifons, fcavoir, celle où 
lon fuppoferoit une paire de Branches du prémier genre ; 
& les autres, ou toutes trois du fécond genre , ou deux 
du fecond & une du troifiéme, ou une du fecond & deux 
du troifiéme, ou toutes trois du troifiéme, 2°. que D + 
D'+ D’ D"—0o, de forte que C, C’, C”, C“ & 
trois des quatre grandeurs D, D’, D', D”, étant zéro , 
la quatriéme left auffi : ce qui exclud la combinaifon qui 
HPPOfe une paire de Branches infinies du fecond genre , 
& les (rois autres du troifiéme. 3°. que C, C’, C”, GC 
Étant Zero, deux des grandeurs D, D’, D", D" ne peu- 
vent Ctre Zéro. Car fi on fuppofe , par exemple, D! & 
"0 , le coëfficient de x} fe réduit à DH D’, & 
& celui de x "y à ADR AD RAD+ 4 + "D 
+ A'D. Ainfi ces coëfficients étant égaux à zéro , on 


AY AE A" 


Aa 1 = ——,, Don — 4! 
D HT or AOC AEEAE 
Aa 3 ce 
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ce qui féroit contraire à la fuppoñition que les quatre ra- 
cines Ax, Ax; A'x, A"x de l'éq : Æ font inégales. 
Ainñ il faut encore exclure la combinaïfon qui fuppofe 
deux paires de Branches du fécond genre , & deux du 
troifiéme. 

Donc de quinze combinaïifons que préféntent trois 
genres combinés quatre à quatre, en ayant exclu fix, il 
en refte neuf, qui font neuf Genres compris dans ce Cas 
III, . 1°* Quatre paires de Branches du prémier genre. 
2°. Trois du prémier & une du fecond. 3°. Trois du pré- 
mier & une du troifiéme. 4°. Deux du prémier & deux 
du fécond. 5°. Deux du prémier, une du fecond', & une 
du troifiéme. 6°. Deux du prémier & deux du troifiéme, 
7°. Quatre du fecond. 8°. Trois du fecond & une du 
troifiéme. 9°. Quatre paires de Branches du troifiéme 


genre, 


Cas IV. L’équation Æ ayant deux racines imaginaires 
G* sne racine double [y — Ax=0o], la Droite indiquée 
par cette racine double eft parallèle à la derniére direétion 
des Branches infinies que peut avoir la Courbe. En füub- 


ftituant Axe à y, dans la propofée, on aura une 
transformée (T°), à laquelle manquent les termes x* & 


«x [$. 107 |. 
L Si Tale terme x’, la déterminatrice pafera par 


O 
* © 
e © © 
© © © © 


mx &x , & donnera #—==#Bx. La Série, dès 
lors réguliére, y—Æx=yBx G%. indique deux Bran- 
ches 
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ches paraboliques ,/qui embraflent pour ainf dire fa Droi- cx.1x. 


te exprimée par l'éq: y— 4x. 


IT. Mais s’il manque à T le terme x?, la détermina- 
trice {era couchée fur la Bande x°, & donnera une équa- 


[e) 
* © 
@e © 9e 
© © © 0 


tion de cette forme a#°x° »k Bux° #4 yx° —o, ou æn° #4 
Buxky—=0o, quia, ou deux racines imaginaires, ou 
deux racines réelles fimples , ou une feule racine double. 

1. Si elles font imaginaires , la Série eft imaginaire par 
fon fecond terme, La Courbe n’a donc point de Bran- 
ches infinies. 

2. Si elles font réelles fimples, #—B—0o, z— B—0, 
on fübftituera BK à # dans T', & on aura une fecon- 
de transformée, à laquelle il manquera encore le terme x. 
La déterminatrice utile partira donc de la Cafe 7x° & 
peflèra par la Cafe x; ou, fi elle eft vuide, par la Pointe, 
Quisnefauroit être vuide ; par’ la raïfon fi fouvent allé- 


O 
* % 
8 © e 
© © e © e 


guée, On aura donc 2 Cx*, où 7—Cx—:, Ja ra 
cine B donne donc une Série y = 4x +4 B 4 Cx—" ge : 
ou DA x + B H Cx—° Ge Et la racine B' donne 
auf une Série J—=AxkRB'+C'x— Gr ou J=AX 

+ B 


ÿ, 156 
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LH B'HC'x—* Gc. Ainf la Courbe a deux Afymptotes 
parallèles repréfentées par les éqiu—Ax kB, V— 
Ax-+ B'. Et ces Afgmptotes font accompagnées chacu- 
ne de deux Branches hyperboliques , qui fe jettent dans 
les angles afymptotiques oppofés , ou de fuite : ce qui, 
par la combinaifon, fait trois Genres de Courbes. 

3. Sil'ég: ax kBat+y—0 na qu’une racine dou- 
ble #—B”, on fubitituera B°## à # dans T , & on 
aura une nouvelle transformée (/), à qui il manquera 
les termes x° & 2x. Donc la déterminatrice partant 
de #°x° portera fur la Cafe x, fi clle eft pleine , & don- 


*+ 

e © 

© © © 
mera/——+vCxT!. La Série y— 4x B'LVCS 
&e, marque deux Branches hyperboliques qui embraf- 
fent l'Afÿmptote droite repréfentée par lég : v— 4x 


kB’ 


IIT. Que fi dans l'éq : 7 il manque le terme x, la 
déterminatrice paflera par les Cafes #°x°,4x, & la Poin- 
te, & donnera une équation de cette forme aw7°x° + dx 
$—0o, qui aura ou deux racines imaginaires , où deux 
racines réelles fimples , ou une double. 
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1). Si ces deux racines font imaginaires , la Série eft 
imaginaire par fon troifiéme terme |, & Ja Courbe eft 
finie. 

2). Si elles font réelles & fimples :=Cx=", ,— 
C'x 7"; on a deux Séries y— Ax 4 B'HCx—" Ge 
V—= Axe B'HC'xT: dre, qui marquent une feule A- 
fymptote, [v=—= 4x ++ B" ] avec quatre Branches hyper- 
boliques, étenduës , ou dans les quatre angles afymptoti- 
ques, fi © & C” ont des fignes contraires, ou deux dans 
un de ces angles & deux dans l'oppofé , fi € & C’ ont 
le même figne. 

3). Si l'éq: &#°x*+dix+s—0o na qu'une racine 
double 2—C'x—", la Série y— Ax +4 B” 4 C’x—: 
dc. n’eft pas encore réguliére : mais il faut fubftituer 
C'x "+5 à 7 dans , & l’on aura une transformée 
(Æ) ; où la Pointe & la Cafe sx feront vuides. La dé- 
terminatrice partant de la Cafe s°x* pañlèra par la Cafe 


[e) 
O 
O 
® 
© 
e 
Li 


x ; fi elle eft pleine, & donnera s—+<yDxT", 
La Série Y= 4x PB TR CR: Ey DxT? dx. 
marque deux Branches hyperboliques, qui fe jettent dans 
un même angle afÿmptotique, ayant pour Afymptote - 
courbe une des Branches de l'Hyperbole dont l'équation 
tu — 4x 4 BH C'x—*, 

Introd. à P'Analyfe des Lignes Courbes, Bbb  IV.Si 
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IV: Si le terme x77* manque dans la transformée X, 
la déterminatrice traverfera les Cafes s°x°, r & x 7°, & 
donne une équation du fecond dégré, qui a ou deux ra- 
cines imaginatres, -ou deux réelles fimples , ou une’ dou- 
ble. On reviendra donc aux raifonnemens précédens , & 
on conclura, que, 

(Gi). Si ces racines font imaginaires , la Courbe n’a 
point de Branches infinies. 

(2). Si elles font réelles, s—=DxT°*, s=Dx—° 
les Séries y— Ax + BH Ca HE Dx* ee y — Axe 
+ B'#4C'x "+ D'x* tv. marquent une feule Afÿym- 
ptote droite avec quatre Branches hyperboliques, qui 
jettent deux à deux dans les angles afymptotiques op- 
polés. | 

(3). S'il n’y.a qu'une racine double s—D'x—*, la 
Série py— Ax # BH Ce 4 D'x—? Ge n'eft pas, 
encore réguliéré : mais on doit fübftuer D'x*#r à 
dans X, & on aura une autre transformée , fur laquelle 
repétant le même raifonnement , on aura, ou la Série 
y— Axe B' + C'xT! 4 D'x TE VExT" dv. qui dé- 
figne deux Branches hyperboliques étenduës dans un des 
angles afymptotiques 3 où une Série dont le cinquiéme 
terme eff imaginaire, & qui-ne donne point de Branches 
infinies; ou les deux Séries y— 4x4 B°+ C'x—° # 
D'xHEx? de y— Ax+B'4+C'x + D'x 
HE'’x * dr. quismarquent quatre Branches hyperboli- 
ques étenduës deux à deux dans les angles afÿmptotiques. 
oppofés ; ou enfin une feule Série y — 4x #.B"+ CT" 
+D'RT SR E’xT? dr mais qui neft pas encore en 
régle, & à laquelle, par un même raïfonnement, on trou- 
ve pour fixiéme terme, où + #Fx 7, où un terme 1ma- 
ginaire, ou un terme double FxT7*, FX *, où un ter- 
me fimple F'x—#, fuivi d’un feptiéme , qui fera, ou- 
+ yGx—°, ou imaginaire, ou double Gx— *, GxT*, 

ou 


1 
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ou fimple G'x* mais &c, ce qui ‘peut aller à l'infini  Curx. 

On ne fauroit donc énumérer tous les genres des $ 156. 
Courbes compriles dans ce IV°. Ces : maïs on peur les ré- 
duire à cinq Cafes. 

1. Celles qui n’ont point de Branches infinies, parce 
que le fcond, troifiéme, quatriéme, ou &c. terme de la 
Série qui les exprime, eft imaginaire. N°. À Len eat Ra ra Y 
IV, G@): &c. 

2°. Celles qui ont deux Branches paraboliques. N°. I. 

3“. Celles qui ont deux Branches hyperboliques , foit 
qu'elles f jettent de part & d'autre de leur Afymptote 
qu’elles fmblent embrafler, N°. 11, 3 : foic qu'elles fe jet- 
tent dans un feul des angles afÿmptotiques, N°. III ET 
LANCE SE 

4°. Celles qui ont quatre Branches hyperboliques au- 
tour d’une feule Afymptote, foit qu'elles fe jettent dans les 
quatre angles afymptotiques , une dans chacun: foit qu’el- 
les jettent, deux à deux, dans deux angles afymptoti- 
ques oppofés. N°. III, 2). IV, (2). 

s‘. Celles qui ont quatre Branches hyperboliques au- 
tour de deux Afÿmptotes parallèles. N°. 11, 2 


! 


.. Ces PV, Si l'ég: Æ a deux racines doubles | chaque ra- 
Siné donnera les mêmes variations que celles du préced. 
Cas. On les combinera donc les unes avec les autres , 
& 9% frouvera les quinze Claffes füivantes, 

1. Les Courbes finies, Combinaifon de La 1°. Clafè avec 
elle - même. 

2°, Les Courbes qui ont deux Branches paraboliques. 
7. q paraboliques 

3°. Celles qui ont deux Branches hyperboliques. €. 

1 C3. 

4. Celles qui ont quatre Branches hyperboliques avec 
une fule Afÿmptote, C/. 1. 6 4. | 
Bbb » 5°. Celles : 
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s. Celles qui ont quatre Branches hyperboliques & 
deux Afymptotes parallèles. CZ. 1 & s. 

6°. Celles qui ont quatre Branches paraboliques. C/afe 
2 avec elle-même. 

7°. Celles qui ont deux Branches paraboliques & deux 
hypcrboliques. C7. 2 & 3. 

8°. Celles qui ont deux. Branches paraboliques & qua- 
tre hyperboliques avec une feule Afymptote. CZ 2 € 4. 

95. Celles qui ont deux Branches paraboliques & qua- 
tre hyperboliques avec deux Afymptotes. parallèles, C/a7es 
2 CS. 

10°. Celles qui ont quatre Branches hyperboliques avec 
deux Afymptotes non- parallèles. C7. 3 avec elle-même. 

11°, Celles qui ont fix Branches hyperboliques , deux 
autour d’une Afymptote & quatre autour d’une autre , 
lefquelles Afymptotes ne-font pas parallèles. C/. 3 &: 4. 

12°, Celles qui ont fix Branches hyperboliques autour 
de trois Afymptotes , dont deux parallèles font coupées 
par la troifiéme, CZ. 3 & s. 

13°. Celles qui ont huit Branches hyperboliques autour 
de deux Afymptotes non parallèles, fçavoir quatre Bran- 
ches autour de chaque Afymptote. C7. 4 avec elle-méme. 

14°. Celles qui ont huit: Branches ‘hyperboliques au- 
tour de trois Afÿmptotes, dont deux parallèles ; ayant 
chacune deux Branches, font coupées par la troifiéme qui 
a quatre Branches. C/. 4 & 5. 

15°. Celles qui ont.huït Branches hyperboliques au- 
tour de quatre Afymptotes parallèles deux à deux. ©. s. 
avec elle méme. 


Cas VE Silég: Æ a deux racines fimples &tune dou- 
ble , on combinera les fix genres du Ces II Res ne 


font qu’une: Claffe de quatre Branches hyperboliques au- 
tour de deux Afÿmptotes non parallèles | avec les cinq 
Clafes. 
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Clafes du IV°. Cas, &-on aura les cinq Clañfes füivantes. 

se, Les Courbes qui n'ont que quatre Branches hvy- 
perboliques autour de deux Afymptotes non parallèles, 

2e Celles qui ont deux Branches paraboliques , & 
quatre hyperboliques autour de deux Afymptotes non pa- 
rallèles. 

3°. Celles.qui ont fix Branches hyperboliques autour 
de trois Afymptotes non parallèles. 

4°. Celles qui ont huit Branches hyperboliques autour 
de trois Afÿmptotes non parallèles , fçavoir, quatre autour : 
d'une Afymptote & deux autour de chacune des deux 
autres. ! é 

sc. Celles qui ont huit Branches hyperboliques autour 
de quatre Afÿmptotes dont deux font parallèles, 


Cas VII. Si l'éq: Æ a ne racine fimple dune triple, 
la racine fimple y— 4'x—o indique une Afÿmptote 
droite, avec deux Branches hyperboliques. Elles peuvent 
être de trois genres différens , comme on l’a montré au 
Cas E 

Mais la racine triple étant y— 4x —0 , on füubfi- 
tucra 4x x à y dans la propofée, & on aura une trans 
formée (T), dont les Cafes x* ; 4X°, & -u°x° reftent 
vuides [ 4. 107 |. 


L Sih CaR + ef pleine , la déterminatrice traverfèra 


% 
. 


les Cafes w°x & x, & donnera 7 — Bx?. La Série , 
dés lors réguliére., y 4x4 Bx°: G. indique deux 
Bbb 3 Branches 
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Cæ1X, Branches paraboliques d’un même côté de la Droite ex- 
$-15% primée par ÿ— 4x, qui eft parallèle à leur derniére di- 
+ rechon. 

II Si la Cafe x° cft vuide , mais que x° ne le foit 
pas; on aura deux déterminatrices ; l’une qui pañle par 
u°x & ux°, & l'autre par #x° & x°. La prémiére don- 
ne #— + yBx, & fa Série y—/Ax=y/B'x Êr. mar- 


5 
O * 
* © 0 
e © 0 &e e 


que deux Branches paraboliques , qui embrafènt la Droi- 
te repréfntée par l'éd: y» = 4%, parallèle à leur derniére 
direétion.. La feconde déterminatrice donne #—B, & 
fubftituant B 2 à # dans T', on aura une transformée à la- 
quelle il manque le terme x°. La déterminatrice partant 


O » 
O * ‘ (eo) 
e 


4“ © * © 
© © 6 © © © ee eo * 


dela Cafe #x°, portera donc fur la Cafe x , ou, fi elle eft 


vuide, fur.la Pointe , qui ,; dans ce cas, ne peut être 
vuide,.& on aura 2 =Cxu' ;ou :—C'x ". La Sé- 
rie y—= AxKH BHCxT de ou y— Ax+B+CX 
Ce. défigne deux Branches hyperboliques d'un méme co- 
té, ou des deux côtés de PAfymptote droite exprimée par 
légiu==/Æx#8B Ces deux’ Branches hyperboliques, 

avec 


5? 
2 


avec les deux -paraboliques qu’indique la prémiére déter- 
minatrice , font quaire Branches infinies dont la derniére 
direétion cft parallèle à la Droite repréfentée par l’éq : 
ÿ — Ax>. 
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III. S'il manque à la transformée T le terme #x° , elle 
n’a qu'une feule déterminatrice , qui pafle par les Cales 
mx & x°, fi celle- ci eft pleine ;. & donne #—B'x' . 
La Série y— 4x B'x? , dès lors réguliére , marque 


(e) 
o o 
* © ee 
e ee © eo 


deux Branches paraboliques, dont la derniére dire&ion . 
* eft parallèle à la Droite repréfentée par y= 4x, & qui 

fe jettent enfin dans deux angles oppofés des quatre que 
fait cette Droite avec l’Axe des ordonnées 


IV. S'il manque encore à la transformée T Ie terme 
#°, la déterminatrice traverfera la bande x , & fournira 
uue équation cubique , qui peut avoir, 1°, une racine 


Le 


© © 
OO O o 
*X X *% % 
9 6 6e ee ee 


fimple réelle , & deux imaginaires, 2°, trois racines fim. 

ples, 3°. une fimple & une double, ou 4°. une triple, 
1. S'il ny à qu'une racine Simple #8 ; en fubfi- 
tuant B<+z à 4 dans T, on aura une feconde transfor- 
mMmeE" 
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mée, où la Cafe x fera vuide. Celle de la Pointe ne 
pouvant l'être , la déterminatrice donnera 4 Cx7 *: 


O 
* *% 
© 6 © © * 


La Série y—© Ax+ BH Cx—* Gc. marque deux Bran- 
ches hyperboliques étenduës dans les angles afymptotiques 
oppofés. 

2. Sil y a trois racines, on raifonnera de la même 
mauiére fur chacune d'elles, &.on conclura qu’elles indi- 
quent trois Afymptotés parallèles à la Droite repréfentée 
par l'ég: y—Ax=—0o, & accompagnées chacune de 
deux Branches hyperboliques , qui € jettent dans les an- 
oles afÿmptotiques oppolës. 

3. S'il y a une racine fimple #—B ; & une double 
= B;!, la racine fimple donne, comme n°. 1 .& 2, une 
Afÿmptote droite avec deux Branches hyperboliques. Mais 
pour la double, on fubftituera BH à # , & on aura 
une feconde transformée, à laquelle manquent les térmes x 
x. La déterminatrice, partant de la Cafe #°x, portera 


o O 
* %* O 
© 6 © © * 


(. 
(ee) 
O 
O 


fur la Pointe, qui ne fauroit être vuide , & donnera 
2—z=vCx—". La Série, dès lors réguliére , y — 4x 
+ B 


LI 
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LH B'=yCxT "dr. marque deux. Branches hyperboli- cn: 1x: 
ques qui embraffent , pour ainfi dire, leur Alymptote: $+ 156 
1! y a donc ici deux Afymptotes , accompagnées chacune 

de deux Branches hyperboliques , mais dont les unes fe 
jettent dans les angles afymptotiques de fuite, & les autres 

dans les angles afymptotiques oppofés. 


4. Si l'équation cubique , que fournit la déterminatrice 
de T°, n'a qu'une racine triple #—B", il manquera les ter- 
mes x, 2x & #°x à la transformée qui réfulte de la fubfi- 
tution de B°+7 à # dans T. La déterminatrice, partant 


O 
@. ©O 
[e) 


* O 
e © 0 © * 


de la Caft x, pañlera par la Pointe, & donnera 7 — 
C'x "5, La Série y— 4x2 B° vh Ce 15 de, indie 
que deux Branches hyperboliques jettées dans les angles 
afymptotiques oppofés. 

Ainf joignant aux Branches infinies qu’indique la raci- 
ne double de l'ég: Æ, les deux Branches hyperboliques 
Marquées par la racine fimple , il fe trouve fept Clañes 

€ Courbes renfermées dans ce VII. Car. 

La 1°. & la 3°. font des Courbes qui ont deux Bran- 
di & deux Branches hyperboliques. Ne: 

La 2°, eft des Courbes qui ont deux Branches parabo- 
liques & quatre hyperboliques autour de deux Afÿmptotes 
non parallèles. N°. LL. | 

La 4°, & 7°. font des Courbes qui ont quatre Bran- 


Tatrod, à P Analyfe des Lignes Courbes. Ccc ches 


| 


Cu. IX, 


g. 156. 
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ches hyperboliques autour de deux Afÿmptotes non pa- 
rallèles, N°. IV, 1 & 4. 

La 5°. préfente trois Afÿmptotes parallèles coupées par 
une quatriéme, chaque Afÿmptote ayant deux Branches 
hyperboliques. N°. IV, 2. 

Et la 6°. n’a que deux Afymptotes parallèles coupées 
par une troifiéme, ayant chacune deux Branches hyperbo- . 
liques. N°. IV, 3. 


Cas VIII Quand l'éq: Æ n'a qu’ene fente racine qua 
druple yÿ— Ax—o ; en füubfituant 4x:x 4 à y, on la 
transforme en une équat. (T°), dans le plus haut Rang de 
laquelle, il n’y a que la Cafe #* qui foit pleine. 

L Si, dans le troifiéme Rang, la Cafe x° eft remplie , 


4 
la déterminatrice donnera 2==y/Bx, & dès lors, la 


O 
oO © 
* © e 


Série y— Ax=yBx or. eft réguliére. Elle indique 
deux Branches paraboliques , qui embrafent , pour ainf 


dire, la Droite [y= 4x] parallèle à leur derniére di- 
rection. 


IL Si, dans le troifiéme Rang, la Cafe x° ft vuide. 
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mais non pas la Cafe #x°, on a deux déterminatrices , Ce IX. 


3 
qui donnent, lune z— y B'x°, l'autre 4—B: La pré- 
miére marque deux Branches paraboliques, qui , d’un mé- 
me côté de la Droite [ y= 4x] parallèle à leur derniére 
direftion, fe jettent de part & d'autre de l'Axe des for_ 
données. L'autre indique une Afÿmptote - droite, dont 
l'équation eft = AxKB, & pour avoir le genre des 
Branches hyperboliques qui l’accompagnent, on fubftitue- 
ra B+Kk7 à #, & on aura une feconde transformée dont 
la Cafe x° fera vuide, Si la Cafe x eft pleine , on aura 


o 
o ‘o 
(e) © % Oo 

oO © @e © 6 0o 
* © © © e * © © © * 
2—=Cx—!, Si clle eft vuide, on aura z— Cx—?, Ainf 


ce N°. II préfente des Courbes qui ont deux Branches 
hyperboliques & deux Branches paraboliques. 


III. Si, dans la transformée T,, il manque au troifieme * 


Rang les Cafes x? & x° , la déterminatrice pañlèra par les 
See 4°, u°x & x°, & donnera une équation du fécond 
-8"E> qui aura ou deux racines imaginaires, ou deux ra- 
Ses réelles fimples, ou une racine double. 


o 
Oo x 
* © © 


1. Si elles font imaginaires, la Série eft imaginaire, & 
la Courbe finie. 


Ccc 2 2, S'il 


$.:156 


Cu. IX. 
ÿ. 156. 
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2. S'il ya deux-racines réelles un—Bxk=0, un — 
Bu—0, où —=#Bx,u—=©yB'x, on,a,.quatre 
Séries ÿ — 4x + yBx Ôc. y— AxxkVB'x Êt. = AX 
—yBx dc. y—= Ax —VBx dt qui marquent quatre 
Branches paraboliques , qui ont toutes Jeur derniére direc- 
tion parallèle à une même Droite [y— 4x], qu’elles 
embraflènt Ces quatre Branches fe jettent d’un même 
ot de l'Axe dés ordonnées, fi B & B° onf le. même fi- 
ones ellés & jetent deux d'un côté & deux de l’autre, fi 
B & B' ont des fignes contraires. 


3. S'il ny a qu'une racine double ##7—B'x—0o, ou 
u—yB'x, la Série n'eft pas réguliére dès ce fecond 
terme. On. fubftituera donc = y B'x "#7 à # dans T, & 
on aura une féconde transformée (1/7) dont les Cafes x° 
& rx°° reftent vuides. Si la Ca x”*° eft pleine, la dé- 


* 

terminatrice. pañlant. par, 7°: &t x}% donnera 4=—= 
mer YCvB'%, où il faut remarquer qu'on ne peut pas em- 
ployer les deux valeurs de + ÿ-B'x, mais celle feulement 
qui multipliée par C fait un produit pofitif, dont la-racine 
VCVB"x n'eft pas imaginaire. Il n'y aura donc que deux 
Séries y = Ax + VB°x+ VCEVB'x dc & y—=Ax H4VB"x 
— y/C4yB'x Êc. où ÿ— Ax=yB'x 4 vCVB'x dc. & 
y— Ax — B'x—yCyB'x de, qui défignent deux 
Branches .paraboliques jettées dans un feul des quatre an- 
gles , que fait avec PAXe des ordonnées la Droite y=—=.4x. 

Elles 
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Elles ont pour Parabole-afymptote une des Branches de la Guy 1x. 

Parabole exprimée par l'ég : 2— 4x—,/B'x. $! 156: 
Mais fi, dans la transformée , la Cafe x°:° f trouve 

vuide , la déterminatrice couchée fur la Bande x, dont la 


[e) 
x 
@ 


@68*0oQ 0 Oo 


[e) 
© 
* © © 


Cafe #°x eft vuide, donnera une équation de cette forme 
aux RBux+yx—0 , où ax MB Y— 0); qu 
peut avoir, ou deux racines imaginaires , ou deux réelles 
fimples, ou une double, 


1). Si ces racines font imaginaires, les Branches infi- 
nies le font auñi. 

2). Si elles font réelles 4=C, :—C', on aura deux 
Séries réguliéres dès le troifiéme terme, y» — 4x=B'x 

D : D' 

ROCH dc, y— AxEYB'x+ CH = Se 

TRS ré) , 3. Ÿ + CNT: ? 
42 marquent quatre Branches paraboliques, dont les der- 
niéres direétions font parallèles, & qui ont pour Afymp- 
toté-courbe, les unes la Parabole’ v— 4x == vB'x+C", 
les autres la Parabole V—= Ax + yB'x "4H C'. 


3). Mais s'il n'y a qu'une racine fimple 2—C" , la 
Série ; qui commence par les trois termes 4x +yB'x 
+ C"' v’eft pas encore réguliére. Il faut fubftituer CH 
#2 dans Ÿ, & on aura une troifiéme transformée (X) àla- 
quelle manqueront les termes x & sx. Donc, fi la Cat 
*© n'eft pas vuide, la déterminatrice donnera s 


Goo + y Dx 
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O 


(e) 

O 
(e) 
x 
& 


* 


+<yDx— '#B'>x, expreffion où l’on ne doit prendre - 
qu'une des deux valeurs de Æ4/B'x; celle qui fait avec 
Dx—" un produit négatif étant excluë, parce que la ra- 
cine .de ce produit feroit imaginaire, Il y a donc deux 

- Séries y— 4x HV B'xk C'+yDx— ‘YB'x de, & Y— 
AX + VB C—yDxT yB'x Et. où y— 4x — 
VB'xE C++ Dr" YB'x de. & y— Ax— yB'xk 
C'— y Dx—'"yB'x dc. qui marquent deux Branches 
_paraboliques , dans un même angle, & dont ’Afymptote- 
courbe eft une des deux Branches de la Parabole y — 
AXE yB'>x »H C". 


Que fi la Cafe x°**-de l'éq: X f trouve vuide, la 
déterminatrice paffänt par les Cafès sx, 5x"? & par la 


Pointe, donnera une équation du fecond décré, de la- 
quelle, au moyen d’un raifonnement femblable à celui qu’on 
Vient de faire, on conclura, que, 


(1). Si 
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Qi). Si elle n'a que des racines imaginaires, {a Cour- 
be n’a point de Branches infinies. 

< e ; D 

(2). Si elle a deux racines réelles 5 = 


TL On aura quatre Séries y— Ax + y B'x + C” 
D L£ D 
— OC. y= À. 4 ne ER — 
7x 'c.. y X + VB’x+C Br ©) Ax 
D’ 
Ds el (Er re DE pe 2 DANS 
VB'x+C +R Oc Y—= Ax—yB'x+C 
/ 
TI dc. qui indiquent quatre Branches paraboliques , 
dont lAfymptote- courbe eft la Parabole repréfentée par 
Véqg:u— Ax=yB'x+C" 
(3). Mais sil n’y a qu'une racine double 5 —— 
(2 D’ 
y B'>x Ô Ce 
n’eft pas encore réguliére , & pour avoir le terme füuivant, 


il faut fubftituer Te +r à s dans X, &c. & les mé- 


mes conclufons que ci- deflus reviennent à l'infini, 


I ÿ a donc une infinité de genres de Courbes com- 
prifes fous ce N°. Il, mais qui fe peuvent réduire à trois 
Clañes, 


JE ? la Série J—=AxEy Ex + CE 


1". Celles qui n’ont point de Branches infinies: 1, 
1), C1) | 

2°, Celles 
2 ) , (2 > à , 

3°. Celles qui n’en ont que deux, étenduës dans un 
ful des quatre angles que fait avec l’Axe des ordonnées 
R Droite parallèle à leur derniére diredion : 3: 39), (3). 


qui ont quatre Branches paraboliques : 2, 


IV, S'il 
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Suix, IV. S'il manque, dans la transformée T', toutes les 
$-156. Cafes de la Bande x° ; elle aura deux déterminatrices. La 


O 
O * 
* © oo 


prémiére, qui pañle par les Cafes #* & #°x, donne # — 
+ y Bx, &la Série y— Ax y Bx Éc qui en réfüulte, ré- 
guliére dès le fécond terme, indique deux Branches para- 
boliques, qui embraflent la Droite [y= 4x] parallèle à 
leur derniére direétion. La feconde, couchée fur la Bande 
x, donne une équation du fecond dégré , qui préfente 
trois Cas. Car 

1°. Si les racines font imaginaires , la Série l’eft auñi. 
La Courbe n'aura donc que les deux Branches paraboli- 


ques indiquées par la prémiére déterminatrice. 

2°, Si les racines font réelles & inégales #—2B,u— 
B’, on aura deux Séries réguliéres y— x #4 2#K Cx—" 
de, y— AXHB! HR Cx—" Cv qui marquent deux 


© 
© o 

OO *% % 

* © © 9 
Afymptotes parallèles , qui ont chacune deux Branches 
étenduës dans les angles afÿmptotiques oppolés ; auxquel- 


les 1l faut joindre les deux Branches paraboliques de la pré- 
miére déterminatrice, LA 
| 3°.Si 
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. Si fes racines fe réduifent à une feule double 7 — curx: 
B"; en fubflituant B°+7 à #, on aura une feconde trans. $ 156 
formée, qui n'aura für la bande x que le terme zx Ja 
feconde déterminatrice donnera donc 1— 2 y C'x—r, 


o 
O0 o 
O %*% o 
* © © 0 
La Série y— Ax+B'+,y/C'r—: dc. indique deux 
Branches hyperboliques | qui embraffent leur Alymptote 
droite exprimée par lég: 0— 4x B", & qu’on joindra 
aux deux Branches paraboliques de la prémiére détermi- 
natrice, 
AV: Qu'il manque à la transformée T les Cafes x* > UX, 
n°3 & 4°x du quatriéme rang, les Caïies x? , vx°, R rx 
du troifiéme, & la Cafe x° du fecond , elle aura encore 


O 
OO 
OO * 
* © © e e 


deux déterminatrices. L'une! pañlant par z* & z>%, don- 
ne 4 — BY MIRMEISE TE J—A% + Bx"° marque deux 
Branches paraboliques ‘dont la derniére direction éft la 
Droite y— 4x, & qui f& jettent dans deux angles oppo- 
fés de ceux que fait cette Droite avec l’Axe des ordon- 
nées. L'autre déterminatrice donne #4— B", & par une 
nouvelle transformée 2 — C'x—1, Sa Série y — 4x 

Zatrod, à Anabyfe des Lignes Courbes, Ddd BK 
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CuIX. BH C'x— "dc. marque deux Branches hyperboliques 

$156 étenduës dans les angles afymptotiques oppofés. Ces 

Courbes ont. donc deux Branches paraboliques & deux 
hyperboliques. 

VI. Enfin, il peut encore manquer à la transformée 

T la Cafe ax, & alors elle n’a qu’une déterminatrice , qui 


(9) 
© o 
* © © 


donne #—==#Bx. Elle indique deux Branches para- 
boliques, qui embraffent la Droite (y= 4x] parallèle à 
leur derniére direétion. 

On ne peut pas fuppofer, qu'avec toutes les Cafes 
fappofées vuides, il manque encore à la transformée T la 
Cafe x. Car T feroit réduite à la fule Bande fans x, & 
n’exprimeroit que ‘quatre Droites parallèles. La propofée 
ne défigneroit donc que ces Droites & non pas une Cour- 
be du quatriéme Ordre. 

Ainf toutes les Courbes de ce VIII‘. Cas fe réduifent 
à dix Clafles. 

La 1°. n'a que deux Branches paraboliques. N°.T. 

La 2°. a deux Branches paraboliques & deux hyperbo- 
liques, N°. IL. 

$ La 3° n'a point de Branches infinies, N°. IIIe, 
1), C1) 

La 4°, a quatre Branches paraboliques , N°. IT, 2, 
2); C2). 

La 5°, n’a que deux Branches paraboliques , N°. HT, 


3: 3)» C3) 
La 
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La 6°. a auffi deux Branches paraboliques , N°, IV, r. cu1x. 

La 7°. a deux Branches paraboliques & quatre hyper- $: 156 
boliques autour de deux Afymptotes parallèles, N°, 1V, 2, 

La 8°. a deux Branches paraboliques & deux hyperbo- 
hques, N°.IV, 3. 

La o°, de même, N°. V. 

Et la 10°. a feulement deux Branches paraboliques , 


© 


Ces dix Claffes fe peuvent , fi l’on veut , réduire à 
cinq, en réuniffant la 1°, la 5e, la 6°, & la 10°; & la 2°, 


la 8°, & la o°. 


157. Il paroit que ce feroït une chofe infinie , que 
lénumération de tous les Genres des Courbes du quatrié- 
me Ordre pouflée au même détail où nous fommes entrés 
pour les Courbes du troifiéme Ordre. Mais en f bor- 
nant aux Cafés générales, dont la divifion eft fondée für 
le nombre & le caraëtére hyperbolique ou parabolique des 
Branches infinies, on peut les réduire à neuf. 

La 1°. Claffe fera des Courbes finies. Telles font cel- 
les du Cas I: Cas IP, Clafle 1: Cas V, Claf 1 : & Cas 
VIII, Claf. 2. 

La 2°. eft des Courbes qui n’ont que deux Branches 
paraboliques , Cas 17, CL 2: Cas P, Cl 2: & Cas VIII, 

* Ts 5: 6, & ro. 

La 3° cit des Courbes qui ont deux Branches hyper 
boliques. Cas IV, CI. 3, & Cas PCIe: 

La 4°, eft des Courbes, qui ont quatre Branches pa- 
raboliques fous une même derniére direAion , Cas VIII, 
CI. 4 ou fous deux différentes derniéres direétions ; Cas 
V',CI. 6. 

La 5°. eft des Courbes qui ont deux Branches parabo- 
liques & deux hyperboliques , foit que l’Afymptote de 
celles-ci foit parallèle à la derniére diredtion de celles - là 

eDdde Cas 
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Cas VIIL, Cl. 2, 8, & 9: foit qu’elle ne leur foit pas pa- 
rallèles Cas V,Cl. 7, & Cas VII, CL 1 & 3. 

La 6°. eft des Courbes qui ont quatre Branches hy- 
perboliques. Elle f fübdivife en trois, 1°. Celles qui 
n'ont qu'une Afÿmptote, Cas IV, CI 4: & Cas D, CI 4. 
2°. Celles qui ont deux Afÿmptotes parallèles, Cas 17, 
CI. 5; & Cas V, CI 5. 3°. Celles qui ont deux Afgmp- 
totes non parallèles, Cas II: Cas V', CI 10: Cas VI, CL 
r: & Cas VIT, CI. 4 & 7. | 

La 7°. eft des Courbes qui ont deux Branches paraboli- 
ques & quatre Branches hyperboliques : celles-ci 1°, n'ayant 
qu'une Afÿmptote, Car , CI 8 : ou 2°. ayant deux A- 
{ymptotes parallèles ; Car F, CI. o : & Cas VII, CI 7: 
Ou 3°. ayant deux Afymptotes non parallèles, Cas VI, Ck 
2, Cu Cas VIE CL: 

La 85. eft des Courbes qui ont fix Branches hyperbo- 
liques. Elle a auffi trois fübdivifions. 1°, de celles qui 
n'ont que deux Afymptotes , non parallèles, Cas V7, CI 
11. 2°. de celles qui ont trois Afymptotes, dont deux 
font parallèles, Cas D, Cl 12: & Cas PITRGF 672" "de 
cles qui ont trois Afymptotes non parallèlés, Car WL, 
Cle3, | 

afin la o°. eft des Courbes qui ont huit Branches hy- 
-perboliques. On en peut faire fept fubdivifions. 1°. Cel. 
les qui n’ont que deux Afÿmptotes , non parallèles, Cas Y, 
CL 13. 2°. Celles qui ont trois Afÿmptotes , dont. deux 
font parallèles, Cas VW, CL 14 3°. Celles qui ont trois 
Afÿmptotes non parallèles, Car WI, Cl 4 4°. Celles qui 
ont quatre Afymptotes, dont trois font parallèles, Cas VIE 
CI. s. 5°. Celles qui ont quatre Afÿmptotes parallèles deux 
à deux, Car W, CI 15. 6°. Celles qui ont quatre Afymp- 
totes, dont deux feulement font parallèles, Car VI, CI. s. 
Fe Celles qui ont quatre Afymptotes non parallèles, Cas 


158. En 
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158. En fuivant La méme route , & au moyen de curx. 
quelques abregés, il paroït qu’on pourroit difiribuer les S-158 
Courbes du cinquiéme Ordre en onze C/afés. 

La 1°. des Courbes qui n’ont que deux Branches pa- 
raboliques. 

La 2° des Courbes qui n'ont que deux Branches hy- 
perboliques. ; 

La 3°. de celles qui ont quatre Branches paraboliques. 

La 4°. de celles qui ont deux Branches paraboliques & 
deux.hyperboliques, 

La 5°. de celles qui ont quatre Branches hyperboli- 
ques dont les deux Afÿmptotes feront ou parallèles , ou 
non parallèles. | 

La 6e. de celles qui ont fix Branches infinies, quatre 
paraboliques & deux hyperboliques. 

La 7°. de celles qui ont auñfi fix Branches infinies, mais 
deux paraboliques & quatre hyperboliques ; autour d’une 
feule Afymptote; ou autour de deux Afymptotes parallèles; 
où autour de deux Afymptotes non parallèles. 


La 8°. de celles qui ont fix Branches hyperboliques. ; 
“autour de deux Afymptotes non. parallèles » dont l’une ef 
accompagnée de deux Branches! &. l'autre de quatre ; ou 
bien autour de trois Afÿmptotes , qui peuvent être paral. 


lèles ; ou dont deux feulement feront parallèles ; ou qui ne 
éront point parallèles. 


à 9°. de celles qui ont deux Branches paraboliques & 


fix hyperboliques autour de 
la Clafle précédente. 

La ro°, éft de celles: qui ont huit Branches hyperboli- 
ques ; ou autour de trois Afyÿmptotes non parallèles ; ou 
dont deux font parallèles, la troifiéme ayant quatre Bran_ 
ches, & les parallèles chacune deux: où autour de quatre 
Afÿmptotes qui.ont.chacune deux Branches! & defquelles 
trois peuvent Ctre parallèles & coupées par. la quatriémers, 

Ddd 3 ou: 


S mêmes; Afymptotes que dans 
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Cs.Ix. où dont deux feulement font parallèles ; ou qui font pa- : 
S158 rallèles deux à deux ; ou enfin qui ne font point paral- 
lèles. à 
Etla ri, eft de celles qui ont dix Branches hyperbo- 
liques ; ou autour de trois Afymptotes non parallèles , 
dont une n’a que deux Branches , & les deux autres cha- 
cune quatre Branches ; ou autour de quatre Afymptotes , 
dont trois peuvent être parallèles, & ayant chacune deux 
Branches font coupées par la quatriéme qui en a quatre ; 
ou bien dont deux feulement font parallèles & coupées 
par les deux autres, une defquelles a quatre Branches ; ou 
autour de cinq Afymptotes, qui peuvent, ou n'être point 
parallèles, ou n’en avoir que deux parallèles; ou en avoir 
trois; ou en avoir deux couples de parallèles coupées par 
Ja cinquiéme; ou en avoir trois parallèles coupées par les 
deux autres auffi parallèles. 


159. Doxc, pour recapituler le tout, 


I. La Ligne du prémier Ordre a deux Branches infinies 
rectilignes. 

Il. Dans le 2°. Ordre , il y a une Courbe finie, une 
infinie avec deux Branches paraboliques , & une avec 
quatre Branches hyperboliques. 

I1L Dans le 3°. Ordre, il y a des Courbes qui ont 
deux Branches paraboliques [ Géxrer 12 & 147] ; d’autres 
qui n’ont que deux Branches hyperboliques [ G. 1, 2, & 
9 ]; d’autres qui ont deux Branches paraboliques & deux 
hyperboliques | G. 7, 8, & 13 ]; d’autres qui ont quatre 
Branches hyperboliques [G. 11] ; & d’autres qui en ont 
fix [G. 3,4, 5,6 & 101]. 

IV. Dans le 4°. Ordre, on trouve des Courbes finies 
[CZ: ]; d’autres, qui ont deux Branches infinies , ou pa- 
raboliques [ CZ 2], ou hyperboliques [ C. 3] : d’autres 
qui ont quatre Branches infinies, ou paraboliques [Cal 

ou 
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hyperboliques Fe 6 le ou moitié paraboliques & moitié Cx.1x. 
hyperboliques | CZ. 5 |; d’autres, qui ont fix Branches in- $ 15% 
finies, ou toutes hyperboliques [| C. 8 » OU quatre hy- 
perboliques & deux paraboliques [ CZ 7 |: & d’autres en. 
fin , qui ont huit Branches infinies , toutes hyperboliques 

CZ. 9 |. 
L V. Ds le 5°. Ordre, il y a des Courbes qui n’ont 
que deux Branches infinies, où paraboliques [ CZ. 1], ou 
hyperboliques [ CZ. 2 ]: il y en a qui ont quatre Branches 
infinies , paraboliques [ C7. 3], hyperboliques [CZ 5 1, 
ou mi-parties [ C4 4 ]; il y en a qui ont fix Branches in- 
finies, quatre paraboliques & deux hyperboliques [ CZ 6], 
où déux paraboliques & quatre hyperboliques [ CZ 7], ou 
toutes fix hyperboliques | C7. 8 ] : il y en: a qui ont huit 
Branches , ou deux paraboliques & fix hyperboliques [ CZ. 
9 ], ou toutes huit hyperboliques [ CZ 10]: il y enaen- 
fin, qui ont dix Branches infinies, toutes hyperboliques 
LC. vx]. 


160. Où l’on voit, & cette Obfervation peut faire une 
Régle générale, que le nombre des Branches paraboliques 
ne furpañle jamais lexpofant de l'Ordre de la Courbe , ni 
même cet expofant diminué de l'unité , lorfquil eft im- 
pair : que le nombre des Branches hyperboliques ne für- 
pare lamais le double de l’expofant de l'Ordre de la Cour- 

€: & qu'à compter deux Branches hyperboliques pour 
une feule ; le nombre des Branches infinies , tant paraboli- 
ques qu hyperboliques > ne furpañlé jamais l’expolant : 
ce dont la raifon n’eft pas difficile à pénétrer par les prin- 
cipes établis dans le Chap. précéd. 


DES POINTS D'INFLEXION 


CHAPITRE X. 


Des Points finguliers : Points multiples, 
Points d'Inflexion © de Serpentement. 


161. E xomgre, lefpèce & la poftion des Bran- 

ches infinies diffinguent les Courbes des diffé- 
rens Ordres en leurs Claflés & Genres. Ces Genres fe 
fübdivifent en Efpèces par les varietés, qui confiftent en 
ce que les Courbes ont de remarquable dans un elpace 
fini , & qui fe réduifent. principalement à des. Points fngu- 
ders. On donne ce-nom aux Points qui fe dittinguent 
des autres Points de la même Courbe. par quelque chofe 
de particulier. 

Tout Point d’une Courbe eft fimple ou multiple. On 
apelle Poins firmple , celui qui n'apartient qu’à une fule 
Branche de la Courbe ,! &: Point multiple | celui qui eft 
commun à -plufieurs Branches. En particulier, on nomme 
Point ‘double celui quieft'commun à deux Branches ; 
Point rriple celüi qui aparüent à: trois 3 Part guadru- 
ple, ©. 

- Onvoit déjà que les Points multiples font finguliers. 
Les Points fimples le font auf, lorfqu'ils font Perrs d'In- 
flexion, où Points de Serpentement, 


162. Pour entendre ce que c’eft qu’une Zfexion & un 
Serpentement , & quels font leurs différens dégrés; on con- 
fidérera qu’une Droite compe une Ligne , quand elle la 
traverfe au point où elle la rencontre, & qu’elle laïle une 
partie de la Ligne d’un côté & une partie de l’autre. 
Cette Drojte s’apelle Sécente. 

Une 
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Ca. x, Une Sécante peut rencontrer la Courbe en plus d’un PL xvr. 
316% Loint, Si deux Porrrs de Sion S'aprochent infiniment 
J'un de l’autre , en forte qu'ils  réuniflènt & fe confon- 
dent en un feul, la Sécanté devient Tangénte , & les deux 
Points de féétion réunis ne font plus qu'un feul Ps qe 
tontait, où d'attonchement. 

Soit, par ex., un Cercle AEB décrit fur'le ‘diamétre Fig: 1vx. 
AB, qui coupe la Circonférence en deux Points A, B À 
éloignés de toute la diflance AB. Si l'on imagine que’ 
ce diamétre vient à f mouvoir parallèlement à lui-même ; 
& qu'il pale dans la fituation CD ; les Points de fe&ion 
fe font aprochés lun de l'autre, carla chorde CD ef 
plus petite que le diamétre AB. S'il continué à & mou- 
voir en cd, les Points de f&tion f raprochent toûjours 
plus, parce qu’une chorde eft d'autant plus petite qu’elle 
eft plus éloignée du centre ; jufqu'à ce que ce diamétre 
étant paflé en :9, il celle de couper ‘la circonférence , 
mais il la touche au Point E', où l'on peut feindre qu'il 
la coupe en deux points infiniment proches l’une de l’au- 
tré; parce qu'en cffer couper en deux Points réunis, c'elt 
toucher en un ful Point. | 

Une Tangente ‘eft donc cenfée rencontrer en deux 
Points la Courbe qu'elle touche , mais-en deux-Points in- 
finiment ‘broches Pan de Vautre |, & coïncidents. Ainf 

aus les Courbes ‘da fécond Ordre, la Tangente ne peut 
“icontrer a “Coutbe qu'au feul Point d'artouchement : 
car fi élle Ja TEnCoritroit en un autre Point, elle feroit cen- 
fée la TéNContrer ‘trois fois; ce qui n'eft pas poffible dans 
une Ligne de! cet-Ordre TK. 39 1h: É 


r63. Mais dans les Lignes des Ordres fupérieurs , la 
Tangente peut encore rencontrer la Couibe qu’elle tou- 
che. Si trois Points de. fefion f réuniflent , la Droite 
Qui pale par ces ‘trois Points réunis , Où infiniment pro= 
Prtrod, à ? Anahyfe des Lignes Courbes,  Ece  ches, 
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PXVL ches, touche & coupe en même .tems, la, Courbe; & le cu.x: 
Point où ils  réuniflent eft un Pont d'Irflexion. fr163: 

Soit , par ex. AdD une Parabole cubique repréfentée 
par l’ég: y—4#%x. Et foit conçuë au: point D une Tan- 
gente, qui coupe encore la Courbe en E. Si cette Tan- 
gente glifle le long de la Parabole , la touchant toüjours 
plus près de l’origine A:; quand elle fera parvenué en de, 
le Point de feétion e fe. fera aproché: du Point de contact 
d. Etil s’en aprochera toûjours plus , jufqu’à-ce que ces 
deux Points coïncident en A ; lorfque [a F'angente, par- 
venuë dans la fituation BA, touche & coupe la Courbe 
en un même Point A, où l’on peut concevoir trois Points 
réunis, {ç, le Point de fection & les deux Points auxquels 
cit équivalent le Point d'attouchement. 

Le Point À cft apellé Posnt d’Irflexion | parce qu'en ce 
point la Courbe eft comme pliée & fléchie ; la Branche, 
qui eft d’une part, tournant fa concavité du même côté 
vers lequel la Branche , qui eft de l’autre part, tourne fa 
convexité. 

On verra peut-être plus fenfiblement que toucher en 
un Point d’Inflexion eft une chofe. équivalente à couper 
trois Points réunis, fon {€ repréfente la même Parabole 
Kigs 113. DdAeE , par l'Origine A: de laquelle on a mené une 

Droite DAE oblique aux coordonnées | & qui rencon- 
tre la Courbe en deux autres Points D, E, Que cette 
Droite vienne à tourner fur le Point A, & à s’aprocher 
de la Ligne des ablcifles ; en pañlantde DAE en dAe. 
Les Points de fe&tion d, e, fe font aprochés de. l'Ori- 
gine A, & s’en aprocherontltoujours plus, jufqu’à-ce que 
la Droite DAE étant enfin paflée dans la fruation BAD, 
qui eft celle de lAxe des abfüifles, les trois Points de 
fe&tion D , A, E-font confondus en un feul Point A 
d’Inflexion. 
La Tangente au Point d’Inflexion eft donc cenfée ren- 
| LOQUCE 


Fig. 112, 
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C#.X. Contrer la Courbe en trois Points. Donc les Lignes du PL. Xyr 
$163 fcond Ordre ne font pas füfceptibles d'Inflexion L$. 30]. 
Et dans celles du troifiéme Ordre, la Tangente au point 
d'inflexion ne peut plus rencontrer la Courbe. 


164. Mais dans les Lignes du quatriéme Ordre & des 
Ordres füupérieurs | une Tangente AB en un Point d’Infle- Fig. 114, 
xion À peut encore rencontrer la Courbe, comme en B,. 
Si, par quelque füuppofition, la diftance AB devient infini- 
mentpetite Ab, la Droite AB ne coupe plus la Courbe , 
elle ne fait que la toucher. Mais ce contaët eft équivalent 
à quatre interféCtions, ou à deux attouchemens fimples , 
infiniment proches l’un de l’autre. L'Inflexion ne paroit 
plus, quoiïqu’elle exifte réellement ‘dans un efpace infini- 
ment petit, & quelle foit fenfible à l’Analyfe, dont la 
vuë ; fi l'on ofe parler ainfi, eft plus perçante que la n6- 
tre. On donne à ces Points le nom de Pænts de comble 
Zflexion ; où Points de Serpeniement *. 


165. De même , le: Poins de triple Imflexion eft celui 
dns le contaët duquel f réuniffent cinq interféétions : Et 
dans l’attouchement du Pois 4e quadruple Irflexion | où 
de double Serpentement font cenfés confondus fix Points 
de f&iori. En général, la multiplicité de l'Inflexion fe 
me Par le nombre des interfe&tions, moins deux, qui 
€ réuniffent dans le contaë de ce Point-là : & la multi- 
plicité du Serpentement par la moitié du nombre des in- 


terfe&tions moins deux, qui fonc cenfées confonduës 
dans le contaétde ce Poinehx. 


… 166. Il éft ait de voit que.les Inffexions font alternà= 
üvement vibbles’& invifblés , en pafant d'un dégré à 
Ece 2° l’autre 


* Mr. de MAUPERTUIS, Mem, de PAcad. 1729. p. 277 
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PL. XVI. l’autre * : que les fimples , les triples.. les quintuples , & cx x: 
en général celles d'un dégré impair ; font vifibles; parce 9 166 
qu’en ce Point-là la Courbe change: fa convexité en con- 
cavité, & que la Tangente y eft en. même Sécante. Mais 
que les Inflexions doubles, les quadruples, & en général 
celles d’un dégré pair , font invifibles, &-ne: différent en 
rien, à la vüé, des fimples Points de la Courbe : ils ne 
font reconnoiffables que par les effets que leur exiftence 
produit dans le Calcul. C’eft proprement ces Poinrs d'In- 
flexion invifible qu'on nomme Poines de Scrpentement. 


167. Il fuit de R&, que les Lignes les plus fimples , 
qui foient fufceptibles d'une Inflexion du dégré ?, font 
celles de l'Ordre +2 : parce qu’une Droite, qui touche 
une Courbe en un Point d’inflexion du dégré z , eft cen- 
fé la rencontrer en z #2 Points [4. 165 ].. Que les Li- 
gnes les plus fimples , qui foient füufceptibles d’un Serpen- 
tement du dégré v, font les Lignes de l'Ordre 20 #42 [ 4. 
165]. Et que dans les Lignes de l'Ordre +2 , OÙ 2% 
“#2, la Droite qui les touche en:un Point d'Inflexion du 
dégré ?, ou en un Point-de Serpentement du dégré v, 
ne peut plus les rencontrer [ 4. 39 ]: | 


fi 
Hal! 
Qu, 
\ 
ou! 
11 
4! 
Ru t 


168. On trouvera des Exemples de toutes ces efpèces 
de Points fimples , dans les Sommets des Paraboles dont 


os h ; : 
l'équation eft y—x%x ; » étant un nombre entier & po- 
fitif. 


I. La Parabole ordinaire y— xx n’a au fommet qu'un 
Point tout fimple , fans Inflexion, ni Serpentement. Auf, 
faifant y —0, on a ** 0, qui ma que deux racines 
X*—0, x —0o ; d'où il paroit que l'Axe des ab{cifles 

ne 
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* Hif. de l'Acad, 1730. pag. 72: 
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cu x. ne rencontre la Courbe au fommet que deux fois, qu'il la 
$. 168. touche fimplement. 


1L Mais la Parabole cubique y— x à une Inflexion 
à lOrigine. C’eft pourquoi-y—0 donne x? —0 , dont 
les trois racines égales x—0,x—0,x—0, montrent 
que là Ligne des abftiffes rencontre trois fois la Courbe 
à l'Origine , qu’elle y eft en même tems Tangente & Sé- 
cante. 

On le verra clairement , fi, au lie de léq : y—x*", 
on prend y— xx, qui repréfente une Courbe que 
lAxe des abiciffès touche à lOrigine A & rencontre au 
point B. Car, füfant y—o , on aura x°—Zz : 0, 
qui a trois racines x—o, X—O, x—#, Ainf l’Axe 


rencontre deux fois la Courbe en À, [c’eft-à-dire, il l'y 


touche], & une fois en B à l'extrémité de: l'abfeife AB 
—/. Mais f l’on conçoit que 4 diminuë par dégrés, le 
point B s’aproche de À, jufqu’à-ce que # devenant zéro , 
B tombe fur A ; l'ég : y—x— bx* deviendra I=X, 
dans laquelle la fappofition de »y—o donne à x trois va- 
leurs égales x—o, X=—=0, X—0, parce gue l’Axe des 
abfcifles rencontre trois fois la Courbe au Point À devenu 
Point d’Inflexion. 

Ou bien, qu’au lieu de 4: 7% ; on prenne = 
X—4x. Cette éqnaion Exprime une Courbe , qui 
COPE trois fois PAxe des ablüifles, f. à l'Origine À , & 
AUX points B, L, extrémités des abftifles AB——5, & 

= ; Car yo donne x° — 4x0 ; qui à trois 
FO D Se ae Con Éd int 
jufqu à S'anéantir > les points B & L s’aprochent de lOri- 
gine jufqu'à fe confondre avec le Point À. Alors l'é : 
y— x —bbx {fe réduit à J—=x , & fes trois racines 5% 
0, x—b, X— — } e réduifent à Y=0o, X— 0 A 
#0; çe qui marque un Point d’Inflexion à lOrigine, 


Ecez JII. La 


PL XVI. 


Fig. 115. 


Fig. 116; 


Fig. 1 17 
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ilI. La Parabole quarré- quarrée, y== x* a un Point cx. x. 
de Serpentement, ou de double Inflexion , à lOrigine, 9: 168: 
Car y—o donne x*—0, dont les quatre racines égales 
X—=0,X=—=0,*=——0;,%*—0 marquent que l’Axe des 
abftiffes rencontrera quatre fois Ta Courbe à l'Origine : & 
qu'ainfi ce Point, étant un Point fimple, eft Point de 
Serpertement. 

Cela fera rendu fenfible, en fubftituant à l'éq: y=x"; 

re. ns. lég:y=xt—#x, qui reépréfente une Courbe , que 
PAxe des abfiffes touche à l’Origine -A en un Point d’In- 
flexion , & coupeen un point B éloigné de A de la dif 
tance AB—+4, Car y—0o donne x*—#x=—o , dont 
les racines font x—=0,x—0, x—0;x—b. Mais à 
mefure que ? diminuë, B s’aproche d’A , avec lequel il fe 
confond enfin, quand Z, devenu zéro, rend la racine x 
b, égale aux trois autres x—0o. La Courbe bADB 
change alors fon équat : y=—xt—/#x? en celle-ci y =%x* 
& devient par conféquent une Parabole: quarré- quarrée 
bAd, äont l'Origine A eft un Point de Serpentement ; 
ou de double Inflexion , puifqu’auxtrois Points de fec- 
tion que renfermoit déjà le fommet A; il s’y joint-encore 
celui. qui étoit en B. 

On peut auffi, au lieu da y2xt , prendre léq: y— 
pt — (bb cc )x k bbee. Elle epréfente une Courbe ; 
qui coupe quatre fois Axe des ablaims, f. en c,b,B, 
& C, extrémités des ab{cifles Ac——;, Ab», 
AB—b, AC—56: çar ÿ—0 donne x*=— (Bec), 
»H bb: 0, qui à Ceÿ quatre racines x—6, xX=—#, 
x—b, x——6b, A mefure que à diminuera , Les 
points B & b s’aprocheront de À, & s’y réuniront quand 
b fera zéro. Alors la Courbe , dont l'équation clt y — 
XŸ — cexx, touche l’Axe des-abfcifles à l'Origine À , où 
ce contaét réunit les deux interfeëtions B, b, & elle con- 
tinué à le couper en C, c. Auf ÿy= 0 donne x*—rcexx 


0, 
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“—o, dont Jes quatre racines font KO NON C, pu KYL 
x——6c. Mais fi c devient aufi zéro, les deux Points 
de féétion C;, C viennent encore fe confondre avec les 
deux qui font déja en A, & le fommet de la Courbe, 
gui neft plus que la Parabole quarré-quarrée y — x*, 
réunit les quatre interfe&tions c, b, B, C. C’eft donc 
un Point de Serpentement. 

IV: La Parabole quarré-cubique y—x° à un Point de 
triple Inflexion à l’origine : puifque ÿ—o donne x'—0, 
qui a cinq racines égales à celle-ci x—o. L'Axe des 
abiciffes eft donc cenfé rencontrer cinq fois la Courbe à 
lOrigine, qui n’eft pourtant qu'un Point fimple: 

Si on fubfiituë à l'ég: y—x", l'ég: I—= x — (26 
cc) x°#Hbccx, on aura une Courbe, qui coupe cinq 
fois l'Axe des abicifiès , f. à l'Origine A, & aux extrémi- 
tés B,b, C,c, des abftiflès AB—— 4, Ab——#, AC 
6; AC——6c. En effêt, y—0o donne x — (47 
"Hec) x rh bhux—o, qui a ces cinq racines, X=—0, 
x—+, X—— +, NON — 6. 

Si, dans cette équation, on fait 2—+ , ce quila 
change en y x°—266x? i*x; les deux Points de fec- 
tion B & C fe réuniflènt en un Point de contaét , auffi 
bien que les deux Points b & c. L’Axe des ab{ciffes, qui 
Coupe la Courbe en A& la touche en deux autres Points , 
ft toûjours ‘cenfé Ja rencontrer cinq fois. 

Si, au lieu de fäire. b=—c, on eut fait —0o, les 
deux Points de fe&ion B, b fe feroient réunis au Point, 
de féétion À, l'Origine féroit devenuë un Point d’Infle- 
xion touché par la Ligne des abfcifles, & l'équation de 
la Courbe feroity— x" 4%, 

Mais, fi l'on fait &c—0o, les cinq Points de fec- 
tion fe confondent en un feul Point de triple Inflexion à 
lOrigine, & la Courbe devient la Parabole quarré-cubique 
dAD, dont l'équation eft y = x, 


Fgs 11% 


On 
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PLXVI On pourroit füivre à l'infini cette maniére de faire voit c4 x. 
que la Tangente au Point d’Infiexion rencontrera la Cour- S$:r6% 
be en deux Points de-plus qu'il n'y a‘d'unités dans l’ex- 
pofant du dégré de leur Inflexion.+ Et on trouvera géné- 


ralement que la Parabole , dontléquation eft y—X aa 
l'Origine une Inflexion du dégré 2—2, laquelle eft vifi- 
ble, fi z eft impair; iovifble, fi elt pair : en quel cas, 
c’eit un Serpentement du dégré 22— 14 


169. Trzzes font les fingularités des Points fimples. 
Quant aux Pants mulsiples, on a déja dit [$. 161 ] que 
le Point double eft celui qui cft commun à deux Branches 
de la Courbe , celui par où elle paffe, deux fois. Il y.a 
donc cette différence entre le Point double & le Point 
ordinaire, c'eft que, dans le Point ordinaire, la Tangente 
eft la feule Droite qui foit cenfée y rencontrer deux fois 
la Courbe; au lieu que toute Droite qui pañlé par un 
Point double eft cénfée y rencontrer la Courbe, au moins 
deux fois. 

Le Point triple eft celui qui'eft commun à trois Bran- 
ches de la Courbe, celui par lequel la Courbe pafle trois 
fois. Ainf il différe du Point d’Inflexion, en ce que dans 
celui-ci la Tangente eft la fule Droite qui foit cenfée y 
rencontrer trois fois la Courbes au lieu que toute Droite 
qui pañfe par ‘un Point triple eft cenfée y rencontrer la 
Courbe, -au moins trois fois. 

De même, le Point quadruple -eft celui par-lequel la 
Courbe pañlé quatre fois. Toute Droite qui :traverfe un 
Point quadruple eft donc cenfée y rencontrer la Courbe ; 
au moins quatte fois : «de qui fait la différence, du Point 
quadraple-au Point de Serpentement:, dont la Fangente 
feule eft cenféc y'rencontreriquatré fois la Courbe, 
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Cu. X Ceci s’aplique fans peine AUX Points guintuples , & en P£ XVI, 
$169 général aux Points d’une multiplicité quelconque. 

Ainfi pour favoir fi un Point affigné d’une Courbe eft 
un Point multiple, & quel eit le dégré de fà multiplicité: 
il faut examiner combien de fois une Droîte quelconque, 
menée par ce Point-là, y rencontre la Courbe *. 


170. Pour cet effet | on füppofera d’abord que l'Ori- 
gine-eit prife für le Point affigné, & confervant la pofi- 
tion de l’Axe des abfciffes » On donnera à celui des ordon- 
nées «ne polition” indéterminée. Cela fe fait [& 25. n°. 
2 ] en fubitituant dans l'équation de la Courbe 54 à y & 
ZKr4 à x5 ser marquant ici une raifon quelconque , 
c'eit-à-dire, une raifon indéterminée. Mais ; comme on 
Be transforme l'équation que pour favoir en combien de 
points la prémiére ordonnée rencontre la Courbe, ce qui 
ie trouve en fifant Z—o dans la transformée [$. rs. ], 
On peut faire cette fuppoñtion, même avant la fübftitu- 
tion, en écrivant fimplement r# pour y & 7x pour x. 
Cette fübiitution fe fera donc en écrivant feulement # 
Pour y, & 7 pour x, & multipliant chaque terne par la 
püiflance d'# dont lexpofant elt égal à la fomme des ex- 
Ponts de x & de } dans ce terme; c’eft-&-dire, en mul- 
tipliant les termes du prémier Rang par #, ceux du fecond 
Rang par #° > Ceux du:troifiéme par z°, &c. De cette 
maniere l’équar. &énérale x, by ex rh dyyexy +fx, 
"À gÿ°  Pxÿ ie BL » & change en #4 
CBs + CT) des + esr kr ) ue Cr ho bssr isrr 
Ha tés; Et cette derniére équation indique 
parle nombre de fes racines en combien de points une Droia 
te quelconque paflänt par Origine rencontre la Courbe h 


Lrod. à? nalyfe des Lignes Courbes. F£f Com. 


* MODE Gua; Ufage de L'Anal, pag. 88, & £ 
Ÿ Uage de L Anal. pag. 88. 
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PL,XVI, Comme on ne cherche ici qu’à favoir combien de fois Gu.x: 
cette Droite rencontre la Courbe à l'Origine ; ce n'eft $:17e 
qu'aux racines #—0o qu'il faut s'arrêter : car les autres 
indiquent bien des points où lordonnée primitive ren- 
contre la Courbe , mais ces points font hors de l'Origine 
[& rs]; au lieu que les racines égales à zéro marquant 
que la Droite dont nous parlons rencontre la Courbe à 
l'Origine , fi l'équation n’en a aucune, la Droite ne ren- 
contre point la Courbe à l'Origine: lOrigine n'eit pas 
un Point de la Courbe. Si l'équation n’a qu’une feule 
racine égale à zéro , la Droite rencontre une feule fais la 
Courbe à l'Origine, qui eft, par conféquent, un Point de 
lh Courbe, mais un Point fimple. Si cette équation a 
deux, trois, quatre, ou plufieurs racines égales à zéro , 
la Droite quelconque, menée par d'Origine, y rencontre 
la Courbe, deux , trois, quatre, ou plufieurs fois : POri- 
gine cit donc un Point double , triple, quadruple, mul- 
tiple. 

L'éq : 4% (bs Her )u + (disk esr +frr )aux (gs 
+ hssr ke isrr rt) u, Géo a autant de racines éga- 
les à zéro qu'il lui manque de termes initiaux. Elle n'eft 
pas divifible par #=—=0o, cle n'a donc point de racines 
égales à zéro; S'il ne lui manque le prémier terme 4. ‘Elle 
n'eft divifible qu’une fois par #0, clle n'a qu'une raci- 
ne zéro; fi, le terme # manquant, elle conferve le terme 
(Chs+cr)u. Elle ef divifble par #7 —0o, c'eft-à-dire, 
deux fois par #—o , & par conféquent elle a deux ra- 
cines zéro; fi les deux prémiers termes lui manquent. El- 
le a trois racines zéro , elle eft divifible par #°—0o ;1sil 
lui manque fès trois prémiers termes #, (2s+67 )4, (dss 
er +frr)u, &c 
Mais ces termes font juftement les Rangs horizontaux 
de l'équation de la Courbe placée fur le Triangle analyti- 
que, où l’on a changé x enr, & y en.s. Donc, autant 
qu'il 


CH. X, 
$. 170 
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qu'il manque de Rangs , y compris la Pointe, dans l’équa- 


7°. tion d’une Courbe, placée für le Tr. anal : autant de fois 


une Droite quelconque tirée par l'Origine eft- elle cenfée y 
rencontrer là Courbe. Ou, ce qui revient au même, le 
Rang le plus bas de l'équation exprime, par fon dégré, 
quelle eft la multiplicité du Point für lequel eft prife l'Ori- 
gine.  Ainfi la fule infpeétion de l'équation mife für le 
Triangle anal: fait connoitre fi la Courbe pale par l'Ori- 


gine, fi elle y a un Point multiple, & quel eft le dégré de 


fa multiplicité *, 


Exemple I, d'un Point fimple. Le Point P, la Droite 
AB, & la perpendiculaire PA abaiflée de P fur AB, étant 
donnés de pofition ; on décrit par points la Courbe PAM 
de cette maniére. On méne dû Point P une Droite quel- 
conque PM , qui coupe en B la Droite donnée AB, & 
on prend fur ceuc Droite les parties BM, Bm, égales à 
AB comprifé entre la perpendiculaire PA & loblique PB, 
Les Points M, m font à une Courbe, dont on demande 
l'équation. 

Qu'on prenne P pour l'Origine, & PA pour l’Axe des 
ordonnées , fur Jequel abaïffant, d’un point quelconque M 
de la Courbe , la perpendiculaire MQ, elle fera l’abfcife 
#»2Q étant l'ordonnée y ; & foit PÂ—%. Les Trian- 
gles femblables PQOM, PAB donnent cette proportion 


QT: MI] PA(4]: AB Donc AB, & BM: 


qui lui eft égale, eft ee Ainf PB° égal, à caufe du trian- 


g'e réélangle PAB à PAPA AR EET, ef 


HO) HXxx). Les mêmes triangles femblables P A B : 


Fff 2 PQM 


* Ufage de l'Anal, pag. 91. 
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PLXVIL P QM donnent la propofition PA°:AQ°—PB°:BM°, cx.x. 
: qui s'exprime analytiquement ainfi, 44:7y—24}+aa Si70 
AuXX 


JJ 
; 44 
2°, raïfon par — ], 44: Yy—24ÿ+ aa —yy#kxx: xx, 


c’eft-à-dire, en égalant lé produit des extrémes à celui 
des moyens , 44xx — y*— 249 #4 4ayy + xxyy — 24xxy 
K4axx, Où | ôtant de part & d'autre #zxx & divifant le 
relie par y ] y — 24yy + 44y Hxxy — 24xx —o. 

Si l’on place. cette équation für le Tr: anal: on verra 
que la Pointe refte vuide ; mais que , dans le prémier 
Rang ; Ja Cafe y eft remplie. Donc le Point P eft un des 
points de la Courbe, mais un Point fimple, 


Æ= + (632: xx): 


, où [divifant les termes de la 


*% O *X o 


Exemple I, d'un Point double. Si, dans la même Cour. 
be, on prend le point À pour lOrigine, & AB pour l'A- 
xe des abfcifles, fur lequel la perpendiculaire MN, abaiffée 
d’un point quelconque M de la Courbe, fera l’ordonnée 
y, AN l'abfciffe x, & AP—4:; on aura, à caufe des 
triangles fmblables, qui donnent PQ [#4]: QM ou 
AN[x]—PA[#]: AB, on aura, dis-je, AB => 
& menant AM, hypothenufe du triang: re&ang: AMN,' 
[Eucz..L 47 ] AN°HNM° = AM° — AB°##4 BM°+ 
2ABXBN{Eucz.IL 12 ]—[ puifque, par la conftruc- 
tion, AB cft égal à BM] 2AB°H2ABXxBN—2AB x 
(AB-HBN)—2ABRxAN. Mettant dans cette éq: A N° 
ÆNM° = 2AB% AN, au lieu de ces Lignes leurs valeurs 

analy= 
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Cu. X. 


— 4x + PLXVIL 
iqu ON AU XXE Wy— 2 TT, : 
$+170. analytiq cs, NY ay » Où [ multi 


? 


pliant de part & d'autre par # “Hy] > AXX YY 2 5x9 + 
Ji 24xx, foit y* »#H xxy AY y — 4Xxx — 0. 

Dans cette équation ; «mife fur le ‘Tr: anal : oh voit 
que la Pointe & le prémier Rang manquent , de forte que 
le fecond Rang eft le plus bas: Donc l'Origine A eft un 
Point double. Et en eflèt, les deux Branches PAM, 
P mA fe croiïfent en À. 


* O % 0 


Exemple IT, d'un Point triple. La Courbe AMmAm MA Pé ren 
f confhuit, ainfi. Du Centre C, pris fur PAxe AB des 
ordonnées, on. décrit par l'Origine A un demi - Cercle 
BQgqA. La Tangente AP étant prife pour l’Axe des 
ab{ciffès , à chaque abiüiffe AP on donne les ordonnées 
perpendiculaires PM, PAM, moyennes proportionelles 
entre À P & PQ prémiére ordonnée du Cercle’, 
Pm,P»", moyennes proportionelles entre À P & Pq fe- 
Conde ordonnée du Cercle, 

Cette Courbe eft compofée de deux feuilles AMmA ; 
& À MA réunies à l’Origi Point triple, qui 

; gine par un Point triple, qui 

eft le Concours’ des trois Branches MAM, MmA , MA. 
AU verra-t-on que dans l'équation de cette Courbe le 
plus bas King cit'le troifiéme. Car, fi lon nomme CA 
= ls APE x PMouù Pm—y; on aura, par la natu- 
re du Cercle, PQ ir + VC x x) . & P 
— yÿ(;rn— xx). Donc PM, ou Pm,{y ]; moyenne 
Propoitionelle entre À P [Lx] & P Q; ou Pq,[:,+ 
V Ci7r— xx) ] eit égale à VOrxExy Cirr— x XV) > 


FFE 3 &.. 


Er 


PLXVI, 
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& , en quarrant ; AR EN 1yT— XX ou CæXx. 
? 4 2 


1 


YY— IX —=— xyCirr—xx), & quarrant ENCOrE, y 
7x} HEIN EF ITAX À, OÙ y*—7x)} + XŸ — 0: 


C’eff-là l'équation de la Courbe, dont le plus bas Rang É 


qui confifte dans le ful terme:rxyy, eft le troifiéme Rang: 


Exemple IV, d'un Point quadruple. Le Cercle BNRQO 
étant décrit avec un raion AB—#, on déterminera tous 
les points de la Courbe AMNAOAQARA, en meriant un 
raion quelconque AC, & prenant fur ce raion la partie 
AM égale au Sinus DE de larc BD double de l’arc BC 
compris entre le raïon AC & le raïon AB donné de po- 
fition * 

Pour en avoir l'équation , qu’on abaifle l’ordonnée 
perpendiculaire MP |y}], qui détermine l'abfife AP [x], 
& AM fra —v(xx+yy). Les triangles AMP, 
AFB, femblables àcaufe de l'angle commun A & des 
angles droits P; F, donnent AM[YCx*+7 ÿ)]: MP 

AB AIRE ee mA M LIGNE 
BA Cale 7? [v< 

1x 
Hy))] , APfx]—AB{#]: ET ITU 
les triangles ABF, BDE, femblables à caufe de l'angle 
commun B & des angles droits F, E , donnent AB [4 |: 
ax 247 
_————— |— u 2 pieds ADE 
er erent et TETE TD 
égal, par conftruétion ;, à AMIVCxx#yy)]. Donc, 
égalaut le produit des moyens à celui des, exiremes,, 
av< jee HD) = Er ou (xx -Hyy) (XXI) 
== 24%), & En quarrant , x° "H 3xty" 3x YE Ke y° = 
2 ; 44ax ÿ. 


+ Guipo GRANDI, Flores Geometrici, Ÿ'e. Florent, 1728. 
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4 aax'y°. Dans cette équation, il ny a que deux Rangs; PL xvir. 
le fixiéme qui a quatre termes, & le quatriéme, qui n’en 

a qu'un feul 444xxyy. Auf voit-on que les quatre 
feuilles, qui compolfent cette Couibe, fe réuniflent à l'O- 
rigine, & y forment un.Point quadruple par le concours 

de quatre Branches. 


171: DEMANDE-T-0N d'un Point fitué hors de 
POrigine, s'il eft fimplé ou: multiple, & quel eft:le dégré 
de fa multiplicité > -On pourra k reconnoitre en tranfpor- 
tant lOrigine fur ce Point-là; cela fe fait [$25, #41 
en menant par ce Point une abfcifie & une ordonnée n 
qu'on nommera x & #7, & fubfituant, dans l'équation 
de la Courbe, »+z à x &n x à y.  Onjugera de la’ 
nature du Point en queflion par le nombre des Rangs qui 
manquent. à cette transformée [ {. préc. ]. 

Mais on s’épargnera beaucoup de Calcul , en füivant 
la voye abrégée qui a été indiquée au € 29; parce qu’on 
pourra ne pouflér le Calcul que jufqu'où il ett néceffäire . 
de le faire pour s’aflürer de ce qu’on cherche, 

Car fi lon fait attention aux opérations prefcrites dans 
ce. 29, on verra que x & y reflant: dansila transformée 
au lieu de 7 & 7; ces lettres x & y ne défignent plus des 
variables, mais des grandeurs données & déterminées, qui 
NC l'abfcifle &- l’ordonnée du Point dont on cherche la 
PAtUre ; de forte qu’on: fubftituë proprement x»#Hz à x & 
Ja à y; 

La prémiére Ligne;! qui eft l'équation même de la Cour- 
be, ne renfermant aucune ‘dés deux variables z & #, qui 
défignent Maintenant. les coordonnées ; cle eft donc le 
térme qui ‘Occuperoitula Cafe “de Ja Pointe; : Ainfi on 
fubftituera d’abord dans ce terme, auilieu de rx & y, leurs 
valeurs données #1 & 7 ; & fi cette üppofition: rie “réduit 
PAS Ce terme. à zéro, la Pointe n’eft pas vuide dans Jà 

trans- 
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LxXyI1. transformée :- elle a, par conféquent, un terme. conftant. Cx. X: 


Donc [.14] la Courbene paflè pas par l'Origine à lagucle S 172 


le cette transformée cit rélative ; le Point affigné n’elt pas 
même un Point de la Courbe; & on ne peut pas. deman- 
der s’il eft fimple ou multiple. 

Mais fi, par cette fübititution, l'équation de [a Cour- 
be, qui fait la prémiére Ligne de la transformée, eit ré- 
duite à zéro; le Point en queftion apartient à la Courbe; 
& pour fävoir s'il eft fimple ou multiple, on fera le calcul 
de la féconde Ligne: Elle a une partie de fes termes mulz 
tipliés par z, & lautre par z. Elle conftituë donc le pré- 
mier Rang de la transformée, qui contient la Cafe # & la 
Cafe 3. On fubfituera dans les coëfficients de z & de Z, 
au lieu de x & y, leurs valeurs #7 & #. Si ; après cette 
füubftitution, l’un ou l’autre de ces deux coëfficients fab 
fifie; c’eft une preuve que le prémier Rang de la transfor- 
mée pe manque pas. Le Point de l'Origine de cette trans- 
mée eft donc un Point fimple [ &. préc. |, & il n’eft pas 
néceffaire de pouffer le Calcul plus loin. 

Que fi Ja füubititution fait évanouir les deux coëff: 
cients dei# & de z , le prémier Rang manque dans la 
transformée. Le Point, qui én- eft d'Origine eft donc 
multiple. Pour connoitre le dégré de fa multiplicité, on 
procédera au calcul de la troifiéme Ligne. Elle renferme 
les trois termes 24} #2, 2z, qui rempliffent les trois Ca- 
fes du fcond Rang: On füubltituera donc dans: les coëf. 
ficients de ces trois termes’, 7 & » à x & y : & fi quel- 
cun de ces coëfficients füubfifté, le fécond Rang dela trans- 
formée n’eft pas nul. Donc le‘ Point en queftion eft un 
Point double & l'opération eft terminée. 

Mais fi ces trois coëfficients font zéro , le Point ef 
plus que double. On calculera donc la quatriéme ligne , 
qui, renfermant les termes #°, #°z,w22 & 7, fit le 
troifiéme Rang de la transformée , fis par la fübfitution 
de 
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Cx.x. de # & nà x & y , ce Rang ne s'évanouit pas. Alors PL.XVII: 
$11 Je Point dont on cherche la nature eftun Point triple ; 
& on peut s'arrêter là. À 
Si par la fubftitution cette Ligne eft réduite à zéro = 
le Point en queftion eft plus. que triple ; & on Contiuuera 
à procéder de la même maniére jufqu’à-ce qu'on foit ve- 
nu à une Ligne où un Rang, quirne difpatoiflè pas par la 
fnbfitution de #,# à x, y. Le nombre, qui marque le 
quantiéme elt ce Rang ; marque aufñfi le dégré de multipli- 
cité du Point propofé. 


Exemple I: Dans la Courbe * repréfentée par l'éq: 
D — 8y — 12%yy + IOYY KR 48 x #4 XX — G4x — 0 , 
on demande la nature du Point, dont lab{ciffe # & l'or- 
donnée # font l’une & l’autre égales à 2. 


On poféra en prémiére Ligne l'équation même 
J— 89° — 12xyy K 16}y + 48xy H4XX — 64%; 
& fübftituant 2 pour x, & » pour y; onaura 
16 64 — 96 #64 + 192 HA1G—— 128, 
ce qui étant — 0, on conclura que le Point indiqué eft 
un des Points de la Courbe. 

Pour favoir s'il eft fimple ou multiple, on calculera le 
cond Rang. Eh voici opération ff. 29 ] | 
V8 — 12%) 16)) + 48X) + 4XX — 64% 

FO OMS nr 0 11H RO ÉD'ÉMIOS LEE 
3 2 ? 
GI RAD ag ay Ba ue (rap 4 Br BA-6A)Z 
Subftituant dans ce fecond Rang 2 pour x & pour », 
onraurd t \" TS) Veau eEe tETUET 
(32969608 64H06) n FC A8 OC LL —-64)7 
celt-à-dire (0) # + (o)z. 


«Etrod. à P Analyfe des Lignes Courbes, G sg Puif. 


SSAURIN , Mem. de L' Acad, 1716. pag. 61. 
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exvi.  Puifque ce fecond Rang eft zéro , le Point propofé cu. x. 
n’eft pas fimple, mais multiple. $. 171 
Pour favoir sil eft double ou d’une multiplicité fupé- 
rieure, on calculera le troifiéme Rang , en continuant l’o- 
pération qui a été commencée. 


(4ÿ}—24 —24%)+3 2)+48x)4 #K (1 29)+48)+-8Xx—64)Z 
ÀO +:0 z+:+ +0 O!:xz 3:0 z::0 Oz O!:0 
Copy —24y 12 Ga Ci D e2 +422 


Il eft inutile d’examiner fi la fübftitution de 2 à x & y 
fera difparoitre ce fecond Rang , parce qu’on voit d’abord 
qu’elle ne peut anéantir le terme (4) zz, où il n’y a ni 
x, ni ÿ. 

à Anf le Point cherché n’eft qu’un Point double: &, f 
Pon n’a point d’autres vuës, il n’eft pas néceflaire de pouf- 
{er le Calcul plus loin. L 


Mais fi, par curiofité ou pour mieux connoitre cette 


Courbe, on achéve la transformation, le troifiéme & qua- 
triéme Rang feront 


(49— 38) +L(—12)uuz+(o)#22%H (o)7° 
H(1)atHCo)#z + Co)°2° +(Co)#2 " (o)z* 
qui par la fubfitution de 2 à y fe réduifent à — 12w#2 


hs, Ainf toute la transformée eft #*— 1222 2 — 
zg2uu+422=0. 


Cette équation a quatre racines 
u—+-V(62#+16+-4V(222+122-4-6)),ou+/(4z-4-8)+4(22F8) 
(61-1644 (222-H127-4-6)),ou -/(47-4-8)-VC2218) 
4—+-V(62+16 - 4/(222+1274-6)),ou+-/(4z8)- (2218) 
= (62416 - 4 (222-H122-+6)),où -4/(42-+8)+4/(2348) 


chacune 
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Ca. x. chacune defquelles indique une Branche parabolique, La PLxvri 
Ÿ 171 racine # — + y 43 + 8) 4 VC22%#k 8) indique la Bran- 
che fD. La racine 4—= —4/( 42 "48 )—V(22+8) AR 
marque la Branche Fd. La Branche FAE eft repréfentée 
par la racine 4% Y (4248) —4(22%4 8) ; & la 
Branche fAe par la racine u——#( 42% 8)+V(2z 
"H8). Ces deux derniérès pañlent par le Point A. Car 
—0 réduit les équations de ces deux Branches à # — 
HY3—Y8—0, & U—=—V 844 8—0o. Elles 
ont pour Afymptote courbe la Parabole EAe défignée par 
l'éq: au —=(6— 49 2)z; & la Parabole D Ad expri= 
mée par l'éq: #4 —=(6#H442)z eft PAfymptote courbe 
des Branches FD, FD: comme on le trouve aifément par 
le $. 142. L’équation propofée D — 83 —12xyy + 
16 YF 48xy »K 4xx — 64% — 0 repréfente la même 
Courbe, mais rélativement au point F, & alors le Point 
double À a fon abfciffé FG & fon ordonnée GA égales 
lune & l'autre à 2. 


Exemple 17 On propofe la Courbe dont l'équa- 
tion ef SH — 44) +2ayyxh2ax + 844) — 


4449X— 84" H2a*—o Et d'abord on demande 
quelle eft la nature du Point dont l’abfciffe # eft o re 
ordonnée » eft y. 
,, Pour le connoitre » On füubflituë o à x & 4 à y dans 
l'équation Propofée; ce qui la réduit à at x— 48% % 
84° x — Sat + 24 —— xt, Donc dans la transfor- 
mec QUI répréfenteroit la Courbe rélativement à lOrigine 
prife fur le Poinr afigné, il y auroit un terme conflant. 
Elle ne pañle donc pas par œ Point-là [ & 141]. 
2°. On demande enfüite quel eft le Point dont lab 
ciffe & l’ordonnée font chacune égale à 4. 
La fübflitution de + pour x & pour y réduifant l’é- 
Aauon propolée à [ at Hat — 4 7 0 + "H 24484 
Ggg 2 — 44° 
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PLXVIL — gat — Sat +'24t— | 0, on eft afluré que le Point cs.x: 
propofé eft un de ceux de la Courbe, $e17r: 
Mais eft-il fimple ou multiple? Pour répondre à cette 
queftion, on cherchera le prémier Rang de la transformée 
qui réfulte en fubfituant 442 à x & 4m à y. Le f- 
cond Rang que donne la füubfitution derx-H7à x,,& de 
ya à y ft C4 — 124 + 44)x HIC AY — 4a° x — 
82) n + (4x + 2ay H6ax — any) 2 ; qui; fubfituant 
a pour x & pour y, fe réduit à (44 —12 4 +44 + 
164 — 40 — 84? ju + 44 24 #K 64 — 44 )z, ou 
(Co) +(24 7 Le prémicr Rang ne: s’évanouiffant 
donc pas entiérement , on: conclura que le : Point’; dont 
labfcife & l’ordonnée font 4, eft ! bien un. Point dela 
Courbe ,: mais un Point fimple. 


3°. On demande la nature du Point dont l’abfüiffe eft 
— 4 & l’ordonnée 4. 

Ces valeurs fubftituées dans l'équation propofée la ré- 

duifent à at+ at — gut —0af— 20 + 8 at + 4ai — 
8at+2at, c’eft-à-direr, à zéro. Donc ce Point eft un 
de ceux de la Courbe. 
TT Ces mêmes valeurs fubftituées dans le» prémier Rang 
de la transformée le: changent en! (44° — 124— 447 
164 He 44° — 84°). 1 Æ(— 40 7% 24! HGa — 44 )%, 
ou(o)-(o)z. Ce Rang s’évanouiflant fait voir que 
le Point, dont l’ablcifle eft — 4 & l’ordonnée +, eft un 
Point multiple. 

On cherchera le dégré de fà multiplicité en :calculant 
le cond Rang. On trouve (6yy— 124) 24% + 84°) 
H (44) —-4an ) uz Æ(6xx Æ 6ax) 72, Où, mettant tot 
jours —4# pour x -& 4 pour y, (644— 1244 —— 244 
+ Saa ) un vi (aan — qua) nr (Gas —Gan)72, C’eft- 
à-dire, (o)wu FC(o)n2+4(o)22: 

Le Point propofé cft donc plus que double, & on cherchera 
le 


C4. X: 
$: 171. 
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le troifiéme Rang. Ceft (4y — 44) + (24 )uuz pLxvrr. 
Ho) #25 (4X+ 24)" : dont aucune fübfitution ne 
peut faire difparoitre le terme #wz , qui a pour coëfficient 
24. Le troifiéme Rang ne s’évanouit donc pas dans Ja 
transformée ; mais étant le plus bas Rang , il fait voir que 
le-Point.;-fur lequel on’a. porté POrigine , eft un Point 
triple: 

On peut s’aflurer de ceëi en continuant le Calcul de la 
transformation. Le voici en entier 


DR Î— 449 2ayx aux Bay 4ayx ——8ay 24% 
4:90 , 0:4, 305 2:/L; O0: 3%». 2-0, 1: 1 , 1:0, 0:0 


49124)" 4ayx 102 y — 4er 820) fe (4 P24) Gas 4e pe 
10,» 320) 3:4, 5-0 0:3,0:0 0:}5m3:0, 0:3,1:0 


(OP —124y + 24% HE aa) uu + ( DE ART) + (6xx HE Éax ) 23 


4) — 244 
3:03 +:0, 0:4, lo:0, 7:05 -0:0 0:7; O:} 
Mpneeeuter pre tome rene SR RE 


FU 44) 1840) uuzÆ (O)uzt 4 (4x L24)2 
30 » O:0, 0:0 0:7 ; O:0 


(Luf+(o)uz+(o)nz Et (o)uz Lx) 24 


La fübfitution de — 4 à x & de #ày, qui ne life, 
pornme on a vû, fubffter que les deux derniers Rangs , 
les réduit à 2444z — 242/»Hka*+zt—o , qui eft l'é- 
quation de la Courbe rélative à Origine placée fur le 
Point triple. 

Cette équation , réfoluë comme une équation du fe- 
cond dégré, manifefte quatre racines = EV(— as 
zy(aak24a%—%2%)), & donne cette Conftruétion. 
Du point C, avec un raïon CA—»# > , On décrira un F£: n& 
Cercle : on ménera deux diamétres parallèles aux coor- 
données fuppofées perpendiculairés lune à l’autre , & on 

Ggg 3 prendra 
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prendra pour Origine le point A déterminé par le raïon cx. x: 
CA, qui coupe en deux également les angles des coor- $. sr 
données de différents fignes. A chaque abfciffe comme 
AP, on donnera des ordonnées PM, PM, moyennes 
proportionelles entre l'abfifle AP & l'ordonnée du Cer- 
cle PN. Puifque AC—#y2, on aura AB—BC— 4, 
Nommant donc AP, 3, & PM,#, on aura CO—BP 
—AP—AB—=z—4, & ON—4y(CN°—CO*)— 
VCzaa— nat 242 — 23 )—V(aat24z— 77), & PN 
—ON—PO——47#H 4 Caaxk 242— 27). Donc 
PM[#], moyenne proportionelle entre AP [3] & PN 
[—4+ y Caark2a2— 721) ], ft égale à ÿ(— 42% 
zy (aa+242—727)). 

Du côté des abfcifles pofitives, cette Courbe n’a que 
deux Branches AMD, A MD; parce que la moyenne pro- 
portionelle entre l’abfciffe AP poñitive & l’ordonnée PN 
négative , eft imaginaire. Et on le voit clairement dans 
l'équation : car les racines Æy(—47—7y(aark24az 
—22)) ne peuvent être qu'imaginaires; ce qui eft"fous 
le figne radical étant négatif, quand z eft pofitive. Mais 
du côté des abfciffes négatives, la Courbe a quatre Bran- 
ches Ame, Ame, Ame, Ame; parce que, Z étant né- 
gative, les racines = (— 47 + ZYCañ+2ar—2%)) 
qui deviennent =#(C422ÿ(C44—-24:—32%7%)), font 
toutes quatre réelles, tant que z<4ÿ2— 4 [—BE— 
BA—AE |. 

Ainf la Courbe repréfentée par l'ég : #*+24uu2 + 
2t— 242 —0 eft une efpèce de Trefle, qui a un Point 
triple en A. L'ég: y*Æxt— 4 ay 4h 2 ayyx Hi 24x° + 
8 aayy — 4423x — 8 a'y rh 24*—0 reprélente la même 
Courbe, en prenant l'Origine fur le centre C du Cercle 
générateur. Aufñli a-t-on trouvé que le Point À, qui a 
ordonnée CB—%, & l'abfcif BA——4, elt un 
Point ROSE rdonnée CB—4, 

&t 
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Cu.x, & l'abfciffé BD=4, cft un Point fimple : & que Le point PL XVIL 
$.174 B , qui a l’ordonnée CB— 4, & l'abfcifte — 0, n'eft pas 
même un Point de la Courbe. 


172. Si le Point propolt fe trouve fur l’Axe des ab£ 
ciffès ou des ordonnées , ailleurs qu’à Origine ; le cal. 
cul fera plus abrégé, puifqu'il s’agit feulement de fabfti- 
tuer +3 À %, OU #+# à y, pour porter l’Origine für 
le Point affigné [. 25 ]: ce qui f fait commodément par 
la voye indiquée au &. 28. Car fi on ordonne l'équation 
par +, lorfqu'il faut fubftituer à y ; ou par y, lorfqu’il 
faut fübftituer à x; les termes & les Rangs de’ la transfor- 
mée fe trouveront fi bien rangés qu’il fera fäcile de pouf- 
fer le calcul feulement jufqu’au point qui cft nécefaire. 


Exemple. On propofe l'éq: y — 2 x°y + x rt 
GANG — 74% — 444) 4 184AXX — 204 x +84 — 0, 
& l’on demande la nature du Point qui eft fitué für l'Axe 


des abfciffes à la diftance 24 de lOrigine , c’eft- à - dire : 
du Point dont l'abfciffe eft 24, & lordonnée o. 

1 s’agit, pour porter l'Origine für le Point propofé 
de fübftituer 24»k2 à x; on ordonnera donc l'équation 
par y, . 


J'HCax HE Gax-444 D) G-7ax-p1 Baaxx-204 x 847) 


Le dernier terme eft celui qui, dans la transformée, oc- 
Cupera la Pointe. 11 fut donc voir ce qu’il devient quand 
x devient 24. Comme il fe réduit à 16 4*— 56 a* »fa 
724 — 404" 84at, ceft-à-dire à o; on voit déjà que 
le Point affigné eft un des Points de la Courbe. 

Enfüite puifque le terme y manque dans la propofée , 
il manquera aufh dans la-transformée, 1l fuffi donc, pour 
favoir fi le prémier Rang fubfifte ou s’évanouït , de cher- 
cher le terme 3, En voici le calcul 


+ 
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PLXVIL J'ÆH(2x +R Gax-4aR) yy H(xt-7ax ir 84° x -204 x B4t) Cu. x, 
ARLES 2 1 o +172, 


PH (4x 2 14x43 64° x — 204 )Z 


La fübftitution de 2 # à x dans le coëfficient de z le ré- 
duit à 324 — 844" "K 724 — 204, où 0. Donc le 

rémier Rang manque entiérement dans la transformée. 
Ainf le Point propolé eft un Point multiple. 

On cherchera le fecond Rang , qui a les trois termes 
#32, 2%. Le coëffcient de »y eft — 2x4 Gax— 444, 
que la fübftitution de 24 à x rend —84t+ 122 —4ut 
—0. Le coëfficient de yz eft auffi o, puifque le terme 
y, dont le coëñicient devroit produire celui de yz, man- 
que dans la propofée. Il fuffit donc de chercher le coëf 
ficient de 33 En Continuant le calcul commencé, 


PH (4x — 214x% #4 364°x — 204 )3 
3 2 1 


2 LS Ç = O 


H(Gxx— 212% 1844)2% 


2 4 écrit au lieu de x dans ce coëfficient Gxx— 214% 
5 1844 le réduit à 2494— 42444 1844, où o. Ainf 
le fecond Rang difparoït , & par conféquent le Point affi- 
gné’eft plus que double, 

S'il:eft plus queitriple , les coëfficients des termes »’, 
DYZ 3 Y22 > 2° du troifiéme Rang féront tous zéro, : Ce- 
lui de y’ eft o, puifque ce terme, manque dans la-propo- 
fée. Mais celui de y°z, qui et —4xh64, en écrivant 
24 pour *x, fe réduit à — 24. Donc le:troifiéme: Rang 
fubfifte,, & fans. aller plus loin, :on-peut .afirmenique le 
Point propofé eft un Point triple. & 51 

Mais f,, par curiofité, on achéve la transformation, 


de 
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Cux. D'H(2X 647-440) jy K Gt-7ax pi 8axt 204% Bat) PLXVII. 
6. 172 : 2 I [+] 4 3 2 ñ o 
1 NE TTET ESS 
H(—A4X Ga) y (4x 2 14x +364" X—204 3 
4 3 2 1 
CR = Q 2 Æ 7 (e] 
T7 2YJ22 "K (GXX — 214x 74 1844 ) 22 
O n ; o 


 (4x— 74) 
3 O 

Ho € 
on trouvera que l’équation de la Courbe, lOrigine étant 
portée fur le Point triple, eft y* TT 24))2 — 2y°2° +4 42? 
+z=o. Cette équation a quatre racines y — +4/(47 
222 y(44+ 4z)) qu'on peut conftruire ainfi. Avec 
un Paramétre — 4, on décrira la Parabole NBN, dont Fig. 129. 
BA foit la derniére dircétion : & prenant labfifle BA éga- 
le au Paramétre , on aura les ordonnées Ac, AC auf 
égales au Paramétre. On ménera la Droite BC qui aché- 
ve le triangle ifofcèle BAC , & prenant le point À pour 
lOrigine | on donnera à chaque ab{Gifle A P [z] des or- 
données PM, P M [y] & PM,PM[—y] égales aux 
A9YEnnes proportionelles entre l'ablcifle AP & les parties 

> QN , comprifes entre la Droite BCQ , & la Pa- 

rabole NB W. 

Car, puique AP — >, pp [= AB + AP ]—4++7, 
&, par la nature de la Parabole , PN—y(Caa+uz). 
De plus PQI=BP] = 447. Donc QN= 4474 
VCaa+a1), & QN— a Hz 44 4 42). Ainf PM, 
ou PM y], moyenne proportionelle entre À P & QN, 
ou QN, eft = (42 +22 2 2 (aa ke 42), 

I paroïit, par cette contftruétion » que la Courbe, du 


Ltrod, à l'Analyfe des Lignes Comrbes, : Hhh côté 
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PL XVII. côté des abfifles négatives, n’a que deux Branches AmB, Cx.x. 
AmB , qui font une Feuille, & dont les. ordonnées pm, $: 172: 
p/» font moyennes proportionelles entre labicife négative 
Ap; & la partie qn interceptée négative entre la Droite 
BC & la Parabole Bn C. “es Branches font repréfentées 
par les racines =yC42+22—2V (44% 22)), où, 7 
étant négative, ==V (—42+22 +2 V Ca4%k 23), 
Les deux autres Branches, que repréfenteroient les racines 
+ (az zh zV(aark2z)), ou, Z étant négative » 
+ ÿ(— 43 22 —% VCaak 72 )) font imaginaires > 
le Calcul démontrant aïfément que la grandeur fous le 
figne radical eft négative où imaginaire : d’ailleurs la 
moyenne proportionelle entre une ab{cifle négative Ap ; 
& une interceptée pofitive gz, ne peut être qu'imaginai- 
re. Mais, du côté des abiciffes poñitives, la Courbe a 
quatre Branches , dont deux AM, A M font la continua- 
tion des deux Branches Am, Az, exprimées par les ra- 
cines = y(Caz+2z— 2 VCaarkaz)), & dont les otdon- 
nées PM, PM font moyennes proportionelles entre AP 
& QN. Les deux autres Branches AM, AM font repré- 
fentées par les racines + y/(az+2z24%2V(aa+a2)), 

ui, du côté négatif, font imaginaires , & leurs ordon- 
nées PM, PM font moyennes proportionelles éntre A P 
& QN. Le Point À, où fe coupent les trois Branches 
mAM, "AM, MAM ef donc un Point triple, comme 


le Calcul l’a fait voir. 


D 
. H 
à 
“. 
H 


173. Les PRinciPes Ctablis dans les . précéd. 
donnent la Solution de ce Probléme : L'équation d'une 
Courbe étant donnée , trouver fi cette Courbe a des 
Points multiples, quelsils font, & où'ils font * ? 

Pour trouver les Points doubles, on procédera comme 

fi on 


* Ufage de l'Anal. pag: 238: 
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Cx.X, fi on vouloit transformer l'équation en fübftituant C$r71] pLxvir: 
$175. sus à x, & y +4 à J* mais on n'ira pas plus loin que 
la fconde Ligne , qui donne les termes # & %. On éga- 
lera leurs coëfficients à zéro, ce qui, avec l'équation pro- 
polée, fait trois équations. 

Pour connoitre les Points triples , on joindra aux trois 
équations, qui donnent les Points doubles, celles qui naïf. 
fent en égalant à zéro les coëfficients de », #2, & 2%. 
Et pour cet effet, il faudra pouflèr le Calcul de la trans- 
formation jufqu’à la troifiéme Ligne. 

On trouvera de même les Points quadruples , en for 
mant, outre les fix équations précédentes, les quatre que 
donnent les coëfficients de #° , #°3, #22, 2° égalés à zéro. 
Et ainfi de fuite. 

De forte que comme on a 3,6, 10, 15, ou &c. 
équations pour déterminer deux inconnuës x, y , le Pro= 
blême eft plus que déterminé ; & fera fouvent impoffible : 
parce qu’il fe peut fort bien que la Courbe propofée n'ait 
aucun Point multiple , ou du moins aucun Point de la 
muliplicité qu'on fappofe. 

L’Analyfe fournit les Régles néceffares pour détermi- 
ner ces inconnuës au moyen de tant d'équations , lorfque 
leurs valeurs font réelles. Ce qu'il y a de plus fimple, 
c'eft de voir d’abord fi la Courbe a quelques Points mul. 
tiples. On les trouvera en combinant trois équations , {€ 
la propofée & les deux que donnent les coëffcients de # 

CZ égalés à zéro. Sil paroit par-là que la Courbe a 
des Points multiples, on cherchera le dégré de leur multi. 
plicité par les Régles des $$. 170, ou 171. 

Or pour combiner enfémble les trois équations indi- 
quées, on cherchera la valeur d'x ou d’y par équation 
la plus commode des trois; on füubftituera cette valeur 
dans les deux autres; & on cherchera les racines commu 
nes à ces deux équations. Elles donneront les valeurs d’x 

Hhh 2 ou 
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FLXVIL ou d’y qui répondent aux Points multiples. Mais fi ces &, x. 
équations n’ont aucune racine commune, ou fielles mé- 6.r73. 
nent à quelque abfürdité, le Problème eft impoñble, & la 
Courbe n’a aucun Point multiple, 


Exemple TI. On demande fi la Courbe repréfentée 
par l’éq: xxy Hxyy — 4 —o à quelques Points mul- 
tiples ? 

On calculera le prémier Rang de la transformée qui 
nait de la fubflitution de x+z à x, & de y+y à y. Ce 
Rang eft (xx+2xy)#"KH(2xy+9yy)3. On aura donc 
trois équations à remplir, 1°. la propofée, 2°. le coëfi- 
cient dx égalé à zéro, 3°. le coëfficient de z égalé auf 
4 Z£ro. É 

1°. XXY-HxXYy—4/ = 0. 2°, XML 2% — 0, 3°. 2XÿHyy—= 0. 

La 3°. donne y— 0, ou y——2x. Zéro fubfi- 
tué pour y dans la 1°, donne — #* — 0 : ce qui eft ab- 
furde , puifque 4 eft une grandeur donnée. Et —2 x 
fubftitué pour y dans la 2°, la réduit à xx—4xx—0, 
Ou — 3xx—o, c'eft-à-dire, x—o, valeur qui fubfti- 
tuée dans la 1°, donne auffi —4+—0: ce qui cft abfur- 
de. Il eft donc impoñfible de trouver des valeurs d’y & 
d’x, qui fatisfaffent aux 3 équations à remplir. Aïnf la 
Courbe n’a aucun Point multiple. 


Exemple II. On propofe l'éq : sy — 2 4x5 
24yy +4 aaxy — 4° K 4nxx — 0° : & l’on demande fi la 
Courbe qu'elle repréfente a quelques Points multiples. 

Le prémier Rang de la transformée étant (2x7 — 
4 4XY +K 2 44) + 4ax — à )u KH(2XYY— 24YY+H 44) 
"244x%x)7, on a ces trois équations à remplir. 


1°. NY — 24x)y + 447} + 44xÿ — 4° y Ke 4axx 
OÙ Cx—4) YHÆCXx— 4) 4° y Ha — 0, 


2°,.2%'y 


Cu. X, 
$. 173. 
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2°..2X Y—A4AX) 2 44ÿLaax — 7 
où (x— 4) 2YH(x—4)44—0 

3 2XYY— 24yÿ+auy 2 44x—0: 
La feconde fe peut divifer par x—, & le quotient eff 
ZX) — 24) +44. Elle a donc ces deux racines X— #, 

AZ 4 

2(a—x)" 
pofée on la réduit à 4*— 0, ce qui eff abfürde : cette 
racine ne donne donc aucun Point multiple. De même, 


2 


& y— En fübfituant + pour x dans la pro= 


fübftituant Ê — jipour dans la propofée , elle & ré- 


duit à 34 —zatHaaxx —0o, OU X— À! 4. 
#4 e . , 
[=> ]—=4+, Mais ces valeurs fubfituées dans 
2(4—x) 


Donc y 


1a:3°, équation , donnent #— 24° Ha #4 —o, ou 
# —0, ce qui cft encore abfurde. Cette racine aufi ne 


donne donc aucun Point multiple. Aïnfila Courbe n’en 
a aucurr. 


Et c'eft ce que fait voir fà conftru@tion. Ayant décrit 
du centre C, avec un raïon CA=—;4, un Cercle dont 
on méne la Tangente AB—%; on prendra fur cette 
Tangente une abfciffé AP x ; & on lui donnera l’or- 
donnée PM [ 7]; égale à la droite AQ retranchée de 
l'Axe des ordonnées par la droite BQ, qui, partant du 

ont fixe B,, pafle par le Point N où PM rencontre la 


Circonférence du Cercle. Car les triangles femblables BAQ, 
BPN donnent BA [4]: AQ où PM[y]==BP[ 4—x |; 
PN[24— 4 Cia2— xx) par la nature du Cercle |. 
Donc LA AV (CS AG XX) — ay — x}; ce gui , 
tranfpofant , quarrant , &c. revient à l'équation propofée 
Ji 24X)° K 44) — ax) + aaxx — 1 )=0. 


HBh 3 Exm- 


PLXYIL 
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Exemple III. 1 s’agit de la Courbe repréfentée PÉe 


+ 


par léq: y*#K44y} #42 ÿ°x" He 4 GYAX — 3 ay — 
aa°x®  84°x— 8at—0. On demande fi elle a quelque 
Point multiple 2 

_ On commencera le Calcul de la transformation nécef- 
fire pour porter l'Origine fur un point quelconque. Le 


prémier Rang fera 


(4ÿ}+ 124) 4 yxx Ha4axx — 84") # HE CAM 84y* 
ax — 8 aax + 84°), 

de forte que les trois équations qu’on a à remplir, font 
1°.) +44) 2 ypnx+44yxex- 8 phxt=aaaxx+ 84" x-84*—0 
2°,4V rH124y" 4 yxxh4axx—84"—0, où prenant le quart, 

V'HK 34)} HIXX + 4XX — 24 —=0 

2°. 4 yyx HBayx ax —8aax + 84° —o , où prenant auff le 
JYN HE 24)X + 06° — 244% TK 24° = 0 quart , 


La 2°. de ces équations & divife par y"k4, & donne au 


quotient yy + 24) — 244 + XX. Elle a donc ces deux ra- 
cines ÿY——4, & XX—2 44 — 24) —)). Cette va- 
leur d’xx, fubftituée dans la 3°. équation, la réduit à »y* 
H 24)x + 244% — LAYX — JYX —— 244% HR 24° —=0, où 
24° —0, ce qui eft abfurde. Ainfi cette racine ne don- 
ne aucun Point multiple: Il n’en eft pas de même de la 
racine y——#4. Cette valeur fubitituée dans la 1°. & 
dans la 3°. équation, les réduit à xŸ—Gaaxx+8ax 
— 34 —0, & X°—zaax + 24 —0o. Pour avoir les 
racines communes à ces deux équations , on divifera l’une 
par l’autre, & le refle —344(xXx— 24x 7% 44 », divifant 
la Rconde , fera le diviféur commun. Sa racine unique 
ct x—1—0o. On examinera donc, fi les valeurs *—4, 


y—— 4 fatisfont aux trois équations qu'on a à remplir. 


Et comme elles fatisfont, on eft für que la Courbe a un 
Point mukiple, f. celui dont Pabfcifle eft # & l'ordon- 


née ——4. 


Ce 


3 


LEA: AS Te 


en 
ILOMNET SAT. 
i. A 


Cu. X, 
LE 173, 
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Ce Point n’eft que double. . Car fi on pafte à calculer 
le fecond Rang , on trouve d’abord CGyy Hr2 ay + 
2Xxx)44 ; OÙ; mettant T4 Pour y: & #4 pour x k 
(44 )uu: ce qui fait voir que le fécond Rang ne 
difparoit pas. 

Mais fi on achéve le Calcul , on trouvera pour lé 
quation de la Courbe, rélative à POrigine portée für le 
Point double , 2° — 4 ann st 4 4HUZ + 2 412 + 4 42) 
D RE A— Te 1h 

Cette Courbe fe peut décrire en faifant rouler un Cer- 
cle autour d’un autre Cercle égal. Soit AEA un Cercle 
décrit du centre C, avec le raïon CA—4. Si l'on fait 
rouler autour de lui un Cercle égal MEM; chaque Point 
de fà circonférence , comme M » décrira une Courbe 
AMAA. Soit A le point de la circonférence fixe {ur 
lequel étoit appliqué le point M, dans la prémiére pofition 
du Cercle mobile. De là, fappofons qu'en roulant il ait 
paflé dans la pofition ME M. Donc l'arc EM, qui a été 
appliqué fur larc EA , lui fera égal. AïnG les angles 
ACE, MDE font égaux, & le Triangle CDF et ifofdle ; 
au bien que AFM. Par conféquent AM & CD font 
parallèles. Donc AH, perpendiculaire für CD, cft pa- 
rallèle à EG, qui lui eft auffi perpendiculaire ; & EH ef 
égale à AG, moitié de AM. De plus, les triangles rec- 
tangles ACH, GEI font femblables, & même égaux , 
leurs hypothénufes AC, CE étant égales. Donc CH & 
CI font égales. Cela PofË, foit l’abicifle AP—3z, lor- 
donnée PM—%. Donc AM—#( AP: —- PM )=— 
V CZ3+ 44): Le raïon C A eft —= 4Soit CI — CH 
——s#41Donc EH=AG—4—5, & 2 AG [24— 25 
= AM[YÿC23+%%)]. Ainf I—=4— (22H un), 
De plus, les triangles femblables CEI, AMP donnent CE 
[a]: Cif[s où 4 —:4{ 224 410 )] = AM. 4 (z24ur)] 3 
AP [2] Donc 4:2=4y (234 vx (25 04) 5 
ou 


PLi,XVII, 


Hg. 1:1 


432 DES POINTS MULTIPLES, 


ELXVIL où 2424-27 Lun 22 /(22#4 um), & quarrant 44477 Cu.x. 
442 4 at 4 azun vh 2 2zuu + nt —> 44411 TR AMAUR , S-17R 
foit st 22ru0 + 7t + qauuz + 4427 — 4aauu —O. 


Exemple I. On demande quels Points multiples 
a la Courbe repréfentée par l’'ég: x*— 4) +24x"y+4ax 
344) + 440%) + 4aaxX — 4'ÿ —O. 

Le prémier Rang de. la -transformée. qui réfulte de la 
fubfitution de y-+s à y & de x+7 à x, lt C—34yy 
2 4x Gay +4uax—4})u+ (4x +4 4Xy + 124xx 
444 +8aex)z. Ona donc à remplir ces trois équa- 
tions , : 

1°. x*-2y "H24xxyH 4x +3 44)yrR4aax + 4aaxx—4" y —O 

2°, — 34yy rh 24xX + Gaay K 444X — à —= 0 

3°. 4x + 44xy  124Xx +4 44) + 8 4x —= 0 
La 3°. eft divifible par 4x+44, & donne au quotient 
xx k2ax+ ay. Elle a donc deux racines 4 x*H44—0, 
XXH-24X 
nn 
Si on fubftitue —+ pour x dans la 2°. on aura — 34} 
dt 644aÿ—34 —0, OÙ — za(a—y) —0, foit y 
— x, Ces valeurs de x, & de y, mifes dans ka 1° 
équation rendent fon prémier membre égal à zéro. . Donc 
Ja Courbe.a un Point multiple, qui a! pour, abfcifle —4 & 
pour ordonnée "H#. Mais il faut examiner fi l’autre raci- 


KXH 24%. 4 ac sie 
ne ÿ=— 7, men fournit point d'autres. Cette 


ou x——42, & xX-H24x Hay 20, Où Y—— 


valeur d’y fubftituée dans la 4°,/8& 2°. équations les chan- 
ge en (x Gax° + 144"xt # 1647x° "4 4x" x 24°x): 44 
— 0 & (3x 4 122Xx7 HI Gaaxx + 8a°x + 4Ÿ): 40: Di- 
vifant celle-là par celle-ci, le refte eft — 5 4* (xx + 24% 
aa), qui, égalé à zéro, donne x=—#, C’elt la 
même valeur qu'on a déja trouvée , & qui, fubfituée 

dans 
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Cu, X: XX + 24X . PLAncug 
S.17;, dans Vrritre donne y—#. Ainf cette fecon- XYIIL 


de racine de la 3°. équation ne donne pas d'autre Points 
multiples que la prémiére, 

On connoitra le dégré de fà multiplicité en continuant 
le calcul de la transformation. Le fecond Rang elt (—34y 
xk 344) uu “K C4 4x 244 )u2 H(Gxx 4 2 4) -H 12 4X x 
444)7%, OÙ, mettant — pour x & +kz pour ÿ , tous 
les termes s’évanouiflnt, Donc le Point eft plus que 
double. Mais fi on cherche le troifiéme Rang , on aura 
d'abord (—4)#° ; ce qui montre que ce Rang fubfifte, 
& que , par conféquent , le Point. cherché eft un Point 
triple. 

L'Origine étant portée fur ce Point, l'équation de la 
Courbe fe réduit à 2° 24022 — an —0o, qui a quatre 
FACINES Z—+4ÿ/(—44+nuy(aatan)), &, qui fe 
peut conftruire ainfi. Ayant décrit, avec un Paramétre F£: 133. 
4, la Parabole NCN , dont l’Axe des ordonnées ef 
CQ 3 on prendra für cette Courbe le point A, dont 
Pordonnée CB & l’abliffe BA font toutes deux égales à 
a. Ce Point A étant pris pour l'Origine | on ménera la 
Ligne des ordonnées PAp parallèle à CB, & on don- 
era à chaque ordonnée À P [#] des abfcifles PM [3] 
et ——Z], moyennes proportionelles entre AP 

> puifque AP [z]=BQ, CQ— CB 

#3; & QN, par la nature de la Parabole, 

VAE 44) 1 'Donc PN— "y y (asñ+au). 

Ainfi PM, moyenne proportionelle entre AP & PN eft 
= EV(— au Euy(anakan)). 

Du côté des ordonnées pofitives, la Courbe n’a que 
deux Branches infinies AM, AM, parce que des qua- 
re racines Æ ÿ(— an u W (aa man)) les deux 
EV(—au— nu /(aa%au)) font imaginaires , &e 
parce ; aufli, qu’on ne prend pas une moyenne propor- 

Lrtrod, à | "Analyfe des Lignes Courbes. lii tionelle 
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Prancue tionelle entre une grandeur pofitive AP & une négative c.x. 
XVII PM, Mais du côté des ordonnées négatives, la Courbe $: 173 
a deux feuilles Amm, Az, qui fe nouent en A & y 

font un Point triple. 


Exemple T7. On demande fi la Courbe repréfentée 
par l’éq: 1°. a quelque Point multiple? 

En fübfiituant dans cette équation y+z à y & x 
à x, on trouvera que les coëfficients de z# & de z dans 
‘le prémier Rang, égalés à zéro , donnent les équations 
2°, & 3°. 


1°, Y'EYYXX— 84) —4AYYX — 4ayXX 1044) 1 Eaayx 
HR SAAXX — 124 y —144 x — 34 — 0. 
2°, AD TR 2YXX—244)ÿ —8ayx—qaxx 3 844y1 Caax 
=) 2400; 
3°. 2YYX — 44Yy —BAyX 1 CA4y HIOAAX —144 — 0. 
2Yy 8ay+7as Ke 
WT 44)h 544 
cette valeur fübftituée dans les deux autres transforme la 
16, En '— 164) HI0S 4 ÿ°— 3644 y" + Cozatyt — 
608 4°y° — 804°Y° 5764/y— 3204 —0o, & la 2°. en 
3ÿ7— 284)" +163 &y°— 5104/ÿ* + 9044 ty — 848 a°y° 
+ 3044y+e24 —0o. On chercherà les racines com- 
munes à ces deux équations, en cherchant leur commun 
divifeur. Si on divife la 1°, par la 2°, on trouvera pour 
le refte — 9 (°— 124)" + Ganyt — 160 4 y} + 2404 ‘y 
— 1924 y+ 644"), & ce prémier refte divifant la 22 
équation donne un fecond refte — (53 — 50 2y* 
2164°ÿ° — 4964 Y" + 5924*y— 2884) , par lequel divi- 
fant le prémier refte multiplié par $ , on aura un troifié- 
me refle —16(3*—84y 240 y — 324 y HiGa* }, 
Ce troifiéme refle divifant le fecond donnera le quatriéme 
16 (3 


Cette 3°. équation donne x— 
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x X 16(3°— 64) + 124/y— 84°) qui divifé exa@tement le Prancuz 
$ 173. troifiéme. C’eft donc ce quatriéme refte qui contient les XVIL 
racines Communes aux trois équations à remplir. J? ‘qua- 
tion qu'il fournit y — 64yy 12 8y — 84 — 9 Ë 
quoique du troifiéme dégré, n’a qu'une racine ÿ— 2x 
—=0, dont cette équation eft le cube. Donc fi la Cour- 
be a quelque Point multiple, ce ne peut être que-für lab. 

fcifle de l’ordonnée y — 2 4. 
Et pour s’aflurer de fà jufte poñition , On fübfituera 


; 2yy — 84 44 
24 pour y dans l’éq : Ru SAP 748 & on trou- 
JP 44) KE 544 
VETA X——4#. Commeices valeurs — & 24, de x 
& de y, fubftituées dans les trois équations à remplir , 
font évanouir leur prémier membre, on peut conclure af- 
furément que le Point, dont l’'ablcifle eft —x & l’ordon- 
née 24, cit un Point multiple. 


On trouvera le dégré de fa multiplicité en continuant 
le Calcul de la transformation. Le fecond Rang eft (Gyy 
XX — 244) — 4ax 1944) 444 (4 yx — $ ay —8 ax 
K 1644 ) 2 x ( y) — 4A4Y Kk ç44) 27 , que la füubfitution 
de —4 à x & de 24 à y réduit à (o)#z H(0o)#3% 
HCaz)zz. Ainf, ce fecond Rang ne difparoïflant pas, 
On fait que le Point en queftion n’eit qu’un Point double, 


En ft, fi on pouffe jufqu'au bout le calcul de la 
transformation, on réduira l'équation de la Courbe à z* 
+ #27, TT Gauu2 K 443% — 0 ; qui f conitruit ainf.# 
On décrira du centre C, avec un raïon CA— 44, le Fig. 134 
Cercle ANDN, & fur le raïon CA > comme diamétre , 
le Cercle ANCN. On prendra le point À, où ces Cer- 
cles fe touchent, pour Origine, & ayant mené NN per- 
pendiculaire à lPabiafle AP [z], on partagera en deux 
également en M & M, les partis NN, NN interceptées 
entre les deux circonférences. Les points M, M, font 

lii 2 ceux 
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Pravcus ceux de la Courbe. Car PN—#y(APXPD) —V (843.0 x. 
SVT __yz), & PN—Y(APxXPC)—#(4az—73). Donc, S:17 
du côté pofñitif, PM=—= +7 #(C843—22)"H:9C442— 

22), & PM=+IVC 822 — 23) —:4y(4az— 22); à, 
du côté négatif, PM——:v(C842—27)—:49 (442% 
22), &PM——:;V(842—72)KiV(4ar — 22): 
en général #——+;:y(842 22)E:V(447%—22). 
Donc #1 —:(842— 72) M i(4az— 22); (324472. 

— 1242 +72), ou wu— 34242727 LI Y( 324472 
— 1242 42), foit s*— Gauur + gaazz + Tiuu — 

242 += 8aazz — 347 + 32°, & enfin #*—cauuz 
vu 4423 4 uno. Il eft manifefte , par cette équa- 
tion & par la conftruétion qu’on vient d’en donner, que 
la Courbe a.un Point double à l’Origine A, où les Bran- 

ches MAM, MAM viennent fe toucher. 


Exemple 17” TI. On propofe la Courbe repréfentée 
par l’éq : + xt — 244yy — 2 bbxx 1 bo. Et on 
demande fi elle a des Points multiples ? 

Le prémier Rang de la transformée étant (4:y° 
quay)u+(ax —4bbx)z, on a ces trois équations à 
remplir ; 

1°, YtH xt — 244yy — 2bbxx + bf — 0 

si 49 — AAûÿ —=0 

2°. 4% —4bbx— 0 


La 2°. a les trois racines ÿp— 0, y=—4,7—=—4. Er 
la 3e. auñi les trois racines x—o , x—6b, x——b. 
On combinera donc les trois valeurs d’y avéc les trois va- 
leurs d’x: ce qui fait neuf combinaifons. 


DES POINTS MULTIPLES, 


437 

Cu.X. x——0,y—0 DUREE ET de ce qui eft abfurde: 

$173 x—0,y—4 }Ces valeurs 474-024 em) LE h# 0 ce qui eft abfurde , à 
x—09= 4 / d'x & d'y\4+0-24t-0 Hbt—0 moins que 4 ne foit 

J ++ O-2b #Lb#—0o b, 


} ce qui eft abfurde, 


fubftituées 


7 
se l'é- at bt-2at-2btbbt= 0 
quation atLhi=2at-2btLht= 0 
propofée Æ ce 

* == ph yEee la changent O#b#-0-2b#L 4 0, 


a) Ca ao par 
X=- b,y= —4 af bt-2at-2ht 4 54 o cq urde. 


x—b » — €, 
X—b »V—=4 
X—b,y—- A 


Il paroït donc que, hors le cas où 4—b, la Courbe Praxcur 

n'a que deux Points multiples, qui répondent à l’ordon- XYUL 
née y—=0o, & aux abfaiflès x— D, x — 4. C'eft au 
ce que confirme l’examen de la Courbe, Son équation 
marque que fes Axes font en même tems Diamétres & 
Contrediamétres [ &. 76 ]. Elle fe peut réduire à V—= 
LE VC aa HE y( at — (xx — LB Y)). Chaque abfifle x 
aura donc quatre ordonnées, tant que x <y(aa+tb). 
Si lon fait #—o, on aura ÿ——+ VCaa+ a*—b+t)), 
Ainfi prenant fur l’Axe des ordonnées, AG & AC, éga- 
les à EV(as y (at—5#)), & Ac, Ac, égales à 
ÆE Y(aa— V(at —b*)), les Points C,C,c,c, feront 
des Points de la Courbe: Sï on fait X=—==4, on aura 
= + VCaaEyat)=+y/(aa aa)=tay2z & 
9+ Prenant donc AB & Ab égales à +2, les Points B 
> font les Points doubles de la Courbe, Mais ces 
abfCifles AB & Ab ont encore les ordonnées B!D:., bd, 
> bd, égales à + 42. Si l'on fait x——4/(aa+ bb), 

ON AURA VE aa ETC 2 ))—— y, Donc, 
prenant les abfciflés AE’, Ae égales à + (#4 +6), & 
leur appliquant les ordonnées EF, EF,ef, cf, égales à 
+4, les Points F, F, f, f font encore des Points de la 
Courbe, & même des limites, Car f x> (a+ bb), 
7 Cf imaginaire. On voit par-là, & on verroit encore: 
Lit 3 plus: 


Fig. 13% 
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Pcancue plus clairement par un détail , mais un peu long ; que la Cn.x. 
XVI Courbe a la figure de deux cœurs qui fe pénétrent lun $: 173: 
l'autre par la pointe, & fe croifent en B & b qui font les 

deux Points doubles que nous a donné le calcul. 

Ce même calcul fait voir que quand 4—4, les points 
C, C extrémités des ordonnées AC—4, AC=—4, 
font encore des Points doubles. Dans ce cas, la Courbe 
en a quatre ; & elle eft compofée de deux Ovales qui fe 
croifent en B, C,b,C. Mais il faut remarquer que cet- 
te Courbe n’eft pas, comme la précédente, une Courbe 
fimple : c’eft l'affémblage de deux Courbes, chaque Ova- 
Je étant une Ligne du fecond Ordre. Car l'équation pro- 
pofée , réduite, par la füppoñition de 4 —2, à y x°— 
2 4ayy — 2 aaxx “Hat —0 , fe décompofe en ces deux 
MEHR V2 EH XX — 48 —O, K Jy—xyV2E xx — 44 
—0. Donc [4 21], la Courbe qu'elle repréfente eft 
compofée de deux autres. 


Exemple J/II. On demande les Points multiples 
de la Courbe repréfentée par l’éq :,x*— 24) — 344} 
— QUAXX 4 4° — 0? 


Les trois équations à remplir font 


1e, Xt— 24ÿ) — 344) —244XX 4 0 
2°. — 64)y — 6Caay —= 9 
RE AIX" —— 4 44% —= O4 


© La 2% a deux racines yo & y——4, & la 35 
trois x——0, X—4, X==-#, qu'on combinera.les 


unes avec les autres: 
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X——0,y—0 } raleurs( 2 T0 O0— out ui eft abfurde. : 
pue X— 0, JA TA ge A dy CH2at-3at On t—0 RE 
fubflituées - 


440 —0 —2 48 Lt O 
dans la + 


X——=4;Y — 


4, Y= 4 ce 13 N 472442348244 0, ce an: | 
X——=4,) propofée la + 3 2 » Qui eff abfurde, 


changent ) 
X= —4,) —0 ne AŸ—O —0 —24t Lt 0 


x -ay= ra) Haat-gat-2a-pat= 0 , ce qui ef abfurde. 


Il ne peut donc y avoir que trois Points multiples ; un, Praxcur 
dont labciffe eft o, & l’ordonnée — a; un, dont l'ab- ÉVUL 
fcife eft z & l’ordonnée o 5; & un, dont l'abcifle eft —# 
& l’ordonnée o. 

Ces Points ne font que doubles, Car le fecond Rang 
de la transformée eft C— Gay — za )un H(O)zz 
(G4X — 244 )zz; que la fubftitution de o pour x & —4# 
pour y réduit à 3 avt — 2447: : que la fübftitution de # 
pour x & de o pour y change en — 3440 »: 4 4423 ;, 
& que la fübflitution de — pour x & de o pour y 
transforme encore en — 3 4444 44412. Donc aucune 
de ces füppoñitions ne faifant difparoitre le fecond Rang , 
les trois Points multiples de la Courbe ne font que des 
Points doubles, 


L’équation de Ja Courbe D — 2 aa%x + pt — 24 
344)y fe réfout en ces quatre racines x = + #/( 44 

Si on fait y—0o, on aura x——+ 

Qu'on prenne donc les abfcifles AB 4, 

B, b front des Points de la Courbe, & mé- 

oubles. Si on fait y—34, ‘on aura X — 

eV (44e VC oaLslaa EE e: & o. ,Ainfi 
prenant l'ordonnée AC —:, ; fe Point C cft un de ceux 
de la Courbe, auffi bien » CXtrÉémIi- 
tés des abicifles CD —=+ 44/2, Les 
racines + 4/( 44 —JV(24y + 34a)) défignent les Bran. 
ches BC, bC, qui fe terminent au Point C ; ces racines 
deve- 
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PLaneue devenant imaginaires, quand » > 24: Mais les racines cx x. 
XVIIL #=4/( 44 y ÿ( 247 + 344)) défignent les Branches BD, $. 173 
bd, qui font paraboliques & vont à l'infini. Du coté 
des ordonnées négatives, fi lon prend y——#, on 
aura x— Carta (z3aa— 2aa))=—+ay2 & 

o. Prenant donc l’ordonnée AE——4, le Point E 
apartient à la Courbe ; il en eft même un Point double. 

Er fi à cette ordonnée AE on donne les deux abfciffes 
EF—+4y2,Ef——4y2, où aura encore deux 
Points de la Courbe, F, f. Enfin, fi l’on fait y=—— 

— ia, on aura x— (aa ta (3aa — 3447) — 

— 4, de forte que l'ordonnée AG——— 24 n’a que deux 
abfifles GH—+4, Gh——42, & ces abfciffes font 
des limites ; car les ordonnées plus négatives que AG 
mont que des abfciflès imaginaires. On voit par-là que 
la Courbe eft compofée de deux Branches paraboliques , 
qui fé nouent aux Points B, b, E, qui ont été affignés 

par le calcul. 


174. C’esr encore par le Principe du (. 170, qu'on 
peut rélouäre ce Problème *. L’équation d'une Courbe 
étant donnée, trouver les conditions qui donnent des 
Points multiples à la Courbe ? 

Ce Problème n’a lieu que quand l'équation renferme 
plufeurs lettres qui défignent des grandeurs conftantes. 
Lorfqu'elle n’en a qu'une, comme dans prefque tous les 
Exemples précédents , l'augmentation ou diminution de ce 
Paramêtre ne produit que des Courbes femblables , qui 
toutes, ou n’ont aucun-Point multiple, ou en ont le mê- 
me nombre. 

Mais quand l’équation renferme plufieurs conftantes , 
il arrive fouvent que certains raports de ces conftantes 

don- 


+ Ufage de l'Anal. pag. 240. 
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Ca x. donnent à la Courbe des Points multiples que d’autres Pravens 
$.174 raports leur refufent. XVIHIL 

Pour déterminer ces raports, on fera les mêmes équa- 
tions qui ont été indiquées au 4 préc. Mais les Opéra- 
tions qu'on fera fur ces équations, au lieu d'aller à déter- 
miner les variables x &-», iront à les exterminer ; afin 
qu'il refte des équations entre les: quantités conftantes , 
qui,expriment leurs raports propres à donner des Points 
multiples ; ou: qui manifeftent limpoñfbilité des! Points 
multiples dans cette Courbe. 

Ainfi, puifque l’exiftence des Points doubles donne 
trois équations [| {. préc. ], defquelles il n’en refte qu'une 
quand on a éliminé,» & y; l'exiftence des Points doubles 
dépend en général d’une feule condition. ui 

Celle des Points triples fournit _fix équations, qui fe 
réduifent à quatre quand on a éliminé x & y : l'exiften- 
ce d’un Point triple dépend donc en général de quatre 
conditions. D | 

De même, celle d’un Point quadruple dépend de. huit 
conditions ; celle d’un Point quintuple de treize condi- 
tions; &c. Celle d’un Point d’une multiplicité du dégré 
2, de 3##414— 2 conditions. 

Cela n’eft ainfi qu’en général, & n’empêche pas que, 

ans, plufeurs Cas particuliers , des équations qui renfer- 
ment plufeurs conftantes ne puiflent être telles que, quel- 
que füppoñition qu'on fafle , les Courbes qu'elles repré- 


fentent auront toûjours des Points multiples, ou n’en au- 
ront jamais, 


Exemple Z on demande ; fi là Coutbe CMBm 
& des Points multiples, où ils font, & ce qu'ils font? Sa 
Conftruétion ef telle, 

Surle diamétre AB du Cercle ANBn, on prend à 
volonté un Point C , & menant une infinité de perpen- 


Zitrod, à P Analyfe des Lignes Courbes, * Kkk dicu- 
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Praxene diculaires à ce diamétre , comme NPn, qui coupe le cu. x. 
XVIL * diamétre en P & la circonférence en N, n3 on tire par +174 
C:les droites CM; Cm parallèles à AN, A n. Les Points 

M, m font des Points dela Courbe: 

Si on nomme l’abfciflé AP, x ; l’ordonnée PM, y; 
le diamétre AB, 4; fà partie AC, #3; on aura CP=— x 
2h} &, par la nature du Cerde, PN—=+YAPXxPB 
5 (ax x#). Les 'triang # fembl: APN ,'CPM, don- 
nent. À Pè [xx Ji PNA 4x xx JC Pr {xx 2bx 
+6b]: PM[y"]. Donc,-mulipliant les extrêmes & 
les'moyennes,-&"divifantpar x, %yy4+ x 2h 4) xx 
"H(bbHoab)x—abb — 0. 

Pour avoir en? gucbicas cette Courbe peut avoir des 
Points multiples , ‘16h ‘cherchera let préfmier Rang de la 
transformée" quitréfülte ‘derla! fabfitution”de y à y, 
& de x+7 à x7 Ce Rang ct (2x7) ++ 3xx 
—2(2hHa)xæHÆ(bbFoab))z. 

On aura donc , y compris la propofée ; ‘ces trois 
équations à remplir; ! | 


1°, XYY + X° PASS PSN OT EST SCA ru: 
2°, yyrK 3Xxx — 2(2bHa)x+CébrH 24b )—= 0 
3. 2X Or 


La 3°. donne, où x—=0; où Y—0, c’eft-à-dire, que 
les Points multiples dela Courbe, fi elle en a, f trouvent 
ou fur l’Axe des ordonnées ou fur celui des abfiffes. 
Qu'on faffe d’abord x—o, & l’on aura les Points 
multiples qui fe peuvent trouver für la Ligne des ordon- 
nées. En fubftituant © pour x dans. les équations 1° & 
2°, on les réduit à —#4b—o & bb »4b —0;, qui 
ne peuvent s’accorder qu'autaut que à eft —0: Mais 
cette valeur de 8, fubftituée dans la propofée, la change 
En XYY+x —4xx—o, réduétible cn ces deux-cy 
X—0, & JJFxx—4x—0. La prémiére défigne 
c PAxe 
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Cx. l'Axe des ordonnées[ $.40 , II, 2} & la féconde le Cer- praxeux 
$:174 cle ANBn. Le fyfléme.de ces deux Lignes, qui fe tou- XVL 
chent en A, y forme un Point double. Mais c’eft-là un 
Cas particulier | qui n'eft compris qu'incidémmént dans 
l'équation de la Courbe propofée. On peut donc -aflürer 
que, hors ce Cas-là, la Courbe n’a aucun Point multiple 

fur l'Axe des .ordonnées. 

Voyons fi elle en a: fur l’Axe des ablciffes.  C’eft la 
feconde racine y—o de léquation 3°, qui les indique. 
Cette valeur d’y fubfituée dans les équat: 1°. & 2° les 
change en x°— (2844) x° H(bbHRarab)x— 4abb 
—0, & en 3xxX—(4bhH24)x + bb HE 24b—o. La 
Courbe aura, donc quelque Point multiple ; fi on peut 
trouver une valeur d’x,-qui fatisfafle en même tems à ces 
deux équations. Que fi elle n’y fatisfait qu'au cas que # 
& P ayent certain raport , ce raport ef la condition qui 
donne à la Courbe un ou plufeurs Points multiples. 1] 
faut donc chercher le divifèur commun de ces deux équa- 
tions. On trouvera; par les régles ordinaires , que l’une 
& l’autre. eft divifible par x—#, qui, égalé à zéro, don- 
ne x —b. ” 

Donc, quelque füppofition qu’on fafle touchant le 
raport. d’4 & b,. la Courbe a un Point multiple: à l’extré- 
mité de l'ablcifle £, c’éft-à-dire en C. Et on verra aifé- 
ment que ce Point eft un Point double: ce que la Conf- 


Ar HDR géométrique de la Courbe rend auffi fort fen- 
ible. 


Exemple IT On propofe léquation femblable , 
mais. plus générale, xyy 4% Hbxx rx 20, & 
lon demande quel doit être le raport des quantités conf 
tantes 4, /, 6, d, afin que la Courbe repréfentée par cette 
équation ait quelque Point multiple ? 


Kkk 2 Les 


PLANCHE 
XVYIIL 
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Les trois équations à remplir feront 

1€, Xyÿ K 4x? 4 bx LU cx Ed —0o 

2°. YY rK 3axx 4 2bx ic —0o 

3°. 2X} — 0. ; 

Cette derniére donne x —o , ou y=e, c’eft-à-dire, 
que les Points multiples, fi la Courbe en a, né peuvent 
fe trouver que fur l’Axer des ordonnées ou für celui des 
ab{ciffes. 

La füuppoñition de *—o change la propofée en 4—0. 
Donc, fi la Courbe a des Points multiples fur l'Axe des 
ordonnées , il faut que # foit —o. Alors l'équation de 
la Courbe eft xyy ax »Hbxt Hix—o, qui fe réfoud 
en ces deux x— 0 , & YYHax Lbx+te—o. Elle 
exprime donc l’Axe des ordonnées avec une Courbe du 
fecond Ordre. Ces deux Lignes fe coupent en deux 
points fitués aux extrémités des ordonnées »Hy—: & 
—v— 6; grandeurs qui ne féront pas imaginaires , fi e 
eft négative: & cés deux interfétions peuvent être regar- 
dées comme des Points doubles du Syftéme de ces deux 
Lignes. ‘ 

La fuppoñition de ÿ=—=0, qui donne les Points mul- 
tiples fur l’Axe des abiciffés, change la propofée en 4x° 
HOx* ex do, & l'équation 2°: en 3 4x° + 2x + 
c—o. La Courbe aura donc des Points multiples , fi ces 
deux équations ont quelque racine commune. Ainf il 
faut voir quelle rélation de 4, b, « ,4 ; peut leur donner 
une racine commune. On la trouvera.en divifant la 1°. 

: à Gat — 2h} oad— bc 
par la 2°, & celle-ci par le refte ee AE me ; 
DAtEees. Le refte de cette feconde divifion eft 
Gac— 26b 
3 O4A0 — oabbcc — 162 aabid 4: 36 ab'4 ZA3a' dd, ou, 

divifant 


ou x+ 
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Cu X. divifant par 94, 446 — bbic — 18abcd + ha 27aadd. Piasens 
174 Si les-équat: 1°, & 2°, ont quelque racine COmmune;;vy. XVIE 
étant — 0, ce refte doit être —0o,. C’eft donc Péquat: 
440 — bec — 1 8abcd + 4b°d 4 2 andd— 0 » Qui expri- 
me la rélation des coëffcients 4, b, c, d, propre à don- 
ner à la Courbe un Point multiple. Ce Point fera für 
l'Axe, des abfifles, à l'extrémité de l'abfime ne ; 
04 d — bc 


qui fe déduit de l’ég: NH ==; facine com- 


mune des équations 1°, & 2°, 

Ce n’eft qu'un Point double; car fi on cherche le fe- 
cond Rang de la transformée, on trouvera d’abord Cx)u, 
qui ne s'évanouit que par la füppoñition de x-— 0; fup- 
pofition qui, comme on l'a vü, change là Courbe en 
une Ligne du fècond Ordre combinée avec une Droite. 

Si on fait attention que la fuppoñition J—0 marque 
que les Points multiples, fi la Courbe en à , {© trouvent 
fur PAxe des abfcifles, & qu'elle change la propofée en 
ax LH bx Lcx d—o , dont les racines marquent les 
abfciffes par l'extrémité defquelles pañle la Courbe ; on 
conclura d’abord que la Courbe n'a de Points doubles 
qu’autant que l'éq : 4X Mb Mcx H d—0o a des ra 
Ses ales ; puifque pour former un Point double » il 
faut le SSreours de deux Points fimples 

Et c'eft auf juflement ce qu’exprime l'équation 2°, 
transformée par la füppoñition de J=—=0 en 34x° 2 bx 
+t— 0. Celle-ci fe forme de l'éq: ax br Lcrx ty 
—0, €n multipliant fes termes par la progrefion arith- 
métiquE 3: 2, 1, 0. Et la Régle de Mr. Hupbe mon- 
tre que quand une équation a deux racines égales; fi on 
multiplie fs termes par ceux d’une progreffion arithméti- 
que , le produit eft une équation qui aura une del ces | 
racines égales, [ 7. Append, N°.3 |]. 

KEK 2 Exemple 


PLANCHE 
X V1. 
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Exemple III. Mais G l'équation de la Courbe Cs.x. 


avoit été xp key + ax? x xt C4 +d—0 ,* les trois 
équations à remplir feroient : 

1e, xÿy + ey + 4x + br Fixtd= 

2e, 2Xÿ+e—0 


3°. Jy K34x° +2bx+c=—=0. 
€ ++ ! , u y 
latas donne y——": qui eft une équation à l'Hy- 


perbole. C’eft donc fur une Hyperbole que f doivent 
trouver tous les Points multiples que la Courbe peut 
avoir. Cette valeur d'y fübftituée dans les équations 1°, 


ee ce 
& 3°. les transforme en D Viet Hi bx? Hcxrk d 
—0o, ou, mulupliant par x, axt Lbhx Hcx HA dx — 
ce / 
Lee—0, & rt z3ax+2bxrkc—=0o , Où, multi- 


pliant par xX, 34%° + 2 bx Macwxhiee—0., Il fau- 
droit donc chercher quels font les raports de 4,b,c;, 4, 
e, qui donnent à ces deux équations des racines. commu- 
nes; & ces racines détermineroient la valeur de labicifie, 
ou des ablcifiès , qui répondent aux Points multiples de 
la Courbe. 

Mais fans s'engager dans ce Calcul, qui feroit un peu 
long, on voit que la féconde de ces équations eft juite- 
ment celle qui réfulte quand on muliplie fuccefivement 
Les termes de la prémiére par là progr: arith: 3,21: 0, 
1, D'où l'on peut conclure que la propofée. a des 
Points doubles, quand l'équation xt -+bx#6# 7h dx 
ice —0 a des racines égales. 

e dis des Points doubles. Car fi l'on, cherche le fe- 
cond Rang de la transformée ,. on, trouvera (x)4u 
(2y)a2%# (34x*Kkb)22z, dont les coëffñicients égalés à 

LÉTO » 


x Voyez NEWTON; Enwmer. lin, tert. Ord. S. IV. 


S+ 174 


DES POINTS MULTIPLES, 


LC <1/ 
Donc #=0; »1. xtx: 


CuX zéro, donnent x—=0, J=0o, 3#xHb—0, 
S.174 @ ces valeurs, füubftituées dans les équations à remplir, 
donnent d4—=0,e—0o,&c—0; ce qui réduit {a pro- 
pofée à xyy ax —o, réduétible en ces trois équations 
X—O, J—XY—4—0, YHXY—4—0. La pré 
miére repréfente l’Axe des ordonnées : les deux autres 
font imaginaires, quand 4 eft poñitive; mais quand’ # eft 
8 > qL ‘ 3) 
négative, elles repréfentent deux Droites paffant par lOri- 
gine. Dans ce cas, le Point triple eft à lOrigine fur le 


concours des trois Droites que repréfènte l'éq : x yy — 
3 
4X —=O. 


Exemple [T0 On demande en quels Cas la! Con 
choide a des Points multiples ? 


La Conchoïde fe conftruit ainfi. Hors de la Droite 
AB, qui £& nomme la Rég/e, on a pris un Point fixe P, 
apellé le Pok, duquel on mène à la Régle une infinité de 
Droites, comme PC:, PE, &c. qu’on prolonge toutes 
également, enforte que CD —EF—&c, La Courbe 
FDH, qui pañfe par les extrémités de tous ces prolonge 
ments, CÎt la Corchoïde Jupérieure. Si on avoit pris, de 
Pautre côté de la Régle, des parties Cd, EF, &c. égales 
à CD, EF; les Points d,f, &c. auroient été à la Con- 
choile inférienre. 

Ces deux Courbes n'en font qu'une fèule, exprimée 
par l'équation qui fe forme en confidérant la reflemblance 
des triangles PCE, PFQ : elle donne cette proportion QC: 
CP—FE:EP. Done > €n nommant, CP, abaiflée perpen- 
diculairement du Pole far la Régle, 4; CD où ÉF, 6: 
labfcifle CQ, x; & l’ordonnée QF,, y; on aura x: 4 — 
b:% EP. Ainf PF=PEHER pee, 

i f iTix 


X 


Hs). 
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PeXIX, Lx), Mais PF—PQ+QF. Donc BL (aa zax Vars 
Lx) — 44% 24% Hxx y), OÙ SYXX + x Ÿ 2 4X° + 


aaxx — bhxx — 24bbx——aabb—0o. C'eft dans cette 
équation qu'il faut chercher fi la Conchoïde a des Points 
multiples. 

On aura ces trois équations à remplir 

16, pyxx xt fe 24% + (aa — bb) xx—2 abbx—aabb—©0 

2°, 2XX) — O 

3°. 2xyy + 44° + 64X° +2 (an —bh)x— 24bb= 0 
dont la 2°. donne x*—0 , OÙ y— 0. 

La fuppoñition de x=—=o change .la 1°. en — aabb 
—0, & la 2° en — 24bb—0. De lune & de l’autre il 
réfulte 4«— 0, ou b—0. 

Si on fait 4«— 0, le Pole tombe für la Régle, & lé- 
quation fe réduit à J°x°"# x*—bbxx — 0, qui {e décom- 
pofe en x—0o, *—0, & y Hxx—bh—o. Les 
deux prémiéres expriment l’Axe des ordonnées ; & la troi- 
fiéme un Cercle décrit du centre C avec’un raïon CD 
— b, Il coupe l'Axe des ordonnées en deux: Points qui 
font des Points doubles. Mais ce Cas n'apartient pas à la 
Conchoiïde. 

Si on fait #— 0, on change la propofée en yyxx 
+ xt 24X° + 44XX —O , qui fe décompofe en x—0, 
x—o, yJ'Hxx+24x+447—0. Les deux prémiéres 
indiquent l’Axe des ordonnées, & la troifiéme n'exprime 
que deux Droites imaginaires y —1+x"##=—=0 ; 

Y —1—X—4—0. 

Ainfi la füppofñition de x—'o ne nous aprend rien 
touchant la Conchoïde, finon que cette Courbe na aucun 
Point multiple fur l'AX8 des ordonnées. 

La fuppoñition de y—o réduit l'ég: 1°. à X°L 24x° 
+ (aa — 0h) xx — 2abbx — aabb= 0 ) &-l'éq: ea 

4x "K 


a 2 _ 


D I 
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AA Æ Gax + 2 (aa bb) x — 2abb — 0, Cette fcon- P1. x1x. 
de étant celle qui réfulte de là prémiére multiplie, terme 
à terme, par K progr: arith: 4, 3,2, 1, 0, & divifée 
par x, marque que la Courbe aura quelque . Point mulri- 
ple quand l’éq: xt 24%? 4 (aa — bb)xx — 2 abbx — 
aabb—o aura deux racines égales. Or elle les a toû- 
jours , puifqu'elle eft divifible par sx K2axrk44=0, 
ou (x+4) —o. Donc la Courbe à un Point multiple 
à l'extrémité de l’ablciffe négative X—— 4, c’eft-à-dire, 
au Pole ,; & cela quelque raport qu'il y ait-entre 4 & 8. 
On trouve la même chofe en cherchant la racine commu- 
ne des deux équations que donne la fuppoñition d’y—o, 
Et on prouve fans peine que ce Point ft un Point 
double, 

On le voit aufi par la Confruion de Ja Cour- 
be, Mais fi le prolongement CD étoit pris plus pe- 
tit que la diflance PC du Pole à la Régle; on pourra être 
furpris de voir que le Point P;, où eft le Pole ; foit 


un-des Points de la Courbe , quoiqu'il ne pañle aucune 
Branche par ce Point-là. -Il apartient pourtant à la Cour- 
be par fon équation. Car fi l'on fait Y—=0, pour avoir 
les Points où:la: Courbe rencontre l'Axe des abiciffes PD , 
CD AUTA EX 2 4x) GUN —— BhX D ybx = > CAEN 
foit Cx+ 24X + aa) (xx — bb) —o, quia quatre raci-! 


MT FEB, XH0O, x 0, XH4— 0. 
La racine *—/—o, ou x—b=CD, marque le 
Point D. La racine CP OS sOUxx—— Sd = Cd ; 
défigne lé Pôine d, & la racine double x+4—o, ou 
X=—4—CP, indique le Point P, qui, eft par con- 
féquent un des Points delà Courbe. * On vérra dans les 
Chapp. füivants;: aflez d’Exemples de ces Points iolés. & 
détachés du refte du contour.de la Courbe , à laquelle 
Pourtant l'équation démontre qu'ils apartiennent. On y 
parlera de eür origine , ‘de’ la mañire de les reconnoi- 

Litrod. à P Analyfe des Lignes Courbes, LII tre 
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tre , d’affigner leur place & le dégré de leur multiplicité. cx.x. 


Exemple 7”. On propofe la Courbe dont voici la 


Conftruétion , :& on demande en quel Cas elle a des 


Points multiples ? 

Sur le plan d’un Cercle décrit du centre C , avec le 
raïon CN , on a tracé la Droite AB. D'un Point fixe A 
pris fur cette Droite, on méne des Droites AN. à la cir- 
conférence , & abaïflant NP perpendiculaire fur AB, on 
donne à l’abfciffe AP des ordonnées PM, PM égales 
à AN. 

On aura l’équation de cette Courbe en nommant 4, 
la perpendiculaire CF abaiflée du centre C fur la Droite 
AB; &, la portion AF de cette Droite, comprife entre le 
Point F & le Point fixe A; 7, le raïon CN; x, l’abfcifle 
AP; y, l'ordonné PM—AN. Car on aura PN — 
CAN? — AP°) — (y — xx) ; EN — PN — PE = 
V(yy— xx) —a; CE AP—PF—x— 06; & le 
triang. ret. CEN donnera C N° [rr]= CE xx — 
2bx rh bb] + EN° [yy—xx— 244 Cyy — xx) + 44]. 
Soit, pour abréger, cc — 44 Hbb— 7r , & l'on aura yy 
—2bxk ic 24 4/(yy— xx), où, quarrant & tranfpo- 
fant, y — 4bxyy He Cabb+ 444) xx rK Çecc — 448 ) y} — 
4abccx mn 6 —0: 


$. 174. 


On aura donc, pour l'exiftence des Points multiples ;: 


ces trois équations à remplir 


1°, ÿ*—4bxyy EH C4BBE 444) xx ac — 4 ua y y 


— Abix + —=o 


2e, 4° — 8bx) + (acc —8 aa )y—0 
3°. —4byy + (SH S an )x — abc — 0. 


| byy “K 4b byyæxbcc 
e = ADP TEA PRET 
La 3°, donne Re Se = 206 244? & cet- 


La 


Cu, X. 
ÿ. 174, 
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te valeur d'x füubftituée dans la 2e la transforme en 49 


bhy + 8bbce 
TT + Cac 844)y —0, foit 


844y° — 16aabby + Saacey — 164* 
D bles 0) oh 
+ c6y—244ÿ —0O, quia trois racines, ÿy— 0, y— 
HV (2bbEk 244 — 0), HR y—=— (26h 4 248 — cc), 
foit y—=0, y—+y(aa + bb rr), J=—y (aa 
bb#Hrr), en mettant pour cc fa valeur 44H 4h —#r. 
La prémiére racine y—0o, donne x[ — BYE 
DR  ogbb+oua— 
RE » & ces valeurs d'x & d'y mifes dans la propofée, 
A(bb Has)x3 bb 4h xibre 


lt CES, 
(bb+4aY | Db+ 44 oo — 


la changent en 
bbc* 


bbkuaa 
quelque Point multiple fur l'Axe des abf&iffès AB, lorfque 
4, Où 6, féront égaux à zéro. 

Sic—o, & par conféquent & [| — 44 4 br] —0, 
OÙ #4+-bb—7rr, ce qui revient à dire, fi le Point A eft 
Pris für la circonférence du Cercle, [ & pour cela il faut 
que la Droite AB coupe le Cercle, que CF foit moindre 
que le raïon CN; ] alors l'équation fera réduite à y*— 
BUT — A TTAX — 4 ayy — 0. La Courbe repréfente en 
quelque forte une beface ; les deux Ovales, dont elle 
étoit Compofée, venant f réunir à l'Origine À , où elles 
forment un Point double; ce que l'équation même de la 
Courbe manifefte [$. 170 ]. 

Mais fi 4—0, fi la Droite AB pañle par le centre C £ 
l'équation. propofée f réduit à y*— 44 xyy #4 4bbxx + 
266yy—abccx+i=o. Cette grandeur eft le quarré 
de yy — 2bx 4 66 —0, qui repréflente une Courbe du 

Lil 2 fecond 


ct — 


—o;, foit #4*—0o. Il y aura donc 


PL. XIX. 


Fig. 142% 
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cond Ordre, fçavoir une Parabole MIM, dont l'ordon- C#.x. 
née PM—AN|7y] a fon quarré égal au reétangle du $‘17# 
Paramétre 2#[ Aa] & de l’ablcifle IP—AP —1A— 
&— "5 en prenant AI moitié de AH [+] troifiéme 
proportionelle de AC [21 & de AG[:]—=vVCAC: — 
C)=v(bb—7rr). 

Donc , à proprement parler, la fuppoñition de 4—0o 
ne donne: pas de Points multiples : mais comme, au lieu 
de la fimple équation à la Parabole, yy — 24x+—o, 
elle préfente le quarré de cette équation ; on peut dire 
qu’elle exprime deux Paraboles égales & femblables, exac- 
tement couchéés l’une fur l’autre, & dont tous les Points 
font, en quelque forte, Points doubles. En effet, fij on 
cherche le prémier Rang de l’équation transformée de y* 
— Abxyy K 4bbsex #4 2ccyy — 4bcex + ét — o , on trou- 
vera (4y —Sbxy+40cy)u+(—4by)+8bbx— 
abec )z , dont les deux termes s’évanouiflènt dès qu’on 
prend des valeurs de x & de y qui font évanouir le ter- 
me de la Pointe, c’eft-à-dire, la propofée. Car la pro- 
pofée eft le quarré de yy——2bx + ce ; le coëfficient d’# 
eft cette même grandeur multipliée par 47, & le coëfh- 
cient de z, cette! même grandeur multipliée par — 46. 
Donc ces trois termes s’évanouiflent en même:tems; c’eft- 
à-dire, qué tout Point.de cette Courbe eft-un Point 
double [&. 171 |. 

Les deux autres racines y=—==#/(2444+20b—r«) 
de Péq: 3° — 2 no Ke} —0 , donnent ; lune 

à YYH bc S 2 24ab 4 2b° 
& l’autre , x [= En = a ot — b;,...Ces 
valeurs dx & d’y, fübfituées dans la propofée, la rédui- 
{ent à — 44 — qaabb Ke qaatt — 0 ; OÙ — 444rr — oO. 
Jl y 'aûra donc , lorfque # ou: 7 fèront —0 , des Points 

A multi- 
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C.X. multiples fur la Droite indéfinie CF abaïffée Perpendicu- PLxIx. 
74 Jairement für AB du centre C, Fig. r4ts 
La füppoñition d’# — 0 donne , comme on vient de 
le voir, l'équation quarrée d'une Parabole, dont tous les 
Points, & par: conféquent ceux qui fe trouvent für Ja 
Droite CF, font Points doubles: € 
Mais la füppoñition de 7 — 0 > ne change rien à l’é- 
quation de la Courbe. Seulement se, qui toit — 1474 
Bb—rr, vaut préféntement 2424 28,0:$i on met cette 
valeur au lieu de cc } Péquation fèra ST — 4Dxyy — 2 (da 
— bb) JJ4 4 Cara HD DV a 4 Ca Hobb) bn (aa 
Kb) —o. 
Cette équation femble repréfenter une Courbe. | Il eft 
pourtant clair par la Confiru&ion, qu’elle n’exprime que 
deux Points détachez M, m. Car > quand le raïon r 
— 0, le Cercle fe réduit au Point C ; qui étoit fon cen- 
tre, & toute la Courbe fe réduit aux Points M,m, dé- Fig. 144 
terminez en prenant FM—AC—Fm. Et ceft auffi ce 
qu'on peut déduire de l’éq : D A ONYV GT ae. 


453 


bb) yy 4 Çaa 0) XX — 4 (aa + DL) bx TANT 
—0©. Si on la réfout comme une équation du- 2e, dé- 
8ré, ON trouvera yy— 20x — aa + bb 24(x—b) 
Vu : ce qui marque que toutes les ab{Cifles ont des 
ordonnées/imaginaires ; hors l'abicifle x — Z ; parce que 


celle-]à fule rend zéro la grandeur x—Z , qui multiplie 
la quantité imaginaire V— 1. 

On peut donc regarder l'éq : y*—426xyy—2(42— 
bb) yy 4 (aa D) xx — 4 Caa= bb) bxh (4 +4 bb Ÿ 
—=0 Comme. réduétible en:ces deux JY— 2 hay 1) x 
CDR AV} = 018 yy — > Ba 1x4 (8 
— 4ÿ—1 Y —0O; ou W—2fx+ff—0, & À 
+gg—0, en faifan f— by a) — 1 & 
4V —1: Ces équations défignent deux Paraboles, qui 
font, à la vérité, imaginaires , puifque les grandeurs f & 

LII 3 g font 
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P&XIX. g font imaginaires ; mais qui font pourtant cenfées fe cx.x. 
Fig: 144 couper en M & m. Car elles font cenfées fe couper aux 9: 174 
Points où elles ont une même abfcifle & une même or- 
donnée. Or à l’abfciffe commune x, les ordonnées 
.de lune font +424 —ff) = ya b—f)) = 
LE CCb HE 4 V3) (ba — 1) ) = (bb 44), celles 
de l’autre font Æy(2bg— gg) = + y(£(2b—g)) — 
EYE — ai) Cb+aÿ—1)) = y(bb+ ua). Ain- 
fi ces deux Paraboles imaginaires font cenfées fe rencon- 
trer aux Points M, m,.où elles ont une même abfüifle 
AF—+b, & des ordonnées égales FM=—-+ 4/( bb »K 44), 
Fm——#(bh#4ua). De cette maniére , à ces Points 
M; m, ce qu'il y a d'imaginaire dans une de ces Parabo- 
les eft rendu réel par ce qu'il y a d’imaginaire dans 

autre. 


Exemple 17 I. On demande quelles font les Lignes 
du fecond Ordre qui ont des Points doubles ? 

L'équation générale des Lignes du 2°. Ordre eft 4+ 
by + cxrk dyy + exy Hi fxx —o. Si on füubftituë x-+ 3 
à x & yKk x à y, la transformée fera 


di a+ by cx + dyy Hexy fax 
+ (Bb 2dy Hex)u H(cHey+ 2fx)2 — O0 
H(d'an +(e)uz +(f)23 
Si le Point de l'Origine eit un Point double, les deux 
prémiéres lignes de cette équation s’évanouiflent [ $. 170]. 
Donc toute l'équation eft réduite à dun veux +f23—0, 
qui fe peut décompofer.en ces deux, #ÿ4H2v#—0, 


ad HayB 5 [où Ya PEVCE #4 g Ve— 


2Y 


a ]. Ces deux équations, fi Va & VB 


ne 
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CH.X, ne font pas imaginaires , repréfentent deux Droites qui 

%+ 174 paflent par l'Origine. Donc la feule Ligne du fecond Or- 
dre qui ait un Point double cit le Syfiême de deux-Hroi- 
tes qui fe coupent en un Point , auquel on prend l'Ori 
gine des z & des #. Aucune Courbe du fecond Ordre 
ne peut donc avoir de Points doubles ; mais tous leurs 
Points font fimples. 

De même, fi lon cherche quelles Lignes du 3°. Or- 
dre ont des Points triples ; on trouvera, qu'après la füb£ 
titution de x+% à x, & de y à D & fuppofant que 
les trois prémiéres lignes de la transformée difparoïflent 
CS 171], elle eft réduite au ful troifiéme Rang, qui fait 
une équation , g 4° #4 hurrz 4 iuzz + 17 —0o, rédu&ible 
en trois autres de cette forme UVE+2Va— 0, # VE + 
ZVB—0, 4ÿg Kay —o, qui repréfente trois Droites 
qui fe coupent en un même Point, für lequel on à porté 
l'Origine des # & des 3. Donc la’ feule Ligne du 3° 
Ordre qui puiflé avoir un Point triple eft le Syftême de 
trois Droites qui fe croifént en un Point. Les Courbes 
de cet Ordre ne peuvent donc avoir aucun Point triple. 

On prouvera de même que les Courbes du 4°. Ordre 
ne peuvent avoir aucun Point quadrüple ; & en général 
qu'une Courbe d’un Ordre quelconque ne fauroit avoir 


des Points dont la multiplicité ait le même expofant que 
l'Ordre de la° Courbe. E & “ 


PL' XIX. 


175: CE a fe prouve auf par ce Principe [$: 39], 
Qu'une Droite ne peutirencontrer une Courbe es plus de 
Points qu’il n’y a d’unités dans Pexpofänt de fon Ordre. 
Car fi une Courbe de l'Ordre » avoit un Point dont la 
multiplicité fut du dégré v, toute Droite qui paflèroit par 
ce Point-là féroit cenfée rencontrer la Courbe en v points 
[$. 169]. Donc une Droite, qui pafléroit par ce Point- 
à & par un autre Point quelconque de la Courbe, EE 

cenfée 
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PL. XIX, cenfée la rencontrer au.moins en v+1 points; Ce qui eft Cu. x. 
impoñible. ILeft donc impoñfible qu’une Courbe de l'Or. $: 175: 
dre + ait un Point multiple du dégré v. 


176. Il fuit de ce même) Principe, Qu’une Courbe du 
3°. Ordre qui a un Point double’; ou une Courbe du 46, 
Ordre qui a un Point triple, ou, en général , une: Cour- 
be de l’ordre v.qui a un Point multiple du dégré v— 1, 
nc peut avoir aucun autre Point multiple ;, pas même dou- 
ble. Car fi elle lavoit , la Droite menée par ces deux 
Points, feroit cenfée rencontrer la Courbe , au moins, 
En (v—1)+2—v+ 1 Points [169 |: ce qui eft 
impoñhble, la. Courbe n'étant que de l'Ordre 4 [39]... 


177. Il fuit encore, Qu’une Courbe du 5°. Ordre ne 
peut avoir deux Points triples ; ni une Courbe du 6°. ou 
du 7°. Ordre, deux Points quadruples, &c. ni en général, 
une Courbe de l’ordre ,20— 1 deux: Points multiples du 
dégré v. Car la Droite qui pafferoit par ces deux Points 
feroit cenfée rencontrer la Courbe en 2% Points:au moins 
[ $. 169 ]; ce qui ne fe peut, la Courbe n'étant que-de 
l'Ordre 2v—:1 [39]. Plus généralement, une Cour- 
be de l'Ordre », ou d’un Ordre inférieur, .ne peut avoir 
deux Points mulüples , de, dégrés tels, que leurs expofants 
enfemble faffent un nombre plus grand que v. 


178. Si l’on confidere, Qu'on, peut,toûjours-faire.pal- 
fer.une Courbe du, 2°. Ordre par cinq. Points.donnés [4 
38 |, & qu'une Courbe du 2° Ordre ne peut rencontrer: 
une Courbe de lOrdre v en plus.de 2 Points, [8.46 ], 
on conclura , Qu’une Courbe de l'Ordre v} ne peut avoir 
cinq: Points, dont les déorés de ‘multiplicité, faffent enfm- , 
ble plus de 2v unités. +7 200. 


D'où 
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Cu. X. D'où il fuit, Qu'une Courbe du 4°. Ordre ne: peut PLxIX. 
$. 178, avoir quatre Points doubles, Car la Courbe du 2°, Or- 
dre , qui pañlroit par ces quatre Points doubles & par 
un cinquiéme Point fimple de la Courbe du 4°. Ordre , 
féroit cenfée la rencontrer neuf fois ; ce qui eft impoff- 
ble, puifqu’elle ne la peut rencontrer qu'en huit Points. 
Et par la même raifon, Qu’une Courbe du 5°. Ordre, 
qui ne peut avoir qu’un: Point triple [$ 176], ne peut 
avoir avec ce Point triple plus de trois Points doubles. 
Qu'une Courbe du 6°, Ordre ne peut avoir quatre 
Points triples , ni même: trois Points triples & deux ‘dou- 
bles. 
Qu’une Courbe du 7e, Ordre ne peut avoir cinq Points 
triples ; ‘ni un Point quadruple avec trois triples & quel- 
que autre multiple , &c. 


179. De ce qu’on peut toûjours fire pafler une Li- 
gne du 3°. Ordre par neuf Points donnés [$& 38], & de 
ce qu'une Courbe du 3° Ordre ne peut rencontrer une 
Courbe de l'Ordre + en plus de 3% Points (&. 46 ] : 
il füit qu'une Courbe de l'Ordre ne peut avoir neuf 
Points, dont les dégrés de multiplicité fffènt enfemble un 
nombre plus grand que 3: D'où l’on déduira , 

Qu’une Courbe du 5°: Ordre ne peut avoir plus de 
fix Points doubles. 

. Q'une Courbe du 6°. Ordre, qui ne peut avoir deux 
Points quadruples , ne peut avoir, avec un Point quadru- 
ple, plus de fix Points doubles :- ni ; avec deux Points 
triples, plus de cinq Points doublés : ni même ; avec un 
Point triple, plustde fèpt doubles. 

Qu'une Courbe du 7°, Ordre ne peut avoir, avec un 
Point quadruple & deux Points triples , plus de quatre 
Points doubles ; ni avec quatre Points triples , plus de 
quatre Points doubles; &c. 


Tatrod, à ?'Analyfe des Lignes Courbes. Mmm 180.0n 
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#.xIX. 180. On tirera des Conclufons femblables de ce qu’u- ©. x. 
ne Ligne du 4°. Ordre , qu’on peut toûjours faire pafler $:18e- 
par quatorze Points [$. 38 ], ne peut rencontrer une Li- 
gne de l'Ordre qu’en 4v Points [$.46]; de ce qu'une 
Ligne du 5°. Ordre, qu’on peut toüjoùrs faire pañler par 
vingt Points , ne fauroit rencontrer une Ligne de l'Ordre 
v, qu'en $® Points, &c. 

Le réfüultat de toutes ces Conclufons , pour les huit 
prémiers Ordres des Courbes , fe trouve dans la Table 
fuivante, où chaque colomne marque le plus grand nom- 
bre de différens Points multiples qu’une Courbe puifle 
avoir. On y voit, par ex. qu'une Courbe du 5°. Ordre 
ne peut avoir que, ou 1 Point quadruple, ou 1 Point 
triple & 3 doubles, ou 6 Points doubles. Mais il faut 
remarquer qu'abfolument parlant , ces Conclufons ne font 
que.négatives. Ainfi la derniére colomne indiquant qu'u- 
ne Courbe du 8°. Ordre ne peut avoir plus de 21 Points 
doubles , il ne s’enfüit pas qu’elle en puiffe avoir ce nom- 
bre. Car la preuve que nous employons ne prouve que 
l'impofhbilité d’aller au-delà, & non la poffbilité d’aller 
jufques-là Cependant , comme lexpérience fait voir, 
dans les Ordres inférieurs , que les Points multiples des 
Courbes peuvent aller jufqu’aux bornes qui leur font af 
gnées dans cette Table ; il en réfulte un Préjugé bien lé- 
gitime pour conclure qu'il en eft de même dans les Or. 


dres fupérieurs. 
Les Courbes du fecond Ordre 
ne peuvent avoir que des Points fimples. 
Les Courbes du troifiéme Ordre 
ne peuvent avoir que 5 feul Point double: 


== te — 


Fais 
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Les Courbes du quatriéme Orare 
peuvent avoir 
1{. Point triple 
| 3 | Points doubles. 
Les Courbes du cinquiéme Ordre 
peuvent avoir 
| 1 |.[. | Point quadruple 
Url, 1 ——triple 
(é: 3 le doubles. 
Les Courbes du fixiéme Ordre 
peuvent avoir 
[- | [- |. [| Point quintuple 
1e LE AE quadruple 
3 : AIR ne 
Mel fée kr doubles. 
Les Courbes du feptiéme Ordre 
peuvent avoir 


LL Point fextuple 
I jee —— quintuple 
L — quadruple 
|: | —— triples 
+ 15 


doubles. 


10 


2 
Lil AE 


Les Courbes du huitième Ordre 
peuvent avoir y 


L fs Hart: | Point Hstuple 
. sl. |. . 1e re fextuple 
Sa OA HS EC PE PO) ES Le l'O EE EE0 a el EEQI FA | — quintuple 
) 1 RO ON DA ES SA Si — quadruples 


| — triples 
io[i4l . 12/1 a ss À ARTE 211 —— doubles. 
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G°H° A PMMBERNE EXT. 


De la Méthode des Tangentes. Des Points 
d'Inflexion Cv. Des plus grandes © des 
plus petites abeilles ou ordonnées , O'c. 


181. ENONS maintenant aux moyens de diftinguer 

les différentes efpèces de Points , fimples ou 
multiples , qui peuvent fe trôuver fur une Courbe dont 
l'équation eft donnée. C’eft prémiérement par leurs Tan- 
gentes qu’on. les difcerne; parce que la Tangente indique 
la direction d’une Courbe dans le point où ellella tou- 
che. Le caraëtére propre de la Tangente.c’eft de rencon- 
trer la Branche qu’elle touche en deux ou plufieurs Points 
coïncidens, ou infiniment proches l’un de l’autre [ À. 162]. 
Ainfi la Tangente d’un Point fimple y rencontre la Cour- 
be deux fois, fi ce Point eft fans Inflexion ; troïs fois; sf 
Ceft un Point d’inflexion fimple ; quatre fois, fi c’eft un 
Point d'Inflexion double, où de Serpentement ; cinq fois, 
fi c’eft un Point de triple Inflexion, &c. [ $. 163 & luiv.]. 


La Tangente d'un Point double eft cenfée y rencon- 
trer la Courbe, au moins trois fois ; fcav. deux fois la 
Branche qu’elle touche, & une fois la Branche qu’elle 
coupe. Elle peut étfe cenfée y rencontrer: la Courbe 
plus fouvent, 1°. Quand la Branche touchée fubit une 
Inflexion fimple, ou multiple, ‘au point d’attouchement. 
Si le dégré-de cette Inflexion eft 7, ##k2 eftile nombre 
de fois que la Tangente eft cenfée rencontrer, celte Bran- 
che, & comme elle rencontre une fois la Branche qu’elle 
ne touche pas, la Tangente eft cenfée rencontrer +3 


fois 
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Cu. x1, fois la Courbe au Point: double, + 5e. Quand Jes deux 

$ 181 Branches fé touchent l’une l'autre. Alors la Tangente de 
l'une eft auffi Tangente de l'autre : elle ft donc cenfée 
rencontrer la Courbe au moins quatre fois, 

La Tangente d’un Point triple eft cenfée y rencontrer 
la Courbe au moins quatre fois: deux fois, la’ Branche 
qu'elle touche; & une fois chaque Branche qu’elle coupe, 
Mais fi la Branche touchée fubit, au Point de contaé , 
une Inflexion; ou fi les Branches qui paflènt par le Point 
triple ‘s’y touchent les unes les autres » la Tangente du 
Point triple eft cenfée y rencontrer la Courbe plus de 
quatre fois. | 

Et il en eft de même , en général , des Tangentes des 
Points multiples. 


182. Un Point d’une Courbe étant pris pour l'Origi- 
ne, & l'équation de la Coutbe étant donnée rélativement 
à cette Origine , on trouvera la Tangente , ou les Tan- 


gentes de ce Point, [ car s’il eft multiple , il en à plu- 
fieurs , & réguliérement il en a autant qu'il ya de Bran- 
ches qui paflent par ce Point-là], en donnant à l'Axe 
des ordonnées une poñition indéterminée y Comme on l'a 
fait au , 170; C’eft-à-dire, en füubftituant dans l'équation 
e la Courbe, 77 pour x & 54 pour y. Alors le terme 
CRE AE Erher)e HAE cpesrepfr) a + Ces 


BTE étre ns Gt—=O, qui refte le prémier , 
Parque par lexpofant dé #, combien de fois une Droite 
quelconque | paffint par d'Origine; rencontre la Courbe 
en ce Point-là; ce qui fait connoitre la fimplicité où mul- 
tiplicité de ce Point [$ 170]. Mais la Tangente rencon.. 
tre la Courbe en ce Point au moins une fois de plus 
qu'une Droite quelconque [préc]. Donc lorfque la 
Droite indéterminée, qui paf par l’Origine, eft déterminée 
à être Tangente , Pég: a+ (br Tju+Èt=o, aura, 

Mmm 3 au 


Pr XIX. AU Moins, une racine #— 


62 DE LA METHODE 


pofition de cette Droite. Il manquera donc à l'équation 
ak (bsHkcr)u &6—o, un terme de plus au commen 
cement. Ain, pour déterminer la Tangente, on égalera 
à zéro le terme de l'ég: 44 (hs Her) œc—o , qui 
par l’évanouifflement des autres fe trouve le prémier ; & 
cette Egalité déterminera le raport , ou les raports, de s 
à 7, qui fixent la poñition de la Tangente, ou des Tan- 
gentes. 

Les termes de l’éq: a+(bs+cr)u go ne font 
autre chofe que les Rangs horizontaux de l'équation de 
la Courbe mife fur le Triangle analytique , dans laquelle 
on a changé x en 7 & y en s. On peut donc dire, en 
conférvant x pour 7 & y pour s, que pour avoir la Tan- 
gente, ou les Tangentes, du Point qui eft l'Origine , il 
faut égaler à zéro le plus bas des Rangs horizontaux de 
l'équation mife fur le Triangle analytique , & conftruire 
la Droite, ou les Droites , repréfentées par cette équa- 
on. Elles front la Tangente, ou les Tangentes re- 
quifes *. 


183. On voit, en général, qu'on aura autant de Tan- 
gentes qu'il y a de Branches qui pañent par lOrigine , 
c'eft-à-dire, autant qu'il y a d'unités dans le dégré de la 
multiplicité de ce Point. Sile Point, qui eft à POrigine , 
ef un Point fimple , le plus bas Rang de l’équatien fera 
le prémier Rang [$. 170 |, & ce Rang égalé à zéro don- 
ne, pour déterminer la Tangente , l'éq : & JKECX—0, 
qui ne repréfente qu’une feule Droite. Auf un Point fim- 
ple n'a qu'une feule Tangente. Si le Point de l'Origine 
€ft un Point double, le fecond Rang eft le plus bas de 
l'équation. Egalé à zéro » il donne l’éq: du fécond dé- 
gré 


* Ufage de l Anal. pag. 93. 


o de plus que pout toute autre Cn. xt, 


S.132, 


Cu. XI, 
S. 183. 
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gré dyy+exy-+fxx—o, qui a deux racines JV d+ PLXIX, 


Le —— à [a CE — a À, 
CRVCE D, o, 8e y Va 4, 
Ces racines peuvent exprimer deux Droites qui pafent 
par lOrigihe , & qui feront les deux T angentes du Poine 
double, En général, le Point qui eft à l'Origine étrane 
d’une mukiplicité dont le dépré et 2, les Rangs inférieurs 
manquent dans l'équation jufqu'au Rang 7, qui égalé à 


zéro, donne ure éq: ES Hbxy +. o, 
du dégré z , qui peur fe réfoudre en 7 racines du pré- 
mier dégré , telles que Ayax—o, By HBx—o, 
Cy+yx—o, &c Chacune de ces équations repréfen- 
te une Droite qui pañle par l'Origine [4. 40 }. Et ces 
Droites font autant de Tangentes du Point multiple, Il 
en doit avoir ce nombre-là , parce qu'il eft le concours 
de : Branches qui peuvent avoir chacune fà Tangente, 
On verra , dans la füite, les exceptions que font à certe 
Régle les racines égales & les racines imaginaires, 


184 On remarquera en paffant , parce que c’eft un 
Cas fort commun , que quand l'équation qui détermine 
les Tangentes a une racine y—o, l’Axe des abfifes tou- 
Che la Courbe, cet Axe étant repréfenté par l'éq: y — 0 

* 49, IL ], & qu'au contraire la Courbe eft touchée 
par l’Axe des ordonnées , quand l’égsarion tangentielle à 
Dé TACINE X—o , qui repréfente cet Axe. Or léqua- 


uon tangentielle à une racine J=—=0, quand il manque 
au plus bas Rang Icterme fans y, & elle a une racine 
x—0 , quand il manque à ce Rang le terme fans x. 
Donc l’abfence du terme fans J3 Où du terme fans x ; 
dans le plus bas Rang de l'équation , fait voir qne la Cour- 
be touche l’Axe des abltiffes | ou celui des ordonnées , x 
fon Origine, 


185.Les 
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PL, XIX, 185. Les autres racines, telles que 4y+a4x=—o, de Cs. XI. 
l'équation tangentielle, fe conftruifent, 1°. Ou en don- ?* 15: 
nant à l’abfafle 4 une ordonnée —«, & menant par 
l'Origine & l'extrémité de cette ordonnée , une Droite , 
qui fera la Tangente défignée par l'éq : 4y + ax—o. 
[ $. 40. IL]. 

2°. Ou en donnant à l’ordonnée & une abfcifle — 4, 
& menant une Droite par l'Origine & par l'extrémité de 
cette abiciffe. 

3°. Ou en prenant une ablCifle égale à 4, & une or- 
donnée égale à « , ou feulement une abfciffe & une or- 
dounée proportionelles à 4 & «, joignant leurs extrémi- 
tés par une Droite, & lui menant par l'Origine une pa- 
rallèle. 

On peut auffi, fi l’on aime mieux, ou fi cela fournit 
une équation plus commode, mener la perpendiculaire à 
la Courbe, c’eft-à-dire , à la Tangente de la Courbe, en 
conftruifant l’éq : æy»44x—o. Car il eft aifé de voir 
que , fuppofant les coordonnées perpendiculaires l’une à 
l'autre, les Droites reprélentées par les éq: 4y Hax=o, 
& ay+AÆx—o font auffi perpendiculaires lune à l’au- 
tre. Or cette éq: «y + Æx—o'fe conftruit , 1°, ou en 
donnant à l’abfcifle « l’ordonnée — 4: 2°. Ou en don- 
nant à l’ordonnéeé Æ l'abfciflé — a. ‘3°, Ou en menant 
par l’Origine une parallèle à la Droite qui pañle par l’'ex- 
trémité de labfciffe « & de l’ordonnée Z[4.40, Il]. 


—— = —., 7: + = 
ss - 3 4 z 
& z EE z PSE —— 


Exemple TI. On demande quelle eft la poñition de la 
Droite, qui touche à l'Origine la’ Courbe’ répréfentée par 
lég: yy+xx Hby—c:x— 0. 

Cette équation, étant mife fur. le Tr: anal: fon plus 
bas Rang eft le prémier, qui égalé à zéro donne by —+> 


‘ 


== 0. 
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CRX1 ==0. On prendra donc l’abfüiffe A E=6, & on lui 

S185. donnera l’ordonnée EF —+; ou bien on donnera à l’or- 
donnée AG=—-c, l’abfcife GA—=—4, & la Droite 
FA H menée par l'Origine A, & par le Point F:, où par 
le Point H, fera la Tangente requife, On peut auñi pren. 
dre l’abfciffe AE —Z, & l'ordonnée AG=—c, &/la 
Droite AF, menée par l’Origine A parallèlement à EG, eft 
la Tangente requife, 

La Courbe AB DA répréfentée par l'éq : y xx + 
by—cx=—=0o eft un Cercle décrit fur la chorde AB =: 

du centre C éloigné dé cette chorde. de l'intervalle GK 
29. Car l'éq: #44 22 — 166 4 3bb, qui exprime le 
raport des coordonnées CP{[#], PM [3]; & du 
raion CA —Y(CK°HKA°) = y (ic + :0b), fe trans- 
forme €n yy + xx #4 by — 6 x —0o, par la fübfitution de 
X—:36[AE— AK-—EK] au lieu de z [CP], & de 
YH3BTMEHCK=ME EP] au lieu de # [MP]. 
Il eft donc aifé de voir, dans cet Exemple, que la Coni- 
truétion s’acorde avec ce qu’on démontre dans les Ele- 
mens de la Géométrie, que la Tangente du Cercle eft 
erpendiculaire au raïon. Car CK [24 J:KAÏ{]—AE 
1. EF[c]. Donc les triangles reétangles CAK, FAE 
font fémblables, & les angles CAK, AFE font égaux. 
Mais AFE & FAE valent enfemble un angle droit. Donc 
les angles CAK, F AE enfemble, ou l'angle CAF feul, 
eft un angle droit, La Tangente AF eft donc perpendi- 
culaire au raïon AC: 

Cela s’acorde auf très bien avec la Conftruétion indi- 
quée [. préc. ] pour mener la Perpendiculaire à la Cour- 
be. Elle veut qu’à Pabfcife AB—+ on donne l’ordon. 
née BD——5%, & qu'on mène la Droite AD. Les 
triangles femblables AKC, ABD font voir que AD cft un 
Diamétre, 


Potrod, à l Analyfe des Lignes Courbes. Non  Exem- 


PL, XIX: 


Fig, 139. 
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Exemple ÎT, On demande quelle eft la poñition de C#.xI. 
la Tangente de la Courbe repréfentée par léq : Jyxx xt 
— 24% — 24xÿ + aay} aa — bb )xx = 0. 

Cette Courbe eft la Conchoïde , l'Origine ayant été 
prié au Pole P. Si on la place für le Tr: anal: on verra 
que la Pointe & le prémier Rang reftent vuides. Le {e- 
cond , qui eft le plus bas, étant donc égalé à zéro, 


OO EXO ULX 
Ok :nO. ris 


1 


donne l'ég: #4yy (aa — bb) xx —o, qui fe réfoud en 
ces deux 4/Hxÿ/(Cbb— aa )=0o, & ay —xy/(bb— 42) 
—o, lefquelles & conftruifent en donnant à Pabfciffle PC 
— 4 les ordonnées CG—=+V(bb—4a) & Cg— 
— 4 (bb— na). Or cela s'exécute fans peine , en dé- 
crivant du centre P, avec un raïon PG—Pg—b— 
CD, une circonférence qui coupe la Rèole en G & g- 
Les Droites PG , Pg font les Tangentes des deux Branches 
qui fe croifent au Pole P. 


Exemple ÎTT. Quelles font, à l'Origine, les Tan- 
gentes de la Courbe dont l'équation eft YŸ— 27°x5 xt 
+ 2ayÿ°x— sax — 0? C’eft celle dont nous avons dé- 
terminé les Afymptotes'au . 143, Ex: ZT. 

Le plus-bas Rang de cette équation mif für le Triang; 


#% OO % O %* 
O',#X  O,.* 


S.18$: 


Ck. x1. anal: eft le troifiéme, qui, étant égalé à zéro, 
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"185 2ayx — sax 0. Cette équation tangentielle à trois 


LACINES KO , JY2 —Xxÿ5 0, YY2HLXVS—0o. Le 
Point triplé de l'Origine a donc trois Tangentes différen- 
tes, La prémiére cit l’Axe des ordonnées indiqué par la 
racine * —o. Les deux autres, marquées par les deux 
autres racines, fe déterminent en donnant à l’abfiffe V2 
les ordonnées 4/5 & —#s, & menant dès l'Origine 
des Droites aux extrémités de ces ordonnées. 


186. S1 LE raport de x à y, ou plûtôt de r às, qui 
détermine la pofition d’une Tangente, fait évanouir, dans 
lég : AERCbs Her) (disk esr Hfrr) un &c—o : 
non feulement le terme qui f trouve être le prémier | $. 
182] , mais encore un ou plufieurs des termes füivants : 
c'elt une marque que la Tangente rencontre la Courbe à 
lOrigine en deux, ou un plus grand nombre de Points, 
qu'une Droite quelconque. Donc, fi le Point cft fimple, 
là Courbe y fübit une Inflexion , fimple ou multiple, Si 
le Point eff multiple ; il f peut faire que la Branche tou- 
chée y füubiffe quelque Inflexion : mais il fe peut bien auff 
que deux ou plufieurs Branches {& touchent en ce Point- 
là [$. 181]. Mais ces Cas font faciles à difcerner, parce 
due pluficurs Branches qui.fe touchent n'ont qu’une Tan- 
Bent Commune, Donc , lors que l’équation tangentielle 
donne autant de Tangentes qu'il y a de Branches qui paf 
fent par un Point multiple , on voit que ces Branches ne 
f touchent pas. Si une de ces Tangentes rencontre fà 
Branche plus de deux fois à POrigine , il faut que cette 
Branche ait quelque Inflexion au point de contatt, 

Le dégré de cette Infléxion fe connoit par le nombre 
des termes au« delà du prémier, que fait évanouir le ra. 
port de 7 à s, déterminé en égalant ce prémier terme à 
Zéro, S'il n’en fait évanouir qu'un , c’eft une Inflexion 

Nnn 2 fimple , 


donne pz. x1x. 
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er. xIx. fimple, & la Tangente eft en même tems Sécante [$. 163]. cx x. 
S'il difparoit deux termes après le prémier, le Point tou- $: 156- 
ché eft un Point de Serpentement [$. 163 ], & ain de 
fuite. De forte que la Tangente coupe la Courbe, fi le 
nombre des termes, qui s’évanouiffent au-delà du pré- 
mier, eft impair; elle ne la coupe pas, fi ce nombre-eft 
pair. 

On voit ici, comme au . 182, que les: termes de 
l'éq : a H(£s+cr)u+ Êc—o font les Rangs hori- 
zontaux de l’équation de la Courbe mife fur le Tr: anal: 
& transformée par la fubftitution de 7 à x & de s à y. 
C’eft donc par le nombre des Rangs fupérieurs au plus 
bas Rang , que fait évanouir la fubititution d’une des ra- 
cines de léquation tangentielle , qu’on juge du dégré 
d’Inflexion que fübit, au Point d’'attouchement , la Bran- 
che touchée par la Droite que défigne cette racine. Les 
Rangs, que la fübftitution d’une racine fait évanouir étant 
divifibles par cette racine; on examinera, en remontant de 
Rang en Rang , combien de Rangs, fupérieurs au plus 
bas, peut divifèr chaque racine de l'équation tangentielle ; 
& par le nombre de ces Rangs on connoitra le dégré de 


lInflexion de chaque Branche de la Courbe ; à lOri- 
gine *. 


Exemple I. On demande la nature du Point fitu 
à l'Origine de la Courbe repréfentée par l’éq : »° —vxy 
— bhy—o. C’eft une des efpèces du Tridenr défini au. 
. 155; Cas 1V, 2, 

Cette équation a trois Rangs, chacun d’un ful Ter- 
me, Le plus bas eft le prémier Rang. Donc l’Origine cft 
un Point fimple [. 170]. Egalé à zéro, il donne l'éq: 
——bby=—=0o, qui n’a qu'une feule racine y—=0. Donc 
la Tangente eft Axe des abfüiflès [&. 184]. Cette raci- 
ne füubitituée dans le fecond Rang, — 4x7, le für dif 


paroitres. 
* Ufage de l'Anal, pag. 1164. 
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paroitre. Donc le Point, qui eft à p 
Point d'Inflexion. Mais le troifiéme R 


469. 


Origine, eft un r2.xIX 
a08,,#%, nc difpa- 


roit pas. C’eft donc un Point d’Iñfiexion fimple, 


Exemple IL. On propofe léq : x°y BXY — 4 5° 
40) — aax — 0, & l’on démande la nature du Point 
qui cit à l’Origine de la Courbe qu'elle répréfente, 

Le Rang le plus bas eft le prétier Rang ‘, 4by— 74% ; 
qui cpalé à zéro, donne by — #0 5 ‘CC qui fait voir 
que le Point.de l'Origine eft ‘un: Point fimple , dont à 
Tangente cft la Droite, qui fit » Avec les abfcifles & les 
ordonnées, des angles dont les Sinus font entreux come 
me 4 &.b. Si l’on fübfituë , dans le fecond Rang £xy — 


. A X : cs 
4x° , au licu d’y fa valeur 7% > PHife dans lég: 8y— , 4% 


— 0, on Je réduira à AXX — 4XX , OÙ Zéro. Où, ce 
qui revient au même, on voit que le fecond Rang 2xy 
7 4% ft divifible par le prémier 40) ax, le quo- 


SAN RES RE ; 
uent étant — . Doncla Courbe à un Point d’Inflexion 


à l'Origine. Mais c’eft une Inflexion fimple, Car lé pré- 
mier Rang 4by— 44%, qui divife. le fecond bxy—axx, 
ne divife pas le troifiéme » 9 Va 


Exemple III. 


= Il s’agit de là Courbe repréfentée 
par l'éq : XXY — ab 4h ax — 0. e 

Le prémier Rang, qui eft le plus bas, égalé à zéro, 
donne DJ — 54% — 0 OÙ Y—4Xx—0 : ce qui dé- 
termine la Tangente f 185]. Et comme, indépendam.. 
ment de toute fubftitution > le fecond Rang manque , le 
Point de Origine eft un Point d’Inflexion > Mais d’ibfle_ 
xion fimple, puifque le troifiéme Rang n’eft pas divifible 
par la racine by 5% —o du prémier, 


Nnn 3 Exemple 
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RS Exemple IV. On propofè la Courbe exprimée ces 
par: léq : ÿf He 2xx y Ext 40) — 4axxey + Saayy — ST 
84 y— 0, 

Le prémier Rang, —8 y, égalé à zéro , donne y 
—o.. Donc l’Axe des abfciffes touche la Courbe à l’Ori- 
gine [$. 184], qui eft un Point fimple [&. 170]. Cette 
valeur d'y, fubfituée dans les Rangs fupérieurs, fait difpa- 
roitre le fécond , #8 4yy, & le troifiéme, — 44 — 
4axxÿ ; mais non le quatriéme y*+2xxyytx. Le 
Point en queition eft donc un Point de double Inflexion, 
ou dé Serpentement, 


Exemple Y’. Quel eff le Point fitué à l'Origine dé 
fige 150. la Courbe :répréfentée par l'éq : #t— 14y4 aaxx == 0 ? 

Le plus bas Rang eft le fécond. L'Origine eft donc 
un Point double. Egalé à zéro, il donne yy—xx—o, 
réduëtible en ces deux équations y—x=0, y+»x—o. 
Hey a donc deux Tangentes qui partagent chacune en 
deux également l'angle des coordonnées, Le troifiéme 
Rang manque , indépendamment de toute” fubfitution. 
Mais les valeurs d’y, f& 4x, où ——x, füubftituées dans 
le quatriéme Rang; ne le font pas difparoitre. Donc l’u- 
ne & l’autre des deux Branches, qui f& croifènt à l'Origi- 
ne, y fübit une Inflexion fimple. 


Exemple JT. on propole l’éq : KT —— 2 ax /2 + 
2AAXX — 4ÿ—44ÿy —=0, & l’on demande la nature du 
Big. 151. Point qui eft à Origine de la Courbe qu'elle repréfènte. 
Puifque le plus bas Rang eft le fécond., ce Point eft 
un Point dôüuble, ” L'éq: 244xx— 44» — 0, qui détérmi- 
ne fes Tangentes ;eft réduëtible ‘en ces deux, x#W2— 7 
0, xÿ2Hÿ—o. On aura donc les Tangertes AM, 
AN des deux Branches , en donnant à l’ordonnée AQ_ 
—ÿ2, les abiGiflés QM=1, QN——1. La prémié- 
re 
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xx. re valeur d'y, qui eft xy2 , fubfituée. dans le fecond P1 xx à 
"6. Rang, — 24x/ÿ2—4y, ne le fait pas difparoitre. Ainf 

la Branche touchée par AM ne fubit aucune Inflexion 

au Point A. Mais la feconde valeur d'y, qui eft =, 

fait difparoitre le fecond Rang ,. quand elle y eft fübfituée, 

Donc la Branche, que touche AN > Cf sfléchie au 

Point A. 


Exemple VTT. On demande fi la Courbe repré. Praxeug 
fntée par l'éq : p* Haye — 6 axyy + anex —o > {ubit nr 
quelque Inflexion à fon Origine, SR: 

Le fecond Rang étant le plus bas, le Point de lOrigi- 
ne éft un Point double, Ses Tangentes font déterminées 
par l'éq: a4xx=—o , quia deux racines égales x—0, 

x 04: Donc les deux :Branches qui pañlent:par l'Orie 
gine, y ont une Tangente commune , qui eft l'Axe des 
ordonnées. Elle s’y touchent donc l'une l’autre : & cette 
Tangente communc'eft cenfée. y rencontrer quatre fois la 
Courbe [$. 181]. En efèt, la valeur © d’x réduit tou- 
te l'équation à y*=—lo, quia quatre racines. égales à y 
—0; Donc,.de,ce que, cette valeur dx fait difparoitre 
le troifiéme Rang ,, —64xyy2/0n.n8 doit pas conclure 
qu'il y-a une Inflexion à Origine, ,-mais: feulement que 
deux Branches s'y touchent. Ce qui eft aflez. évident 


Pat la Conftru&ion de la Courbe donnée-au $: 173, 
C/Ap, ; des sr cé 


187. Sr LE Point dont on.cherche! les Tangentes & 
les Inflexions, n’eft pas lOrigine ; ôn l'y tranfportera ,, en 
fubftituant y # à Ds &x+3 à &, dans l'équation pro 
polée , comme il a été pratiqué:au €: 171 C'eft-à-dire 
qu'ayant pofé l’équation donnée” en ptémiére ligne ; on 
Calculera la feconde , qui contient les termes  & 2 UE 
B la fübfitution des valeurs de x & y dans les COQUE 

e 
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xx déces térmés ne les fait pas évanouir tous deux, ce pré- cx.xL. 
mier Rang donnera l'équation tangentielle. 5. 187. 


Exemple. On demande la Tangente d'un Point 
quelconque d’une Courbe du fécond Ordre, exprimée par 
éq  à +by vBex ep dy ex fe = 0. 

Ona vu [&. 174, Ex. VI ] que le prémier Rang de 
la Transformée de cette équation , eft (b+zdy#ex)# 
+ Ce+ey+ 2fx)z. Ce Rang égalé à zéro elt l'équa- 
tion tangentielle , d’où réfulte [$. r85 ] cette Confiruction. 

AP étanc l'abftifle x, & PM Pordonnée y, on pro- 
longera celle-ci en Q.; deforte que MQ_foit égal à cKkey 
H-2fx, & on ménera par le Point M, la Droite MN 
parallèle. à AP , & égale à btex+2dy. On tirera la 
Droite QN, & par le point M:fà parallèle MR, qui {era 
liTängente, 26: 


1887 Enigénéral, pour menér la Tangente d’un Point 
fimple quelconque M d’une Courbe , dont lPéquation eft 


donnée: On prolongera, au-delà du Point M; lordon- 
fée PM & l'abfcifè pM.2}On multiplitra. chaque terme 
de l'équation par l'expofantide la” puiffancé dePabfcifte , 
&'ori' divifkra tous'ces" produits par l'abeille même : puis 
on prendra MQ égale à ce’quotient ;: {ur le prolonge- 
met dé: l'ordonnée fitlerquotient eft poñtif, fur lor- 
donnée même s'il eft négatif. De même , on muktipliera 
chaque terme de l'équation de la Courbe par l'expofant 
de larpuiffance- de Pérdonnéery &, om'divifera- tous! ces 
produits’ par lordonnée : puis on prendra, MN égale à 
ce ‘quotient, fur: le prolongement: de labfcise fi le quo- 
tienteft pofitif, fur l'abftiffé même sil elt négatif. . Enfin 
ôn ménerä la Droite QN ;:& fa parallèle MR; qui {era 
la! Tabgënte réquife. sul 15402 160 « 

Aïn, l'équation donnéefétant l'équation générale ‘des 

Lignes 
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S188. £S -k hxyy + 2xxy Æ /x° — 0 , on doit Prendre MQ— 
CHey+ 2/x k byy Hoixy +3 /xx, & MN —56+24y 
ex 3gYy"E 2hxy Hixx, Dont la raifon ef, que fi 
on porte l'Origine du Point A au Point M, en fubfti- 
tuant, dans l'équation, y Hz à y & xk2 à x, le pré- 
mier Rang de la transformée fera [ $. 29] (b+ 24y#ex 
38) + 20x) 2x) u Hey 2 fx 4 hoyy + 2 2xy 
+ 3/xx)z. Ce prémier Rang eft l'équation de la Droite 
qui touche la Courbe au Point M [6 182], # & % étant 
les coordonnées. Mais MR, parallèle à QN, eft la Droi- 
te que repréfente cette équation [ 4.185, ou 4.409,11]. 
Donc MR eft la Tangente de la Courbe au Point M. 


189. Si on prolonge la Tangente MR jufqu’à-ce qu’el- 
le rencontre en R la Ligne des ablciffès, ou en r la Ligne 
des ordonnées ; la partie PR, ou pr, de ces Lignes qui 
cft interceptée entre la Tangente rMR , & l'ordonnée MP, 
où l'abfciffe Mp, f& nomme la Srérangente.  C'eft l'ufage 
des Geométres de déterminer les Tangentes par la gran- 
deur des Soûtangentes. On voit, en effèc, que le Point 
M étant donné , la pofition de la Tangente eft donnée 
par celle du point R , ou du point r, c’eft-à-dire, par la 
Srandeur de PR, ou de pr. Or la Soûtangente PR eft la 
datriéme proportionelle à MQ, MN & MP, & la Soû- 
tangente pr eft la quatriéme proportionelle à MN, MG 
à NE Donc, pour avoir PR, en mulripliera la fration 
Avi 1 
Te) par MP, & pour avoir pr, on multipliera la frac- 


. N ? e 

tion DR Par Mp. Le Numérateur MN de Ja prémiére 
fraétion eft l'équation même de la Courbe, divifée par 
lordonnée MP , après que chaque terme aura été multiplié 


Zatrod, à / "Analyfe des Lignes Courbes, Ooo par 


De ir JE 4 5 
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ar l’exvofant de l’ordonnée. Mais comme il faut enfuite C#. XE: 
P P 


Me .. MN j 
multiplier cette fraction No >.°ù fon numérateur MN, 


par l'ordonnée MP ; la divifion par MP eft compenfée 
par cette multiplication. On peut donc omettre l’une & 
l'autre, & divifer fimplement par MQ_ce qui réfulte quand 
on multiplie chaque terme de l'équation par lexpofant de 
lordonnée. De même, puifque M Q _ eft l'équation divi- 
fée par l'abicifie AP, après que tous fes termes auront été 


multipliés par l'expofant de Pablale ; on peut , & cela 


fera ordinairement plus commode , au lieu de divifer par 
l'ablciflé le dénominateur de la fraétion , multiplier par 
cette même abfcifle le numérateur, ou, ce qui eft la mé- 
me chof&, la fraétion. 

On aura donc la Softangente für l’Axe des abfcifies , 
en multipliant , par l’abfcifle, la fraétion qui a pour nu- 
mérateur la fomme des produits qui fe font quand on 
multiplie chaque terme de l'équation de la Courbe par 
l'expofant de l’ordonnée dans ce terme-là , & pour dé- 
nominateur la fomme des produits qui réfultent quand on 
multiplie chaque terme de léquation par lexpofant, de 


Tabftife dans ce terme -là. 


Mais fi on renverfe cette même fraétion , en mettant 
le numérateur à la place du dénominateur & réciproque- 
ment; on aura, en la multipliant par l'ordonnée, la Soû- 
tangente fur Axe des ordonnées. 

Ainfi, dans les Lignes du 2°.Ordre, PR ——— 
bybexy +2dyy bhex-+ 2dy == 
FE NTTL EE ns CS 
mon mbeynafs —= 
EX + Exy + 2 XX c+e. »H 2 se - 
by ex) + 24y7 CE Es & dans celles du 

__ by+exy Hd 3gy 2h y, 
3%. Ordre, PR — CRE 6x) rh af hey me2in rl se 
0 


fe 189. 
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CHXI, __ DFHEX + 24) + 26) *K 2bxy Æ ie & 

189  chey +2 fx + by y rh 2 ixy 3 x D» PT==—= . 
NS À A D 
by+exy +2 dyy 4 3gy + 2bxyÿ +ixy PR 
C+cyh2fx eh byy2ixy 3 lxx 
BHexk2dy+3gyy+2hxy+ixx 
dans les Ordres füpérieurs, 


x, & de même 


190. On peut auffi , fans s’aftreindre à multiplier les 
termes de l'équation de la Courbe , d’abord par les ex- 
pofants de lordonnée , enfüite par ceux de l'abfcife, les 
multiplier fucceffivement par deux progrefions arithméti- 
ques quelconques, dont la différence fera l'unité. Ain la 
Régle pour calculer la Soûtangente foit celle- ci. 


On ordonnera l'équation de la Courbe felon {les di- 
menfions de l’ordonnée , & on multipliera fes termes par 
une progreffion arithmétique ; dont les termes croiflent 
ou décroiffent de l'unité , comme les expofants des puit 
fances de l’ordonnée. * On difpofera enfüite la même équa- 
tion felon les puiflances de labfcifle , & on multipliera 
fes termes par une progr : arithm: dont les termes croif. 
fent ou décroiffent de l'unité , comme les expofants des 
Puifances de l'abicife. On diviféra le prémier de ces 
°UX produits par, le fëcond, & on multipliera cette frac- 
UOn par labfifle , pour avoir la Soûtangente fur PAxe 
es abfGiffes. Ou bien , on divifera le fècond de ces pro- 
duits par le prémier > & on multipliera cette fraétion par 
lordonnée | pour avoir la Soûtangente fur l’Axe des or- 
donnees. 

Cette Régle, par la variété des progréffions arithméti- 
ques qu’on peut choïfir, fournit une infinité d’expreffions 
pour les Soutangentes, entre lefquelles il eft bien difficile 
qu'il ne s’en trouve quelcune qui foit fimple, & d’une 

Ooo 2 conf- 
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conftruétion commode ; parce que le zéro peut être un Cu.xT- 
des termes de ces progreffions , qu’on fera tomber fur le $-190- 
terme qu'on voudra de l’équation. 

1 fuffira, pour la démontrer, d'en faire l'application 
A un Exemple. Choififfons l'équation générale, 4+ by 
nl cx EH dyy + 6x + fxx—0o , des Lignes du 2°, Ordre. 
Si on l’ordonné par y, On aura 4F cxH XX, by 
exy, + dy —0 , dont les termes étant multipliés par la 
progreflion #, +1; mm 2°, il vient #14 #H/10xX + mf XX 
Cri) 8y +CrHi Dexy+(m+2)dyy. Qu'on 
ordonne enfüite par x, & qu'on multiplie fes termes par 
Ja progreflion n,n+1,2+#+2 ; On aura na+ nby ndÿ* 
ENCLIDET ICE DIET RES (n2)fxx Je dis 
que la Soûtangente fur lAxe des abfcifles fera 
matmomfeet(nt ECHO ECHO & 
na + nby + ndÿy EGaH Dex re Gr )exy EGH+2) fxx #3 

na + by + ndyy + (rt Dex hr Jexy EGr+2) fax 
que nc enfrx QE Dép Dex y m2 )dyy } 
exprime la Soûtangente far l'Axe des ordonnées. 

Car fi on multiplie l'équation propolée par x’ 7”, on 
aura 4%" 97 He b 1 VAT LE 6 RUHE Ye EX PERLE TES LS 
HE fx 9 — 0 qui repréfente la même Courbe avec 
les deux Axes [& 20]. Si on cherche la Soûtangente 
par cette équation » félon la Régle du i. préc. on aura 
pour celle de PAxe des ab{cifles 


ray (rt Dbx" d'A EAS +742) 1 (mL Dex" L'URL 
RER Er ETC ENS ec mt Le 2 
24x7y" Enbx"y"#! LLLD)EXTE Ty +n4x" VUE L(ALT)OXMH PE (242) fat y 


qui, divifant le numérateur & le dénominateur par x», {e 


équre à 2268 C0) + mx HG7+2) y +71) af 


na 4 nb) + (41)cx + ndyy à C4) ExY + Gy2)fxx 
précifément comme on la trouve par la Régle du préfent $- 


On 
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En-xt. On trouvera le même accord, en cherchant la Soûtangen- PL.XX. 
$ 190. te fur l'Axe des ordonnées, 


rot. Cette Régle, ou celle du &. 188, donnera toû- 
jours la Tangente d’un Point fimple quelconque d’une 
Courbe dont l'équation eft donnée. Mais fi le Numéra 


, ; ect M N 
teur & le Dénominateur de la fraëtion or fe trouvent 


devenir égaux à zéro , par la fubftitution des valeurs de 
x & de y pour un Point donné; ces deux termes , qui 
font les coëfficients de # & de 3 dans le prémier Rang de 
lR Transformée qui nait de la fubfitution de y+z à y 
& de x 2 à %, étant zéro, ce prémier Rang difparoit , 
& par conféquent, le Point affigné eft un Point multiple 
[$. 17r ]. Ses Tangentes , car il en aau moins deux 
qui peuvent à la vérité coïncider , ne fäuroient être déter- 
minées par une équation du prémier dégré [$. 183]. 1 
faut donc proceder à chercher le fecond Rang de là 
Transformée ; lequel égalé à zéro donne une équation du 
fecond dégré, compolée des termes ## , #2, 2%; dont : 
à moins que les trois coëfficients ne foient zéro, on dé: 
S | 
duira deux valeurs de ©, ou ee par lefquelles on dé- 
Z MN 
términe les deux Tangentes. 


Exemple I On propofe de trouver les Tangentes 
de la Courbe repréfentée par léq : y*— Gay} + 14447y Fig 15% 
— LCA Y — xt AAAXXY//2—0. 
Si on fübftituë y+2 à y & x+7 à x dans cette 
équation, le prémier Rang de la Transformée fera (47° 
—— 184)} »K 2844ÿ — 164" )u (4x? 8 aax4/2 )z , le- 
quel, égal à zéro , détermine la Tangente de chaque 
Point de la Courbe, qui fra un Point fimple, En fup- 
O00 3 pofart 
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pofant ÿy=— 24, l'équation propofée fe réduit à — 84* cuxt. 
— xt +4aaaxxy/2—0o, qui a deux racines X=—=»#x $: 191 
a2V2V2, x——ay2y2. D'où il paroit que l’ordon- 
née AB— 24 a deux abfüifles BC—=+ 4/22 & Bc— 
— 42/2, moyennes proportionelles entre AB[ 22] & 
BD[4y2]. Sion cherche les Tangentes de là Courbe 
en ces Points C, c, on fubitituera 2 4 à y & =ay2y2 
à x, dans le prémier Rang de la Transformée , ce qui le 
réduic à (324 —y2a #4 564 — 164 )u+(—164 VV2 
= 164 VV2)z%; ou (o)#+Co)z. Ainf les Points 
C & c font des Points multiples. Pour en avoir les Tan- 
gentes , il faut donc chercher le fecond Rang de la Trans- 
formée { &. 183], qui {era (GYy—184/+ 1404 )uu + 
(o)424(—6xx 7H 444V/2)22, ou, mettant pour y 
& x leurs valeurs 24 & ay2v2, (244) nu —— 
(Sauy2)zz. Ce Rang, égalé à zéro , a deux racines 
u—+22VV2, & #——2%VV2. On déterminera 
donc les Tangentes des Points C, c, en donnant aux or- 
données des prolongements CE, ce, égaux à 24yV2, 
ou moyens proportionels entre 2AB [ 44] & BD [ 4ÿ2], 
& prenant, für les Droites FG, fg parallèles aux abicifles, 
les parties EF, ef, égales à #, & les parties EG, eg 
égales à —:. Les Droites CF, cf, CG, cg font les 
Tangentes cherchées. 


Exemple IT. Si on cherche les Tangentes de la 
Courbe dont la nature s'exprime par l'éq : xyy#H2#4)y 
— XX — j44X — 34 —0 ; on trouvera pour le pré- 
mier Rang de la Transformée, (2x9 #Kk 244) 4 K Cyy— 
2ax— 344), lequel, égalé à zéro, donne l'équation 
qui détermine les Tangentes de tous les Points fimples de 
la Courbe. Mais fi l’on cherche la Tangente du Point 
M, qui a labicie AP—=—# & l’ordonnée PM=— 4, 
[ ce Point eft un de ceux de la Courbe, puifque , met- 

tant; 
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Cu.xL, tant, dans fon équation, —4 pour x & # pour y > ON PL XXe 
$ 191, ]à réduit à o—0 |], on trouvera pour le prémier Rang, 
(— 244% 248 )u (ask 2a4— 344) , où (o }" 
#H (02%; Ce qui n'aprend autre chofe finon que le Point 
M eft un Point multiple. On calculera donc le fëcond 
Rang de la Transformée, & on trouvera (x) (2ÿ#x 
H(——4)22, ou; mettant —4 pour x & 4 pour y, 
ant rh 2au% az. Ce qui étant égalé à zéro don- 
DC ##—2u2%"#k22—=0, foit #—3—o, D'où l’on 
voit que les deux Tangentes du Point double M coïnci- 
dent, & que cette double Tangente coupe en deux éga- 
lement PAngle des coordonnées, 


Exemple IIT. Les Tangentes de la Courbe défi- 
gnce par l’éq: XŸ— 24AXX — 4aÿ Hat —0o fe détermi- 
AX — qaax 

1244Y 
égalant à zéro le prémier Rang (—124»y)# (4x 
——44a4ax)z de la Transformée. Mais fi l'on fait y —0, 
on réduit léquauon de la Courbe à xt — > s4xx + at 
—0, qui n'a que deux racines, mais chacune double ; 
X—4—0, x-ka4—o. Donc les abfcifies AP— » & 
AP—— # ont des ordonnées zéro, Si on cherche les 
Tangentes de ces Points P ,p, en mettant o pour y & 

AX —44ax 

TA SAR y 


Fig. 155% 


LA r/4 . 
nent par l’équat : 3 = ; qui fe forme en 


, on: 


—— ’ ;- Zz 
—— #4 Pour x, dans l'équation e 


la réduit à . == + La valeur de cette fration étant: 
indéterminée, on n'en fauroit conclure autre chofe fi ce 
n'eft que le prémier Rang (— 124j9) 4 + (4x — 4aax)z; 
de la Transformée difparoit, ou fe réduit à (o) 4L(o)33. 
& que par conféquent P, p font des Points doubles, On: 
cherchera: donc le fcond Rang, qui fera (— 124 LEZ 
+ (0)43 


AIS 


re + 


l 
| 
| 
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FLeXX, H(o)#7% 4H (GxX— can) 77, où mettant = 4 pour x Cr. XI. 


Fig. 156. 


& o pour y, (o)##+(0) uz+ (444)%z. Ce Rang, 
égalé à zéro, donne z—0o. D'où l’on conclura que les 
Tangentes des Points doubles P, p font les ordonnées 
mêmes PM, pm. 


192. Si l'évanouiflement des coëfficients de z, z, & 
de #u,#2,2%2 , fait difparoitre le prémier & fecond Rang 
de la transformée ; c’eit une preuve que le Point dont 
on cherche les Tangentes eft un Point triple On cl- 
culera donc le troïfiéme Rang, & ce Rang ; égalé à zéro, 
donne une équation du 3°. dégré, dont les trois racines 
déterminent les trois Tangentes du Point triple. Mais fi 
les coëfficients des termes #?, ##Z, #23, 2°, qui compo 
fent le troifiéme Rang , déviennent tous zéro par la fubf 
titution des valeurs de x & de y qui conviennent au Point 
affigné ; ce Point eft-quadruple | & pour avoir fes Tan- 
gentes , il faut égaler à zéro le quatriéme Rang , qui con- 
uent les termes #*, #2, #u22, ur ,2*3 & ainfi de füite. 


Exemple. On propofe la Courbe repréfentée par 
l'Éq : 2° — 44)" V2 + 840)y — 2xxyy rK 4axxyV/2 rH Gaxyy 
Jan 1244xy4/2 + 2x — 104x 4 1444XX — 24 X— 0, 

Si Pon cherche en général la Tangente de cette Cour- 
be pour un Point quelconque , on trouvera que. le pré- 
mier Rang de la Transformée donne cette équation (4 y? 
—124YYV2 K 1644) —4xxy HaaxxV2 124X7y 
— 1244Xÿ/2 ) 4 K( — 4xyy + 84XyV 2 K Gayy — 124492 
K 8x —304x" H284ax—24 )z. Mais fi l’on de- 
mande en paiticulier la Tangente du Point qui répond à 
l'abfciffe + & à l'ordonnée 42, [ car # füubftitué pour 
x dans l'équation propofée la change en »*—44yÿ/2 + 
3244)) — 84 y2 K 440, qui na qu'une feule raci- 

ne, 


S. 191 
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Cx. XL ne, mais quadruple, y— 4/2 —=0 ] on fübfituera ces 
$i92 valeurs dx & d’ > dans l'équation tangentielle qu'a don- 
né le prémier Rang. Comme cette fubftitution la réduit 
à (0)#»#k(0)z, on conclura que le Point afigné eft 
multiple. On calculera donc le fecond Rang de la Trans 
formée , qui fera (GYY—124ÿy2 + pa 2XX K GAX ) ere 
— 4Xÿ “K 44x4/2 x Ca — Cau/2 

LCR Hi CS Sr Rad SAGE FES 
44)V2"H12XX— 304x+ 1444)2z.  Etien fubftituant 
dans ce Rang 4 pour x & 42 pour y, on de réduit à 
(o)#uH(o)#34+(0)zz; ce qui montre que le Point 
propolé eft plus que double ; : mais qui n'indique point 
encore la pofition de fes Tangentes:}1| faut donc poufler 
3XH24 
Ix44 

8 8 
H (LL RE VER pr 8X—104)z,.ou, fubfi- 

5) +54v2 
tuant à x & y leurs valeurs 4 & 4ÿ2, (o)#° H(22)vux 
Æ(o)#27 (— 24327. Ce Rang égalé à zéro don. 
ne, en divifant par — 24, 2 — #5 — 0 ,; qui à trois 
TACINES Z—O, B—# , Z2——4, dont la prémiére 
. fait connoitre que l’Axe des ordonnées eit une Tangen- 
tes & les deux autres indiquent des Tangentes qui cou- 
Pet en deux également les angles des coordonnées. 


44% 


le Calcul jufqu’au 3°. Rang (4 J— 482) 


- 


.193+ TL ssrorr inutile de multiplier les Exemples. 
Mais il eft à Propos de remarquer , que, flon le Principe 
du \. 186, ce même Calcul nous met en état de juger 
fi un Point, afigné ailleurs qu'a l’'Origine , eft un Point 
d'Infexion fimple, double, triple, où &c. par le nombre 
des Rangs füpérieurs à celui qui a donné l'équation tan2 
scotielle, lefquels s’évanouiffent par la fübftitution des va. 
leurs dez & 2: ou ce qui revient au même, par le nom- 


darrod, à / Aralyfe des Lignes Courbes. Ppp bre 
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bre des Rangs que cette équation peut divifer. Ca. XI. 
ÿ. 193» 


Exemple Z. La Courbe défignée par l'éq : x? — 
ZUXX — ay —=0 "porte à extrémité de l’abfcifle x = 44 . 
deux ordonnées, égales Pune à 4%, l’autre à — 44. On 
demande fi ces Points font Points d’'Infiexion 2 On cher- 
chera d’abord l'équation tangentielle générale , qui eft 
—(24y)n + C3xx—6ax) z = 01,1 qu'on rendra parti- 
culiére à ces Points, en mettant pour x fa valeur 44, & 
pour y fes valeurs #44. Par cette fubfitution elle fe 
réduit à == Saw »H 24441 —0, Où #4 32—0. Donc, 
en ces Points, la poñition de la Tangente eft telle que le 
Sinus de l'angle qu'elle fait avec les abfciffes eft triple du 
Sinus de l'angle qu’elle fait avec les ordonnées. Enfüite, 
pour favoir fi ces Points font Points d’Inflexion, on cal- 
culera le fecond Rang de la Transformée , qui eit —(a)"# 
H(o)2+(3%x—34)72, ou, mettant 44 pour %, 
—aus+ouzz. Or ce Rang eft divifble par l'équation 
tangentielle 4320, ou,.ce qui eft la même chofe s 
il difparoit.f au lieu de-# on. fubftituë fa valeur = 3 7; 
prile de l'équation tangentielle. Donc les Points dont il 
s’agit ont une Inflexion. Mais c’eft une Inflexion fimple , 
puifque le troifiéme Rang de la Transformée ne confifte 
que dans le feul terme 3? ,.qui n’eft pas divifible par # 


220: 


Exemple TT. Soit la Courbe exprimée par l'équat: 
exy — bbx — 4? —0. On en détermine la Tangente en 
général par l'ég: (xx)zK (2x) —42)2=0, que four- 
nit le prémier Rang de la Transformée. Mais fi on prend 

7" 4 ‘ , , 
Pab{cifle x — — DE» à laquelle répond lordonnée y — 


3 


2 b* , ® S » . 
=— | — Sr équation tangentielle f réduit 
5 


XX 


pour 
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6 6 
Ca: XI. . “ * 94 1 2974 r = 
$. 193. pour ce Point-là , à Tr 4k3;bbz—0o, où HT 2 PL. XX 


— ©. On demande, fi, à ce Point , la Courbe à une 
Inflexion ? On cherchera donc le fecond Rang. C'eft 
Co)#u+(2x) #34 (9 )z, qui sévanouit quand on 
1% 24° 2 bt & 274 

écrit TT 7 Pour x, To Pour y, & —# pour 
%3 Ou, ce qui revient au même, ce Rang (o)## 
C2X) #24+(Y)z%, en mettant pour x & y leurs valeurs, 

Ca 4 


, . ‘ 2 . ET . 17 
fe réduit à 2 #2— 2 3% , qui cft divifible par l'é- 
BB 94? q P 


6 
; 274 re : 
quation tangentielle 3 #4 eu o. Dônc le Point 


afigné à une Inflexion. Mais c’eft une Inflexion fimple ; 
puifque le troifiéme Rang qui n’a que le feul terme 12%; 
n'elt pas divifble par l’équation tangentielle: 


Exemple LIT. La Fig. 140. ef celle de la Cour- 
be défignée par l’éq: y*L'2xxyy + xt — 48ÿ — qax'y 
8447} — 84”ÿ —o [. 186. Ex. IV ]. On demande 
quelle eft la Tangente & la nature du Point qui a o pour 
abfGiffe, & 24 pour ordonnée? Il eft aifé de voir que 
€ Point eft un de ceux de la Courbe. 

Le prémier Rang de la Transformée ef ( 4 y° + 4xxy 
TT 124 — axx + 1644) — 84°) u H(4xy}H+4x — 
84xy ) z, lequel, mettant o pour x & 24 pour y, donne 
l'équation langentielle (8az) #H(0)z—0, où Sa4w 
0, dont la racine 4 —© montre que la Tangente eft 
parallèle aux abciffés. Le fecond Rang (Gyy + 2x x — 

4x) —4ax 
FC — 4ax ) 47 HC2IÆE 6x x — 
44))Z2 , OU, écrivant © pour x & 24 pour Vs (Baz)ur 
Æ(o)#z+(o)zz, loit Saaux, difparoit quand on 

P pp 2 fubfituë 


124y+ 044) 
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fubfituë à # fa valeur o. Il en eft de même du troifié- cu:xt: 


4% Ey— 54 
me Rang (4Y— 44) n° + Ge) uuz K(i __4,)#3% 
35 3 5 
+ (4x)2, ou, 4au LE aauzz, Mais. le quatriéme (1) #* 
“HC2)4#22%%%k C1)3*ne difparoit pas par la fubfitution 
de o pour #. Donc puifque l'équation tangentielle —0 


divife les deux Rangs füpérieurs à celui qui donne catte- 
équation , & ne divife pas le troifiéme, le Point dont il 


s’agit cft un Point de Serpentement. 


Exemple 11/2 On demande la: nature des Points: 


, 


defla Courbe exprimée par l’éq : y*— 44)" — 8aayy + ax* 


— Saaxxÿ/2 +84" — 0, qui font fur Axe des abfciffes.. 


’ 


Si on fait y—o , on réduit l'équation propolée à 
ANT — 84axxy/ 2 H8at —0, qui a deux racines doubles, 
X—=+4VV2, X———xyy2. Pour avoir les Tan- 
gentes des Points qui répondent à ces abfifles & à l’or- 


donnée zéro, on transformera l’équation de la Courbe [ &.. 


187 ], & dans le: prémier: Rang ( 4:y° — 124yy —1644ÿ)4 


+ (16x°— 1644xy/2)z, on mettra o pour y & 44/2: 


pour x, ce qui le réduit à (o)#+4(0o)z. Les Points, 


dont il eft queftion, font done des Points doubles ; & 


pour en avoir les Tangentes, il faut calculer le fecond 


Rang CGYJ—124—844) nu +(o)umH(24x x — 


844 2)22 de la-Transformée. En mettant, dans ce Rang, 


pour x & Z leurs valeurs, on à l'équation tangentielle- 


— Sannu 16447: 2 — 0, Où nu — 22zy/2 — 0, dont les 
TACINCS #—2#2V2— 0, 4LZy/2V/2—0o déterminent 
les Tangentes. Mais puis qu’on demande fi les Branches, 


qui fe croifent en ces Points doubles , y font infléchies ;. 


on cherchera le Rang fupétieur, qui. eft ile troifiéme, (49 

—44)u4 Ho )uuz+(o)#22-H(16%x)7, où, met- 

nn 9 pour ÿ & + 4ÿV2 pour x, — 4441642 1/2; 
? 


&. lon examinera ce que: ce Rang devient, quand, 


ali: 


S,192 


Fig. 138. 


æ 
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Cu.xT. au lieu de # on füubflitué fes valeurs + ou —%V2V2 , pi xx 
$ #3. données par l’équation tangentielle. On trouvera que fi 
dans — 444? »H 1642°y4/2, qui f raporte au Point AS 
dont l'ab{Qiie eft »H 4/2, où fubftitue +H 2V2V2 à #, 
ce Rang s'évanouit, mais fi l'on fubfituë —74/24/2, il 
fe réduit à 3242°ÿV2. An contraire, fi, dans l'équation 
— 444? — 164242 qui f& raporte au Point a, dont 
Pablciffe et — 4442, on fübftituë +242, on-aura 
— 3242 V2, & en füubftituant —74/24/2 , On A Zéro. 
Donc au Point A, la Branche A B touchée par la Droite 
AC , qu’exprime la racine #=+7ÿ/24/2 fübit une Infle- 
xion; l'autre Branche AE, qui eft touchée par la Droite 
AD qu'exprimela racine #=—=—z#/24#/2, ne fubit aucu- 
ne Inflexion.. Mais au Point a, la Branche aE , dont là 
Tangente aD f détermine par la racine #2 —:#7#/2#2, 
n’eft point infléchie; mais la Branche ab , touchée par 
ac dont l'équation eft #—— 72/2 ;. fubit une In- 
flexion. Au refte les Inflexions des Branches AB, ab, 
font fimples. Car le quatriéme Rang (1) #* H(o) #°% 
+Co)zuzz+(o) #23 +(4)z*, ne difparoit point , lors 
qu'à z on fubftituë + où —z%/242, mais. il fe réduit. 

à 122. 


Prob Les mêmes Principes ménent à la Solution des 
roblémes inverfes de ceux qu’on vient de réfoudre. Tel 


eft celui-ci.  L’équation d’une Courbe étant donnée, trou- 


ver les Points de cette Courbe, où la Tangente fait, avec 


les ab{Cifles où avec les ordonnées , un'angle donné. pr, xxi. 
L'Angle PMR, que la Tangente PR fait avec les ordon- Fig. 152+- 
nées, où l'angle pMr qu’elle fait avec les abicifles | dé- 
pend du raport'des côtés PM., PR du triangle PMR , - ou 
des côtés pM,-pR du triangle pMr, ceft-à-dire , du ra- 
port des droites MQ, MN, lequel eft le même que ce 
lui des variables #, 3 dans l'équation tangencielle générale 


Ppp 3 de: 
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de la Courbe [$. 187 ]J. Si donc cet angle PMR , ou Cx.x£ 
pMr, eft donné, le raport de # à 3.eft donné. Qu'on $-1#+# 
exprime ce raport donné par les lettres 2:/. On fubfi- 

tuera donc dans l'équation tangentielle 2 pour # & / pour 

3%, & on aura une équation, qui, avec celle de la Cour- 

be, détermine les valeurs de x & de y, c'eft-à-dire , la 
pofition du Point, ou des Points, cherchez. 


Un feul Exemple éclaircira cette Règle. On demande 
les Points de la Courbe défignée par l’éq : 44yy ÆK Bbxx 
— aabb—0 , où l’ordonnée cft à la foûtangente com- 
me # à /. 


L'équation tangentielle eft (2447 )# H(24bx )z1—=0, 
ou, mettant # pour # & / pour &, 244hy + 24blx —=o; 


à bb1 . 
ce qui donne J=— SE, * Subftituant cette valeur 


dans l'équation de la Courbe , on la transforme en 
b* 7/7 . 
— xx bbxx— 4abb—=0o, d'où lontire x — 
aabh + à 
aab — bb] 


À déborde Eee L 
VOTE aabhn OI ELTIS— 1E TETE ah): 


Ain x:y=— 44h: Bb ——"*: e Si donc on mé- 


ne dès l’Origine une Droite qui fafle avec les Axes des 


44 à 
angles tels que x:y=—",: 7, cette Droite rencon- 


trera la Courbe aux Points demandés, 

Mais fi l'équation propolée eut été 44yy— bbxx — 
4abb — 0; on auroit trouvé , par un Calcul fmblable , 
K— ORALE & y — A : valeu 

VOD ab)? TG = aabh) ? TS 
qui deviennent impoñibles , quand +4bb5> bb!} ; quand 
h:{> b:a. On ne fauroit donc mener à cette Courbe 

aucune 
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Cx.xE aucune Tangente , qui fafle avec les abfifies un angle PL. XXI. 
$: 196. plus aigu que celui que fait la Droite repréfentée par l'éq: F8: 160 
/x— hy , qui-eft lAfymptote de la Courbe. 


195. LE cas de ce Probléme, le plus important & 
le plus facile à réfoudre , eft celui où l’on cherche les 
Points de la Courbe, dont la Tangente eft parallèle aux 
abfcifles ou aux ordonnées. Ces Points fe nomment des 
Maxima & des Minima; fcavoir des Maxima où Mini- 
ma d'ordonnées, quand la Tangente eft parallèle aux abf 
cifles ; & des Maxima où Minima d'abicifes , quand la 
Fangente eft parallèle aux ordonnées. En effet, il arrive 
d'ordinaire , qu’en ces Points l’ordonnée ou l’abfciffe eft 
la plus grande ou la plus petite de toutes, ou du moins 
plus grande ou plus petite que celles des points voifins 
de part & d'autre. La feule vuë de la Figure fait voir Fig 162. 
que la Tangente AT étant parallèle aux abfcifles [ 2°. r & 
2 ], lordonnée AB eft. ou plus grande , ou plus petite, 
que les ordonnées ab, æ8 de part & d’autre ;.& que la 


Tangente At étant parallèle aux ordonnées [#°. 3 & 4 ], 
l'abiciffe AC eft ou plus grande, ou plus petite que les 
abfcifles ac, æx, de part & d’autre. 

J'ai dit que cela arrive d'ordinaire. Car il peut arriver 
que le Point, dont la: Tangente eft. parallèle aux abcif 
€S OÙ aux ordonnées, foit un Point d’Inflexion vifible ; 


\ x Fig, 163; 
& alors il n'eft niun Maximum ni un Minimum. 


196. La Tangente eft. parallèle aux abfcifles , lorfque 
l'équation tangentielle, ou du moins une de fes racines à 
eft #— 0" celt-à-dire, lors qu'il manque le terme fans 
# au Rang qui, épalé à zéro:, donne la pofition de la 
Tangente | $$. 184. 187 |. Et de même, la Tangente. 
eftparallèle aux ordonnées, quand l'équation tangentielle a: 
une. racine. Z——o, quand le Rang qui, égalé à zéro ;. 

donne. 
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Pz XXI donne cette équation, n’a/aucun terme, fans z: Cu. XL 
| Ainfi-pour avoir les Maxima ou les Minima des ot- $. 196. 
données, on cherchera le prémier Rang de la Transformée 
qui réfulte de la füubftitution dy +# à y, & dx à x, 
& onégalera à zéro le coëfficient de z dans ce prémier 
Rang. Cette équation combinée avec celle: de la Courbe, 
donnera les valeurs d’x & d’y, qui répondent aux Maxs- 

ma & Minima d'ordonnées. 

Et pour avoir les Maxima & Minima d'abfcifles, on 
égalera à zéro le coëfficient d’# dans le prémier Rang de 
là Transformée, & on combinera cette équation avec celle 
de la Courbe, pour avoir les valeurs cherchées dx & d'y. 

Ceci fuppolfe que les coëffcients d’z & de z ne s’éva- 
nouiflent pas enfémble.: Car fi les valeurs d’x & d'y, 
qui rendent l’un de ces coëfhcients égal à zéro, font 
auffi difparoitre l’autre ; le Point eft un Point multiple 
[$. 171 ], dont l'ordonnée ou Pabfcifle ne font pas des 
plus grandes ou des plus petites, ou ne le font que par 
hazard. 11 faut donc examiner fi la fuppofition qui anéan- 
tit un des deux coëfficients de z ou de Z%, n’anéantit 
point aufli l’autre. 

11 faut encore examiner fi la racine #—=0 , ou z2=0, 
ne divifé point le fecond Rang. Gar alors le Point trou- 
vé feroit un Point d’'Inflexion [ $$. 186, 193 |, & par 
conféquent il ne feroït pas un Maximum , ni un Mrrs- 
mum, quoique la Tangente foit parallèle aux abifles ou 
aux ordonnées. À moins que cette racint #—0o , ou Z 
—o, ne divife auffi Je troifiéme Rang , fans faire évanouir 
le quatriéme ; en quel cas le Point f&roit un Point de 
double Inflexion ou de Serpentement, & en même tems 
un Maximum où un Minimum. En général, fi la raci- 
ne #—0, où 3— 0, de l'équation tangentielle, ne divife 
aucun des Rangs fupérieurs |; ou en divife un nombre 
pair; le Point dont la Tangente eft parallèle à une des 

c&or- 
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Gx.X1 coordonnées; étant un Point ordinaire ou un Point de pe.yxr. 
$-196. Serpentement, ce Point eft un Maximum où un Miri- 
nurs. J n'eit ni l’un ni fautre , mais un Point d'infle- 
xion vifble , fi la racine #—0, ou z —0 ; divife un 
nombre impair dé Rangs fupérieurs à celui qui a donné 
Péquation tangentielle, 

Faute d’avoir fait attention à ces deux Remarques , des 
Géométres ont pris pour des Points de Maximum ou de 
Minimum ; des Points qui n’avoient pas ce Caraétère , 
mais qui étoient ou des Points multiples ou des Points 
d’Inflexion ; & d’un autre côté, on a élevé des Objec- 
tions Contre une Méthode femblable à celle que nous pro- 
pofons ici, lefquelles s’évanouiflènt par ces confidérations. 


Exemple Z. On demande les Maxis où les M- 
nima de la Courbe exprimée par l'Éq : yy+ xx + by — 
4X —= 0: 

Si on fübfituë 4% à x & Jrka à y, le prémier Rang 
de la Transformée fera ( 2YH0)uE(2Xx— 4)%. Le 
coëfficient de z, égalé à zéro, donne X—};4; &'cette 
valeur d’x, fubftituée dans la Propolée, la change en yy 
Kby—ïas—0o, d'où l’on tire J—=—24bE EE 
aa). Ces valeurs d'y, füubftituées dans letcoëfficient 

© #5 ne le font pas difparoitre. Donc l'abitifle x —:# 
— APyM&les ordonnées V—=—3b#iV(bb+ 44) — 
PM; T2 — 1 (bb haa) = Pm , donnent deux 
Ponts M, 1m, qui font les Maxima des ordonnées: 

Pour avoir ceux des ab{cifles, on égalera* à zéro le 
coëfficient de: #1] donne Y—=—— +4, Cette valeur 
fubftituée dans l'équation de la Courbe, la transforme en 
XX — 4x — ;bb— 0, d'où l'on tire K=— +414 (bb 
44), Et ces valeurs, fubfituées dans le coéficient de 
3, ne le font pas évanouir. Donc l’ordonnée Y= —?}6 
—AQ, & les abfifes X—: 45H: (bb ar) = QN, 


2? 


Litrod, à PAnalyfe des Lignes Courbes, Qgq & 
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_&x—1a—1:y(bbHas)—Qn, donnent deux Points cn. xË 
N,n, qui font les Maxima des abfciffes. ÿe 196 
Mais il faut, pour cela, que ces quatre Points Ff, m, 
N,n, ne foient pas des Points d'nflexion ; comme en 
effet ils ne le font pas. Car le fecond Rang de la Trans- 
formée, qui eft ##+7%, ne peut fe divifér par le pré- 
mier, qui eft (2yH#)ærE (2x +4a)z2, quelque füppo- 
fition qu’on faffe fur les valeurs de y & de x. On fait 
d’ailleurs qu'une Courbe du fecond Ordre ne fauroit avoir 
d'inflexions [$. 163 |. Et comme la Courbe en queftion 
eft un Cercle, [& 185. Ex. 1], on peut aifément s’af- 
fürer que le Calcul a véritablement déterminé les plus 
arandes abfciffes & ordonnées. 


ÆExemple IL Quels font les Maxima & les Mins- 
ma de la Parabole repréfentée par l’éq : ay — xx = 0. 
[$ 123 }? 

Le prémier Rang de la Transformée ef (— 4)# — 
(2x)%. Le coëffcient de Z, égalé à zéro, donne x 
—o, qui fubftitué dans la Propofée donne y Oo. 
Comme ces valeurs d’x & d’y ne font pas. évanouir 
(— 4) le coëfñcient d’#, on conclura qu’à lOrigine , 
la Tangente eft parallèle aux abfcifles : ce qui eft, en 
quelque forte, un Mrrimwm d’ordonnées ; puifque l’or- 
donnée y eft zéro, & qu'il ny en a point de négatives. 

Mais le ‘coëfficient d’, Cgalé à zéro, donneroit # 
—0o: ce qui eft abfürde. Donc la Parabole n’a point 
de Tangente paralièle aux ordonnées. Elle n’a donc point 
de plus grande, ni de plus petite abciffe. Elles vont ; 
en eflt, depuis le zéro en croiffant jufqu’à l'infini pofi- 
tif, & en décroiffant, jufqu’à limfini négatif. 


re 
5 Tr 


Fig. 16e Exemple LIT. On propofe la Courbe que repré- 
fente l'éq : xxy— 4yy — bbx—0. 


Le 
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Le prémier Rang de la Transformée étant Gé — 24y re 
H(2xy— bb) ; fi on cherche les Maxima d'ordon- 
nées ; on égalera à zéro le coëfficient de z, &°on aura 


bb PR ; - 
NL Cette valeur , fubftituée dans l'équation de Ja 
2 


4 4 3 
Courbe, donne a ET ane. OÙ J—— y(6*: 
44). Donc x! == — Via, Ces valeurs, 


fubfituées dans xx — 24y , coëfficient d’#, ne le font 


pas évanouir. Ainf le Point qui à pour coordonnées 
4 


3 L 
K Vi, & = VE: n'eft pas un Point 


multiple, mais un Maximum d'ordonnées , pourvû que 
ce ne foit pas un Point d’Inflexion. On cherchera donc 
le fecond Rang de la Transformée, ou du moins le coëf- 
ficient du terme zz , auquel ce Rang fe réduit par la va- 
leur dx prifé dans l'équation tangentielle 2 — 6. On 
trouvera que ce coëffcient eft y, & qu’ainfiil ne s'éva- 


mn . . 3 A 
nouit pas par la fubftitution de — |, —àJ. Donc le 


Point trouvé n’eft pas un Point d'Inflexion ; mais un vrai 
4xinu d'ordonnées. < 

; Pour avoir les Afaxima ou Minima. d'ab{cifles, on 

égalera à zéro, XX — 24y, Qui eft le coëfficient d’z, & 

Lente , 

on aura 7= 7,5: Valeur qui transforme la Propofée en 
4. + 

x x ; 

Ci A —dbx—0, OÙ X* — y4bbx > QUI a deux ra- 

24 44 


3 
Cincs, X—0,*=—=Yÿ44bb, Ces valeurs fubftituées dans 


+ XX ’ ., 
lég:y—= "=, donnent, la prémiére y— o , la feconde 


24 
Qgq 2 Y—= 


Pc, XXL 


CET 


er 


sis _ 


5 
VV 


. Etces valeurs d’x & d’y, fubftituces dans 


2xy—— bb, ne le font point difparoitre. Subfituées 
auM dans le fecond Rang , que l'équation tangentielle 3 
— o réduit à a#=—o, clles ne le font pas évanouir. 
Donc l'Origine , où x—=o, & 7 —=0o, & le Point où x 


3 5, 2b° à 
— aabb & y — =» ne font ni des Points multiples, 


ni des Points d’Inflexion , mais de véritables Mérima 


d’abfcifles. 


Exemple TV. On veut chercher les Maxima ou 
Minima de la Courbe défignée par l’éq : 47° 4 ba — 
cCx—0,. 

Le prémier Rang de la Transformée eff (3 4ÿy) # + 
C36xx —6)3. Si on égale à zéro le coëficient de 

3 
, € ) : 
Z, on aura nues pe & par l'équation de Ia Courbe 
9 


AC its S- . 
sai Valeurs qui réduifent l'équation tangen- 


2 


: : 3,446? c 
tielle à EAN Z O Où 4#—o. Donc les Points 


3 
qui ont , l’un pour abfcifle # y ü & pour ordonnée 


€ 9 
4e Sp ; c 
A PTT ; l'autre pour abfaiffe nv & pour or- 
6 9 


£ , — à 
donnée —#——,, ont leurs Tangentes parallèles aux 


j 274ab 
abfciffes. Ces Points ne font pas Points d’Inflexion. Car 
le cond Rang de la Transformée , réduit, [ puifque # 
=0;,] à (36x)zz, ne difparoit pas, lors qu'à x on 
fübfi- 


Cu. XIe 
$: 196» 


C 
$. 


c ‘ 
e hbfitue 4 ou UT Ce font donc des A4 


. 
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4 
d'ordonnées. 

Mais , fi on égale à zéro le coëfficient d’z, pour avoit 
les Maxima où Minima d’abfcifles ,) ON trouvera y —0, 
& par l'équation de la Courbe bx? —6x —0 , quia 


3 3 
$ C c c x 
trois TACINCS X—O, X—"#4HY —, X—=—+4/—, Ainf 
b b 
PAxe des abfciffes rencontre la Courbe à Origine & à 
3 3 
Pb . A [4 < 
Pextrémité des ab{ciffes +4 5 — T° & ces Points 


ne font pas multiples, puifque ces valeurs d'x n'anéantif. 
fent pas le: coëfficient 3bxx—:? de z. Donc dans ces 
Points la Tangente eft parallèle aux ordonnées. On ne 
doit pourtant pas encore affirmer que ce font des Muxi- 
#4 Où Minima , puifqu'ils peuvent être Points d’Inflexion 
vifble ; ni le nier, avant que de favoir fi ce ne font point 
des Serpentemens. On calcülera dans le fècond Rang de 
la Transformée , réduit au terme zz > & on trouvera 
(34J)uu, que y— 0 fait difparoitre. Ainf les Points 
affignés font Points d’Inflexion, Et ce ne font pas des 
Scrpentemens; car le troifiéme Rang (4) #4 ne Sanéantit 
Point, par la fübfitution des valeurs d’x & d'y... Les 

OlntS en queftion font donc des Points d'Inflexton vifible, 

RON pas des Maxima où des Minima d'ablaifles ; quoi. 
qu'ils ayent leur Tangente parallèle aux ordonnées. 


Exemple 77, On propofe là Courbe , que les An- 
ciens ont apellée C4", ‘dont l'équation ef x # y #4 2 
— QUXX +3 AAX — n° O0, 

Le prémier Rang de la Transformée eft ŒETDTE 
CH 3xx — Gax + 322) 7. Si.on cherche la plus gran- 
de ordonnée, on trouvera » CD Égalant à zéro le coëffi- 

Q q« 3 cient 


PL.XXIe 


Fig. 167à 
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PLYXI Cient de z, y + 3xx — Gax + 324 —0; & fubflituant , x xt. 
dans léquation de la Courbe, au lieu de yy, fa valeur S$ 196: 
— 3XX + GAX — ZA, ON AUFA — 3x EL OAXX — z4AX + 
N° — 3AXX Ke 34x08 —O—(X— 4) (—2x— 4), 
qui a trois racines x——2:#, X—4, x—4a. La pré- 
miére füubftituée dans yy #K 3xx — 6ax #4 344—0, donne 
Y—=—6%44, où y cit imaginaire. Ce Point n’eft donc 
pas même un des Points de la Courbe. On pourroit le 
nommer un Maxirum imaginaire | mais la‘ confidération 
de ces Maxima n'aboutit à rien, que je fache. L'autre 
racine x— #, qui eft double, fubftituée dans yy+k 3xx 
—Ga4x%+3aa—o, donne y—=o, & cette valeur d’y 
ancantit le coëfficient 2xy de #. Donc elle indique un 
Point multiple à extrémité de l’abfaifle x=4. 

On connoitra les Tangentes de ce Point multiple, en 
cherchant le fecond Rang, qui et (x)##H(2))#2 4 
C3X—34)2%, & y fubftituant à x & y leurs valeurs # 

& o, ce qui le réduit à 4ww. Puifque ce Rang ne s’a- 


néantit pas, le Point en queftion n’eft qu’un Point dou- 
ble [$. 171 ], & en l’égalant à zéro , on a une équation , 
qui n'a qu'une feule racine double #—o. D’où l’on 
conclut [ &. 18 1 } que ce Point n’a qu'une Tangente, 
mais qui touche deux Branches. Ainf, quoique cette 
Tangente foit parallèle aux abfcifiès, le Point qu’elle tou- 
che n'eft ni un Maximum , ni un Minimum d'ordonnées. 


197. LA RE‘soLuTIOoN du Problème de Muximis 

S Minis eft une des plus utiles & des plus agréables 
inventions de lAnalyfe. Elle fert à trouver , entre une 
infinité de grandeurs qui ont entrelles un ’raport déter- 
miné par une Loy conftante & qui peut s’exprimer par 
une équation, celle qui eft la plus grande, ou la plus pc- 
tite, & en général celle qui remplit le mieux certaines 
vüës. Toutes ces grandeurs , ou ce qui en réfulte füi- 
vant 
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Cu. XL vant le but propofé, peuvent être repréfentées: par les prancne 
$197. ordonnées d’une Courbe , qui fera algébrique fi la Loy XXIL 
de leurs raports s'exprime par une équation algébrique ; & 

il ne s’agit que de déterminer la plus grande ou là plus 

petite de ces ordonnées. 
Ceci s’éclaircira par deux. Exemples , l’un très fimple, 
Pautre un peu plus compofé. 


Exemple I. On demande quel eft le plus grand 
Rettangle qu’on puiffè infcrire dans un Cercle donné re. 168. 
ADBÉ. “ 


Soit QRST le Reétangle cherché. Si on mène les 
diamétres AB, DE parallèles aux côtés du Réftangle , il 
eft clair qu'ils le divileront en quatre Reëtangles égaux & 
femblables , tels que CPQN. Donc le quadruple de 
CPQN et le plus grand Reétangle qu’on puifle infcrire 
dans le Cercle : eft un Maxim. Et CP QN eft me- 
füré par le produit de CP & de PQ, qui font les coor- 
données perpendiculaires du Cercle , l'Origine étant prife 
au centre C. Soit 7 le raïon, x l'abfcifle CP, l'ordon- 
née PQ fera Cr —xx) [6 7]. Ainfi x4/(rr—sx), 
produit des coordonnées CP, PQ, repréfente le Re£tan- 
gle CPQN , & fon quadruple 4xy/ (rr—%x » le Rec- 
angle QRST. Cette grandeur 4xy/(r7— xx) doit donc 
QE la ps grande entre {es fmblables, c’eft-à-dire, qu’on 
cherche la valeur dx qui rend 4x#(rr—xx) un M4- 
X/#477. Pour la trouver, on fuppofera une lettre y pro- 
portionelle à 4x VCrr— xx) , égale, par exemple > À 
AXVCIT— 5x) ; L 
= TM & on imaginera la-Courbe CMB re- 

FRE 
préfentée par l’ég : y = ENT 
rrxx + x*— 0, deforte que l'ordonnée PM fera propor- 

tionelle- 


, ou ZAYY 2 
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PLAxcue nelle au Reétangle QRST dont le côté QT pañle par cxxr, 
XXE l'extrémité P. de l'abièife CP.[x 40 Ainfi Pablciffé CP 19 
qui donne la plus grande ordonnée PM, détermine le 
plus grand Reëtangle QR ST. Pour avoir cette abicifle, 
on transformera l’'Éq : 44yy — rrxxhxt— 0, en fubfi- 
tuant x #2 à x & y à y. Le prémier Rang de cette 
Transformée elt ( 244y ) x He (—2rrx 4 4x V7, Egalant 
à zéro le coëfficient de 3, on‘’aura 4% — 2rrx—0 , 
qui a trois racines X=—0, X— 4277, X—— 4/77. 

La prémiére , füubfituée dans l'équation de la Courbe , 
donne y—0o. Mais cette valeur d’y fait auffi évanouir le 
coëficient ,d’zidans le -prémier Rang de fla Transforméce. 

Elle marque donc ; non un Maxim ; mais un Point 
multiple à l'Origine [ $ 171 ]. Les. deux autres valeurs 
dx, 1c + & —1417rr, fubfituées dans la propofée, don- 


4 


ri pt 14 1r 
nent DAS Te met ou y. Cette va- 


leur, d'y. n’anéantit point le :coëfficient d’z. : Elle donne 


. h T7 
donc le Maximum M, dont l’ordonnée PM — TE & 
2 


abf@iffe CP. Ainf le plus grand Re&angle 
qu’on puifle infcrire dans un Cercle, c'elt le Quarré. Car 
CP [x] éran —=Yxr,; PQ [yCrr=— xx) ] eft auf 
—v3#r Donc CPQN,'& par conféquent QRST , eft 
un Quarré. Ce qu’on démontre auffi facilement dans la 
Géométrie élémentaire. 


Exemple IT. Les deux Points A’, B étant donnés 
à Cgales diftances du centre C, fur le diamétre HI du 
demi-cercle HLI ; on demande quel eft le Pont E de 
la demi-circonférence , duquel menant les trois droites EA, 
EC, EB, la différence des angles AEC, BEC eft la 
plus grande ? 


Soit 
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Ca. XL Soit E le Point cherché , & fi on mène la Droite EF , Prancué 
$.197+ qui fait avec EC l'angle CEF égal à CEA, angle FEB XXI, 
fera la différence des angles AEC , BEC ; & doit par 
conféquent être un Maximum. Mais comme la grandeur 
d’un angle ne fe calcule pas aïfément , & que le plus 
grand angle a le plus grand Sinus & réciproquement , 
on cherchera le Point E, qui donne l’angle BEF dont le 
Sinus eft Æ plus grand. Abaiflant du Point {B fur EF la 
perpendiculaire BG, elle eft le Sinus de langle BEF, BE 
étant le Sinus total. 11 faut donc que la raifon de BG à 

BE, ou la fraétion Fe foit un Maximus. 

Soit le raion CE—7r; CA ou CB—4, CD labf- 
ciflè du Point cherché E |] =x, fon ordonnée DE 
#Crr— xx). Soit de plus CF=—7. Donc AE— 
CAD* H DE°) — #/{aarkrr 4 2ax) , BE— y (BB D° 
»HDE*')=#(catrr— 24x), EF — (CF D°  DE*) 

— y (rrkit— xt). Et puifque CE coupe en deux 
également l'angle AEF, on aura { Eucz. VI 3] AE: EF — 
AC: CF, ou AE°:EF°—AC*?:CF°, &, mettant les va- 
leurs analytiques , 44»Krr"H24X:7r tr —oxt nait 
ou, égalant le produit des extrémes à celui des moyen- 
nes, salt rh rrtih2axit —=A4Tr + aatt — 2aaxt , foit 
2axtt+ 2 aaxt =4arr—11tt, &, divifant de part & 
d'autre, par 4H, 24X/—4arr—7rrt, OÙ —— 

Arr 244X : 
Frhagx. Donc BF[4—7] 7 E54%? EF? 
[=# »K nn Per St Pt 4 

| CrrrK 24x y 

pendiculaire à EF, les triangles reétangles BFG, DFE x 
qui ont l'angle commun F, font femblables, & donnent 


44H 24X Loc. 
(RÉ) 1° |: ED* [rr—xx] 
Zitrod. à  Analyfe des Lignes Courbes,  Rrr  —BF: 


BG étant per.. 


cette proportion EF° 
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4atxx 


; : "4 gun AUTXT Cu. XI, 
ex F° ee > Fe Cr TL ne 
BF°[ ]:BG°. Donc BG Garrieror $. 197. 
+ 


(rrrK2ax) 
BG* Aatrrxx — 1 a*x* 4 
BE r'(44 Hrrk2ax) (Cat Krr— 24ax)  r° à 

arTrXX— 4x" 


(an Lrr) — qaaxx 


4 


, qui doit être un Maxémmm. Car 


fi la fration ne et un Maximum, comme le fuppofe 


la Queftion propofée, fon quarré a fera auffi un A#4- 


xsmum, Et il le fèra pareillement en le divifant par la 
. 4 
y 4 . 3 . / 
quantité conftante =; , puifque le Maxmwm dépend 


uniquement de la variable x. 11 s’agit donc de détermi- 


; : à : AITXX — 4%" 
miner la variable x, qui rend la ffaion = — 
(aa+rr) —4anxx 
un Maximus. | 
Poùr-cela , on fuppofera cette fraction égale à une 
fraction À , & on cherchera la plus grande ordonnée de 


ANTXX — AX* 
Cana +77) —4aaxx? 
où (aa +rr ) y——4aaxxy — 4 arrxx + 4ax* —o. Le 
prémier Rang de la Transformée fera (( 444 7r Y — 
qaaxx)u + (—8aaxy — 8 arrx K 16ax°)z. Si on égale 
à zéro le coëfficient de 3 , on aura 3 = — ; & 
cette valeur fubftituée dans l'équation de la Courbe la 
Change en — 444xŸ Æ 2 (aa hr Y xx — rr(aatrr ) 
—0o, dont les racines font les valeurs d’x qui donnent 
le Maximum cherché Or cette équation du 4°. dégré 
{e réduit en deux autres 2Xx—(aa+rr) —o, & 


— 244XX 


la Courbe repréfentée par léq: L 
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Ca. XI, — 244XX + rr(atrkrr)—o. Ainf fes quatre racines Praneur 
r 1 
— TE — = — VE + —), S 
x —"#h VC: FX vVCz Fond Les or 
données qui répondent à ces ablciffes, font y —4, = 
4 4 _ 
r r Pr : . 
J—=" 3»); Les deux prémiéres abfcifles & les 
deux prémiéres ordonnées donnent deux Maxima ; les 
deux derniéres donnent deux Minima » Comme on le 


voit par la Figure de la Courbe tracée dans la Fig. 170. 
Mais ces Minima n'apattiennent point au Problème pro- 


pofé, & ne viennent ici que parce que léquat : 2 == 


ATTXX — 4 xt 


Can HE rr ) — 4aaxx : 
ka Queftion propolée , il fuffit d’en confidérer la portion 
qui cft comprife dans le Cercle HLI ; puifque le Point 
E, devant être pris für la circonférence , ne peut avoir 
une abfcifle CD plus grande que le raïon. Les Muxima 
cherchez font donc ceux qui ont l'abfcife x—+ ou 
—#(zaakarr), & qu'on peut trouver ainf. Qu'on 
décrive für le raïon CI le quarré CINL : qu'on mène la 

iagonale CN , & qu'on prenne fur cette diagonale, la 
Pêtie CM égale à AL, hypothenufe du triange ACL, 
dUia pour ba AC[4], & pour hauteur CL [7]. 
Enfüite , qu’on abaïiffe du Point M für le raïon CI la 
PErPEndiculaire MD. Elle coupera la circonférence au 
. Point cherché E. Car CN [v2rr]: CI[r] —CM 
LV Caa+rr)]: CD[vVC44%#3rr)]. On trouve de 
même , dans l’autre quart de cercle HLC, le Point es 
qui et le Maximum dont l’'abicifle Cd —— (aa 


Hairr), 


repréfente toute la Courbe. Pour 


Rrr 2 198. CEs 
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ÉHeBRT ZI TT = 


PLANCHE 198. Ces deux Exemples fuffifent pour faire enten- ex xt. 
ÆXl dre la maniére d'employer cette Méthode dans les Cas 9128 
où on doit l'appliquer. Les Livres qui en traittent en 
font pleins, & il eftraifé de s’en propofer un grand nom- 
bre. Remarquons feulement que la détermination. des 
Maxima & des Minima fert beaucoup dans l'examen du 
cours d’une Ligne , parce que ces Points , lors même 
qu'ils n’ont rien de fingulier en eux-mêmes, ne laiflent 
pas d’être des Points remarquables de la Courbe raportée 
à fes Axes. Car ceft à ces Points que viennent fe réunir 
deux Branches de la Courbe, & fouvent ceux où l’une 
des coordonnées cefle d’être réelle & devient imaginaire, 
ou réciproquément, Ayant donc trouvé les Maxima & 
les Minima d’abfcifles , on peut les regarder comme des 
limites , ‘entre lefquelles prenant des abftiffes, on exami- 
nera quelles font celles dont les ordonnées font réelles , 
& puifque le cours d'une Courbe eft continu [&. 191], 
on fera für que toutes les abfciffés, qui fè terminent 
dans le même intervalle, ont auñi des ordonnées réelles. 
Que fi, au contraire, une feule abfCifie d’un de ces in- 
tervalles a fès ordonnées imaginaires , toutes celles du 
même intervalle ont aufli leurs ordonnées imaginaires. Et 
il en eft de même, watatis mutandis, des Maxima & 

Minima d'ordonnées *. 


Th om 


Le I" Exemple fera cclui de la Courbe que nous 
avons déjà confidérée) au {. préced. Ex. IL Son équation 
ft 44xŸ — AarrxXx — 4A"xxy (44 Hrr) ÿ Ho: Puif 
qu'y n'y monte qu'au prémier dégré , chaque abfciffe a 
une ordonnée: mais pour favoir les abfcifles de chaque 
ordonnée ; on cherchera les Maxima & Minima d’or- 
données. On a trouvé ci-deflus que c’étoient les Points 
qui ont pour abfcifles & pour ordonnées x = ÿ(:44 

F"K3177) 


* ROLLE, Mem. de l'Acad. 1703. pag. 152. 
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er 
partagera donc PAxe des ordonnées en quatre: intervalles. 


Le prémier depuis Origine, ou le zéro, à l'infini du c6- 
té négatif. Le fcond depuis l'Origine jufqu’à l'ordonnée 
ya. Le troifiéme depuis lextrémité-de l’ordonnée y—4 


CH. XI, Ë ER SOLE Lu ur 
$: 198. Hair) &y—A4a; REV Cr) & y = On 


4 
4 . 4 T . 7, 
jufqu’à l'extrémité de l’ordonnée y — Z- Etle quatrié- 


r* 


me depuis l’extrémité de cette ordonnée y— 7» jufqu'à 
Pinfini du côté poñitif. On prendra une ordonnée dané 
chacun de ces quatre intervalles, & on examinera com- 


bien elle a d’abfciftes. 


Ainfi prenant du côté négatif y——#, l'équation 
de la Courbe f change en cette égalité 44x*-— 4 urrx 
K4axx—4(4arkrr ) —o, où, divifant par 44, x 
— (7 44) Xx — 4a(rrH aa) —=o, qui n'a que deux 
racines réclles, comme on le voit par le (. 6o, ou fimple- 
ment par la réfolution de cette équation à la maniére de 
celles du fécond dégré. On lui trouve quatre racines , 
deux réelles Æ ÿ/(3(r7 — 424) (ir L14t)) & deux 
imaginaires = #/(2(77 — 44 )—#(37t +2 44) ). Donc 
du côté des ordonnées négatives ; chaque ordonnée n’a 
IE deux abfcifiès, la Courbe n’a que deux Branches. 


Si on prend, du côté pofñitif, dans l'intervalle entre o 

4, une ordonnée y—24" l'Égalité fera x*—(7rr 
244) xx 4 ( 77 04 Ÿ —o Qui a quatre racines récl- 
LES Xi 2rr ae Er) ), 1 Donc les 
ordonnées pofitives moindres qu’# ont quatre abfcifies: la 
Courbe, dans cet intervalle ,'à quatre Branches. 

r* 
Dans l'intervalle ‘entre 47& +» On peut prendre lor- 


Rrr 3 donnée 


PraNCHr , r! . | 
XxIL donnée J—i44—, & Péquation de la Courbe fera 
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4 
} . r 
changée en cette Egalité x*—(Ci44+7rr De 
24 
4 
: 7 : 
L(rrk aa (Gr LR 1)—0o, dont toutes les racines 
LE: r | 
EL (2 aan eV (sat Lit — 
EC saint V(—jat+ir 23) font 
7° 
imaginaires, Car la grandeur —; 4*+37r* — PE qui 
eft fous le figne radical , eft effentiellement imaginaire , 
+ 
; GARE 3 r 
étant la négative du quarré de 244———,. Donc, dans 
244 


1 £ 
PL 
d’abfafles & par conféquent point de Courbe. Ce qui 


fait voir que les extrémités des ordonnées # font des /44- 


l'intervalle entre les ordonnées 4 & il n’y a point 


; ARE ; Sa 
xzma, & les extrémités des ordonnées 2 des Minima. 


4 
ie 
Qu'on prenne enfin ;, au-delà de la limite =; ;, une 
pi ” 
à 
ordonnée 4*k = 3; &, pour cette ordonnée , l’'Egalité fera 


r° Lt 
Det — Cauet 3 CTT + 44) CE T0 
4 
à an ] r 
qui a quatre racines réelles Eyi(r a+) SUÉGHEt 
: 2 


4 4 
r rt . ‘ 
VCGaatrr+ De ). Donc dès l’ordonnée TS jufqu’à 


LH . . 
l'infini, chaque ordonnée a quatre abfciflès. 


Aïnfi la Courbe a fix Branches infinies, deux du côté 
négatif 


Cu. XL 
S.'198. 
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Cn.x1 négatif & quatre du côté pofñitif, defquelles il eft aifé de Pranee 
S158. voir, pat les $$ 141 & 142, que deux font Paraboii- XXIL 
ques, & deux Hyperboliques, ayant pour Afÿmptotes les 


44 KT 


ordonnées des abfcifles + -, le long defguelles fe 


glifent auñi les deux Branches qui fe jettent du’côté des 
ordonnées négatives. 


Exemple IT, Si on cherche les limites d’abfciffes 
& d’ordonnées de la Courbe défignée par léq : XX y — 
24)y—44X== 0, On aura ; pour le prémier Rang de la 
Transformée , CXX—44))u+(2xy—aa) z. Qu'on 
égale à zéro le coëfficient d'#,, pour avoir les limites 


"4 


XX h ts 
d’abfiffes , on trouvera LE valeur ; qui change l'é- 


4 ; 
. re } 
quation de la Courbe en gg = #4X—O , qui na que 


deux racines réelles x—o, & x—24:.Ainfi les limi- 
tes des abfciflès font o & 24, auxquelles répondent les 


ordonnées o, & #, comme le fait voir l'éa: 


Donc l'Origine A, & le Point D [ qui a pour ordonnée 
DC— #4 & pour abftifle CA— 24] font les Points 
de la Courbe defquels la Tangente eft parallèle aux or- 
Onnées, 
Qu'on prenne des abfGiflés hors & entre ces limites o 
& 24. Ste prenne d’abord , par ex, x==— x, & 
l'équation de la Courbe fera transformée en anÿ — 2 4yy 
#KH 4° — 0, ou JY— +4) — Fan —©0, qui a deux raci. 
nes réelles —24 & +. Donc chaque abfaifte négative 
a deux ordonnées : la Courbe jette deux Branches inf 
nies du coté des abfGiffes négatives. 
Qu'on prenne enfüuite une abitiffe entre o & 24; com- 
me , 
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PLANCHE MC, par EX. 43 CC qui transforme l'équation de Ja Cour- cx.xl: 
SL be en ÿy—24y#H144—0 , dont les racines + 34 $ 198. 
28/—7 font imaginaires. Donc toute abfcifle pofuve, 
moindre que 24, n’a que des ordonnées imaginaires, & 
la Courbe manque entiérement entre l’'Axe des ordonnées 

& l’ordonnée CD. 

Enfin fi on prend une able plus grande que 24, 
comme 44, on réduira l’équation de la Courbe à yy — 
8ay Kk 224—0 , qui a deux racines réelles, 44—4V14. 
Donc toute abfaiffe plus grande que 2% a deux ordon- 
nées. Ainf il part du Point D deux Branches qui s’éten- 
dent à l'infini du côté pofitif 

On aura les limites des ordonnées , en égalant à zéro 


RE : 4 
le coëfficient de z, ce ‘qui donne = & par la fubf 


titution dans la Propofée #°——8%, qui n’a qu'une 
feule raciac y—=—2% I n’y a donc qu'une limite, 
AE———14, dont l'abfciflè EF=—4 FE EE 


44 
— 14 donne x[ = ]——4], touche la Courbe. 
2 


Qu'on prenne deux ordonnées de part & d'autre de 
cette limite — 14, par ex # & —4, & l'équation de la 
Courbe fe réduira. à ces deux Egalités,.x#x— 4x — 244 
— 0, & xx + ax 244 — 0. Les racines 24 & —4 de 
la prémiére font réelles : Les racines —}4==:4ay-——7 
de la feconde font imaginaires. Donc toute ordonnée qui 
defcend au-deflous de AE—-—14 ma point d’abcifles. 
Mais toute autre ordonnée a deux ablüifles réelles. Ce 
qui s’acorde très-bien avec ce qu’on peut démontrer d’ail- 
leurs fur le cours de cette Ligne. 


Exemple [IT. Les limites de la Courbe défignée 
par léq: 97 — swxxymhb —o fe déterminent en éga- 
lant 
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Ca. x. lant fucceffivement à zéro les coëfficients d’ & de z dans praxenx 
9: 198. Je prémier Rang de la Transformée , qui eft C2x'y— XI 
aaïx ju +(3xxyy—244xy)2.  L'éq: 2x y — y yxx 
—0, qui donne les limites des abfGiffes ; a deux racines, 


aa RAEÉ ya 
*==0,&y——. La prémiére fuppofe y infinie ; ce 


qui montre que l’Axe des ordonnées eft une Afymptote 
LS. 138 ]: L'autre, fübftituée dans l'équation de la 
$ 


RFO Ab 22 Ven ‘ at = 
Courbe, la réduit à x — Tr» d'où l'on tire y =] EE 


6 


6 
gr Ainfl'Origine A , & l'ordounée CD [= re, qui a 


2 B° SE = 
fon ‘abfciffe ACT ] font les limites des abfcifles, 

Si on prend, au-delà de la prémiére limite, x——#, 
on aura l'Egalté yy HT — = 0 , qui a deux raci- 


—— pa + + + 
nes -réelles EN, Donc toute abfcifte 


négative a deux ordonnées. 
$ 


. L e° 2 
Si on prend, entre les deux limites , *= + ; ON 
2° a’? 
‘AUra l’Egalité: yy — — ———o, dont les racines 
5 7 2b° JE 84'° d 
IV 46 
4 = *X 3; font imaginaires. Donc la Courbe man- 


que entre PAxe AB & l’ordonnée C D. 
Enfin, fi on prend, au-delà de la fconde limite, 
$ 6 


12 


x—=, on aura l'Egalité H—— PE EESrrd 0 qui a 
PR) b sb’ “la sb'° 


pe TV + 
deux racines réelles ee 


6 
ae _ . Donc au-delà de l'or- 
Lrrod. à l Analyfe des Lignes Courbes. Sss don- 
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Prancuz donnée CD la Courbe a deux Branches infinies. Cu.XT: 


AXIT, 


L'éq. 3xxÿÿ— 244xy—0o , qui détermine les limites $« 198. 
des”’ordonnées ÿ a trois racines Y=—0,) x=—o, & x 
244 jotriaere tt sf de = 
“— , Les deux prémiéres ‘indiquent que les Axes font 


x 
? ? Là . 
des Afÿmptotes , & la troifiéme donne, par Péquation de 
4 $ 
A4 s'éeé s G ‘ ; 
la Courbe,y=——, d'où l'ontirex=— =. Ainf FO- 
27b° A = 
ob" 


rigine À & le point E , { dont lablcifiè BE = & 


(2 


6 
2 ] font les limites des ordonnées. 
P 


Fordonnée AB — 


À 


Qu'on prenne, hors de la/prémiére , y=—6 ; on 
ee an x 
aura l'égalité — 4} — 0% F7 xxx, quina [ so. 


V. 1 ] qu'une feule racine réelle. Donc toute ordonnée 
négative n’a qu'une abfcifle. 


4° 


Si on prend, entre les deux limites, = > 00 


FE 20b*5 27 b° ! é a 
aura JEgalité — 0-7 xxx , qui a trois. 


12 


racines réelles [ & s9.V.3 ]. Donc toute ordonnée pofiti- 
ve, moindre que AB, a trois abfüiflès. 
Mais fi on prend ; au-delà de la féconde limite AB, 
6 15 s 


4 Monte 3 
==> 00 aura l’Egalité RO XX + x, 


qui n'a [. 50. VI. 1 | qu’une racine réelle. Donc les oï- 
données pofitives, plus grandes que AB, n'ont qu'une 
abcifle. 

. Cela s’acorde parfaitement avec ce qui a été déterminé 
d’une toute autre maniére [$. 22 ] fur cette Courbe, 


Exemple 
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CH.XL Exemple 17. Joïgnons encore Exemple de la oies 
» 196, pa $ 2 AY: » y à 
$ 18: Courbe que reprélente léq: »*— 24xyy —3 4 an 26 la ct Fes 173: 

— 0. 

Le prémier Rang de la Transformée eft (49 —4 25) 
H (= 24yy — Gaax tax )z. Les limites des abicifiés 
fe déterminent donc par l'ég: 45? —44xy—= 0, qui.a 
deux racines Y—o & Yÿy—=#x." Celle-là transforme l’é- 
quation de la Courbe en x*— 344xx— 0, dont les ra- 
cines font o, 0, H4ÿ/3, — 43 : Celle-ci la change en 
x — 4aaxx — 0, dont les racines font o, o, H24, 
— 24. Les limites des abfcifles font donc 24, 4ÿ3, 0, 
— 4/3, — 24, dont les ordonnées font 442, o, o, 
Oo, =ayÿ—2, C'eit hors & entre ces limites qu'il faut 
prendre des abfCiflès, pour vôir quels font les intervalles 
où elles ont des ordonnées réelles, quels font ceux où el- 
les en ont d’imaginaires. 

Qu'on prenne d’abord une abfciffè plus grande que 
24—AC, comme x—34, & l’Egaliré J*— GCaayy +- 
s44*—0o, qui réfüulte de cette füppoñition,, n'ayant que 
des racines imaginaires = 4#ÿ(3==3#—5), on conclu- 
ra qu'au-delà de l’ordonnée DCd, la Courbe matque en- 
tiérement. 

Qu'on prenne enfuite une ab{cife x— 4/1, moyen- 
Ne entre 243— AC & 4/3—AB, & on aura l'Epalité 
Y— 244)ÿY:+74t—o, dont les quatre racines = 
4V(CYI=EVZ) font réelles. Donc les abfaiflés , qui & 
terminent entre B & C, ont quatre ordonnées. 

. Après cela qu'on choififlé une abeille x— 4, pofi- 
uve, Mais moindre que AB— #3, & l'Egalité y* 
244ÿ} — 24 oO , qui lui convient, ayant, deux racines 
réelles =4#(1+43) & deux racines imaginaires 4-4 
V(i—y3), on conclura qu’entre l’Origine A & le Point 
B les ab{cilès n’ont que deux ordonnées. 


Sss 2 Il 
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PURE | Ien.eft de même des abliflès entre l'Origine À & le ex. xt. 
 Poincb. Car fi,on prend une abfiffe x ——4, négati- $w8 
ve, & moindre que Ab———##3, on aura lEgalité 
UY + 244ÿy — 24 — 0 quisa deux racines réelles + # 
vC— 1% 43), & deux racines imaginaires == /(—1 

Vs de 

Mais fi l'on prend, une abfciffe x —— 2, entre 
Ab—4ÿ3 & Ac——24, PEgalité y* +H 244yy VZ 
F4 —© 0, n'ayant que des racines imaginaires + 
VC—v1==V7), fair voir que la Courbe manque dans 
l'intervalle bc. 

Elle manque auffi dès le Point c ju@u'à l'infini du 
coté négatif: comme on le voit en prenant une abfaifle 
X—— 34 plus négative que Ac—— 24; l'Egalité qui 
en réfulte, y*»k Gaxyy + 544 = 0, n'ayant que des raci- 
nes imaginaires = 4#/(—3=3y— 5). 

La Courbe cft donc toute comprifé entre b & C. Ses 
abfciffés , qui { terminent entre b & B, n’ont que deux 
ordonnées ; celles, dont l'extrémité tombe entre B & C, 
en ont quatre, 


Pour déterminer les limites des ordonnées, on a l'ég: 
=— 24YY— Ganx 4 4x —0. Si on füubfituë, dans l’é- 
> à 2%? . , 
quation de la Courbe, à y fa valeur —— — 34x tirée de 

JA T. ARE 4x° 
cette équation-ci, ON AURA Te — 15 xt 1244XX=—=0, 


dont les racines font x—0, x—0o, k—+y LSEV33 
9 


= 


\ » I Ce 2 ” 
== à peu prés 1.614, D La STE VSSE — 
#" 


HI Y SE V33 
: 2 


à peu près 1.0754, X 
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Cr Mers VER ec a 1e 
$. 198. —4i4Y 55, auxquelles répondent les ordonnées FANERs 
Y—=0,; }—=0, } 


/2 ie 
à peu près 118754, = 24y/(— EEsS3 4 LSÈVSS 


2 » 


; Le LA A 
grandeur imaginaire, y: 44 VE VŸ RIRES ) 


U4/33 La 

auf imaginaire, y—=-:1## (ES V 2 TS )— 
a peu près 0.8724. Ainf les limites des ordonnées font 
1.8754, ©. 8724, O, —0.8724, —1, 8754 , les mê- 
mes du côté négatif que du côté pofitif En efiet , COM- 
me l'équation n’a point de puiflance impaire d'y, l’'Axe 
des abicifles eft un Diamétre [. 70]. Il fufira donc de 
prendre, dans leurs intervalles , des ordonnées pofitives ; 
parce qu’on fera le même jugement de celles qu'on pren- 

droit dans les intervalles des ordonnées négatives. 
Soit donc ÿ—24, une ordonnée plus grande que 
1. 8754— AF. L’Egalité qui en réfüulte eft 164 — 8x 
— AAXXEUNT O0, OÙ — 168 —— Sax paaxx 
+ x*. Cette équation a d’abord deux racines imaginaires 
ES. 60 ], puifque 27 fois le quarré de — 85: , plus 8 fois 
€ cube de — 344, fait une grandeur pofitive ,+1s124°. 
AS les deux autres racines font auf imaginaires. Car fi 
o® calcule le coëffcient «de l'équation marquée P dans 
ce même $. 6, on trouvera auf une grandeur pofitive, 
H 8924'*. Donc les quatre racines de l’Egalité 164*— 
84° x — zaaxx xt — 0 font imaginaires. Ainfi la Cours 
be manque au-delà de la limite FH. Et comme e 
que, par la même raïfon, au-delà de fh : 

comprife entre les limites FH, fh. 


Soit enfüite y—4# une ordonnée moyenne entre 
: Sss 3 AF— 


Ile man- 
elle eft toute 
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Peaxcue ÂF = 1,8754 & AË— 0. 8724, & on aura l'Egalité 4* Cu. xt. 
AL x og aaxx MX — O0, OÙ — rt — 2 ax — 198. 
344Xx+ x%. Si, par les coëfficients de cette équation, 
on calcule ceux de l'Egalité 4 =—8 7 +27 4 7 marquée 
P au . 60, on aura D ——0ç 4%, Ce coëfficient né- 
gatif fait voir que lEgalité 4° — 247% — 3aaxx + x%— 0 
a deux racines réelles & deux imaginaires. Donc les or- 
données, qui f terminent entre FH & EG, ou entre fh 

& eg, ont chacune deux ablciffes. 


Enfin, fi on prend l’ordonnée y=—=14, plus petite que 
AE—o.8724 , on trouvera l'Égalité —; at —— 4x 
—— 34xx + x*, doù l’on calcule pour l'égalité P , 2252 4°° 
—= #42 7h atzz 2, dont les trois coëffcients RTL 
7 Étant tous trois poñitifs , il füit [ $. co] que l'Egalité 
Cd —=— 4x — zaxx + xt a fes quatre racines réel- 
les. Donc, toutes les ordonnées plus petite que AE, ou 
A €, ont chacune quatre abfciffes. 


De tout cela ileft aifé de voir que la Courbe eit finie, 
& compofée de deux Feuilles, dont l’une a prefque la fi- 
gure d’un cœur. De l’Origine A il part une Branche AH, 
qui va au Point H ; Maximum d’ordonnées, dont l’abfcif- 


I 3 ; 
{e IF 10 SEVR, & l'ordonnée FA — 


/2 \ 
2 a( EUR y SNS, De là elle pañlé au Point 


D, Maximum d'abfciffes, qui à pour abf&ifle AC — 27, 
& pour ordonnée DC—%4xy2. Elle vient enfuite au 
Point B, autre limite d’abfiflès , fitué à l'extrémité de 
l'ab{cifé AB—2#3. Son cours BdhA eft précifément 
femblable au-deffous de l'Axe des abfcifless Mais à l'Ori- 
gine À clle fe reléve au- deflus de cet Axe du côté dés 
abfiffes négatives ; pañlé par le Point G, Maximum 

d’ordon- 


Ca, XI 


$, 198. 
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PT, 
d’ordonnées, dont l’abfcifle GE—— 44 & 


= ; FAT ” ; Ic >» a 

l'ordonnée E À —:44( ESS 4 SE VSS » ; va 
de Gen b, Maximum d'ablcifles, qui fe trouve à Pex- 
trémité de l’ablcifle Ab=—— +43; & décrit enfin, fous 


lAxe des abfcifles, un arc bg À femblable à bGA. 


199. On PRoPosSE de trouver & de déterminer les 
Points d’Inflexion d’une Courbe dont l'équation eit don- 
née. Il eft clair par les 4. 186 & 193, qu'il ne s’agit, 
Origine étant portée fur un Point quelconque , que de 
déterminer x & y , de forte 1°. que ce Point foit un de 
ceux de la Courbe, 2°. que le prémier Rang de la Trans- 
formée divife le fécond. On fauisfait à la prémiére con- 
dition, en pofant l’Equation de la Courbe | & 171]. Et 
pour fatisfaire à la féconde , {1 82» yz elt le prémier 
Rang, & d'un rHeuzrk 22 le fecond, on pofera l’ég: 
CBRB— «By Hkdyy—0o. Car duu eux C3 étant 


ds: à d x 
divifé par Ba“kyz, il refte (— Caire) 22, Qui 


étant égalé à zéro, divifé par 22, & multiplié par 88, 
donne CBB— «By d'yy—0o. On aura donc deux 
Équations, par le moyen defquelles on déterminera labf. 
Cf x & l’ordonnée y de chaque Point d'Inflexion, fi la 
Courbe en a quelcun. 

Mais comme ces Points peuvent être de double, tri- 
ple, &c, Inflexion , il faut voir fi le prémier Rang de la 
Transformée, qui divife le fecond , n’en divife point d’'ul 
térieurs. SL divife un nombre impair de Rang füuccefifs, 
le Point {ubit une Inflexion vifible: mais elle eft invifible, 
c'eftun Serpentement, fi le nombre des Rangs {uccefifs, à 
commencer par le cond, qui font divifés par le prérnies 

c 


Praxcue 
XXI 
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Praneue ft un nombre pair [$$. 166, 186, 193 ]. 

De Il faut’ encore examiner, fi les valeurs d’x & d'y, $ 
qu’on a trouvées , ne font point telles , qu’elles rendent 
B & y égaux, chacun, à zéro. Alors le Point, qu’elles 
déterminent, eft multiple. Or les valeurs d’x & d’y, qui 
donnent 1— 0, & y—0, rendent néceflairement 488 — 
8y+dyy—0o. Ainfi les mêmes équations , qui don- 
nent les Points d'Inflexion, donnent auf les Points mul- 
tiples ; mais non pas réciproquement. Et c'eft par - là 
qu'on les diftingue. ES: 


Fig. 1740 Exemple TI. On demande, fi la Courbe défignée 
par l’éq: x? -H bxx + 4ay —o, a des Points d’inflexion ;, 

& où ils font fitués ? | 
En füubflituant +2 à x & yrk# à y, le prémier 
Rang de la Transformée fera (44) 4 "K(C3xx 2bx)z,&le 
fecond (o)v# #4 (o)#2 K(3%xHb)zz. .On aura donc 8 — 
an, y—3Xx0k 2bx, Ÿ —O, 8 —0 , É— 3x. Ainf 


d'éa : CBB—18y+dyy—0 fe réduit à (3x Kb) 4° 


—0o, d’où l’on tire x——:6; valeur, qui fubfituée 
3 


pré 33 2 
dans l'équation de la Courbe, donne =: 7%: La 
Courbe propofée n'a donc qu’un ul Point d’Inflexion , 

: , —20 
dont l’ablifle eft — +6 & l’ordonnée 


OT. 


Ce Point n’eft pas multiple , puifque ces valeurs d’x & 
dy n'anéantiflent ni B[ = 44], ni y|=3xx + 2bx]. Et 
ce /n'eft pas un Point de Serpentement ,. ni d’inflexion 
Multiple, puifque le prémier Rang Cas!) re #H( 3 xx + 202)% 
réduit ici à 424% —2bbz , ne divife pas le troifiéme Co)#° 


HCo)2'zHCo)uz HCr)z. 
PLANCHE 
XXIIL Fu ; 
Fig 37$. Exemple IT. on propofe la Courbe que repré- 
fente l'éq: ax°R by +ct—= 0", & on demande où font 
fitués 


TX: ES SEE S 


LA Sd R ae 


n! Lara ! rage 3 ? 
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Cu. XL. fituez les Points d’Inflexion qu’elle peut avoir ? PLANCHE 
$. 159. Les deux prémiers Rangs de la Transformée font XXHL 
(34 )aKC3ax)z &(3by )4u+(o)uz +(C3ax)22. 
Léquation, qu'il faut combiner avec celle de la Courbe, 
eft donc 3 by(3 ax +3 ax (3h) —o— 27aabxty 
27 abbxy*, ou, divifant par 2744, ax*y 4 bxy* — 0. 

Si on ôte cette équation de celle de la Courbe mulipliée 
par xy, 1l reflera “*xy—o, qui a deux racines x— 0, 

& y—0. La prémiére fubftituée dans la Propofée don- 


3 
ne by Het —o, où y——6 V=. La fconde donne 


‘ 3 L1 
ax et—o, ou x———6#". Ainf la Courbe à 
714 


deux Points d’Inflexion, l'un à l'extrémité de l’ordonnée 


3 DER p ‘ . 
AB— —çcy . , l’autre à l'extrémité de l’abfcifle AC — 


3 
— y. Car il cft aifé de voir que ces Points ne font 
4 


ni Points multiples, ni Points de Serpentement, 


Exemple IIT. Soit propofée la Courbe, dont l'é- Fig. 156. 
quation eft 4xy° Hbx*y Hc*—o. On demande, fi elle 
a des Points d’Inflexion ? 

On cherchera, pour cet effet , les deux prémiers 
Rangs de la Transformée, Ce font (24axy+bxx)x + 
CAN + 2bxy)z & (ax) uu KH(2ay 4 2bx )nz+(by)22. 
Donc B— 2axy HR bxx, y —= 49) 2bxy, d 4x, à — 
24/+2bx, É—=by ; & l’éq: CRB— 52y Hd yy—=0o eft 
by (24xy 4 bxx )? — (247 20x) (24axy bxx) (ayy + 
2bxy ) 4x ( ay} 20xy Ÿ —=0—— 34°Xÿ* — Gaabxxy" 
— Gabbx y} — 3b°xtyÿ—o, qu'il ut combiner avec la 
Propofée. Cela fe peut faire en diverfes maniéres. On 
peut , par ex. multiplier la Propofée par — 344y} — 
3AbXY— zhbxx , & Otant le produit — 344 yy — 

itrod, à P Anahyfe des Lignes Courbes. Ttt gc*alxy : 
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RLAIGRE 30" ab2ey = 30 bbxx — 3 4 x y — Caabr y — Gablx y cu xr. 
”  ‘ r3zbxt, qui eff égal à zéro, de léq : — 34/27" —"$: 195- 
Gaabx y" — Gablx y) — 3b°xt —0o , le refte 3 44yy 

+ 3c"abxy + 3 c'bbxx fera auffi —o, & divifant par 3°, 

ay b+abxy+bx —0o , équation qui n’a que des raci- 

nes imaginaires #y —bx(—}234ÿ— 3). La: Courbe 

n’a donc aucun Point d’inflexion. 


Exemple IT. L'équation propofée eft xyy »k 4xx 
+2 —o. Elle repréfente deux Courbes afflez différen- 
tes, fclon.que + & 2 ont les mêmes ou différents fignes. 
Si #4 & B font pofitifs cette équation repréfente la Courbe 

277, deffinée au #°. 1 , & elle exprime auffi la même Courbe, 
mais dans une fituation renverfée, #°. 2, lorfque + & 2 
font tous deux négatif. Cette même équation exprime 
une autre Courbe, ,n05. 3 & 4, lorfque # & B ont difié- 
rents fignes. Le n°, 3 marque fa poñition, quand # eft 
négatif & £ pofitif. Sa pofition eft celle du »°. 4, quand 
4 ft pofiuf & 2 négatif On demande les Points d'Infle- 
xion de ces Courbes ? 


Les deux prémiers Rangs de Ia Transformée étant 
C2xy)u K (yyÆ 2ax)z & (x)au H(2y) 22 +4) 72, 
l'équation à combiner avec la Propofée fera #(2xy)° — 
C27)C2x)) CJy + 24x) 4 x (IH 24%) = 0 — 444% 
— 3x. Qu'on ajoûte cette équation à 3x9° +3 b'yy 
— 344% — 3abx = 0, produit de la Propoiée par 2yy 
—— 34%, ON aura 30°y + 44x —— zab'x —o. De cette 
équation multipliée par x, qu’on ôte la Propofée multi- 
pliée par 38°, il reftera 4°x*— 64b'x° — 35° —o , qui 


a quatre racines Eby(3+Vr2)2, & +iy(3— 


b ’ L4 
12) + Les deux prémiéres font réelles, & les deux 


autres: 


D'INFLEXION. sis 


Cu. XL autres imaginaires , quand % & Z, ont le:même ligne ? Praxess 
use ; NL 1 XXL 
parce qu’alors la fraétion EE eft poñitive, &, par la raïon 


contraire , les deux prémiéres font imaginaires & les deux 
derniéres réelles, quand 4 & b ont des fignes contraires. 
Ainfi, pour la Courbe des #05 1 & 2, on prendra les 


abRies AB & Ab égales à» & à —8ÿ/(3»hy/re DL + 
mais pour la Courbe des #5 3 & 4, on prendra les abf 
ciflés AB & Ab égales à + & à —by(3—yi2 À. Les 


ordonnées de ces abfcifles rencontreront ces Courbes dans 
leurs Points d’Inflexion. 

On verra que ces Points ne font ni multiples, ni Ser- 
pentements , en cherchant la valeur de leurs ordonnées. 


On a trouvé ci-deflus 444% — 3xyt—o, où == 
3 
+aaxx—|[ en mettant pour xx fes valeurs (3 Vi) 


=ULS ) ab, Doit y = C4 a. Ces va- 


\ 
leurs dx & d’y fubfituées dans le prémier Rang de la 
Fransformée (2xy)2 H(yy 24x)% ne l'anéanuüflent pas. 
Donc les Points qu'on a déterminés , ne font pas multi- 
Ps. Et comme ce prémier Rang ne peut divifer le troi- 
fiéme CODEC) rez H(o)#z2+(0)2,ce ne font 
pas des Points de Serpentement. 


Exemple 27. Quels ont les Points d’Inflexion de 

la Courbe, dont l'équation eft Ki aaxX + a YO? Fig. 178; 
Les deux prémiers Rangs de la Transformée étant 
(a )umh 4x —2aax)z , & (o)#urH(o)u7z + (Gxx 
44) 1; l'équation, qui détermine les Points d’Infle- 
xion, fra (Gxx—#4)4t— 0; d'où l'on tire x—— 
Ttt 2 H4ÿs; 


DES !POINTIS 


43, & par l'équation de la Courbe y—:44. 

Exemple VI. Déterminer les Points d'Inflexion 
de la Conchoïde, dont l'équation eft xxyy + x + 24x + 
aaxx —bbxx — 24b°x— a8bb— of. 174. Ex. IV. ]. 

Le prémier & le fecond Rang de la Transformée font 
(2XxXÿ)4 EH (2xyy HA4X + Gaxx + 244x — 2 bbx— 
2abb )z, &-(xx )uu + (4xy )uz + (yy + Gxx E Gax + aa 
— bb)22. Donc pour déterminer les Points d’Inflexion, 
on aura l’éq: (yy + 6xx H 6ax + 44 — BE) ( 2xxy) — 
4xy ( 2xxy) Caxyy 4 x? + Gaxx K 240% — 2bbx — 24bb) 
»H xx C227ÿ 7H 4x 4 GAaxx A4 24ax — 2bbx — 24abb ÿ=0, 
qui divifée par 4, fe réduit à — 2xty* 4 (230 — axx 
+ bbxx 4 24b°x) xxyy 4 4x 124x7 4 (1348— 4bb )x 
HG — 1048 3x + (4 — Saabb + Bt ) xt — (2 4° bb 
— 24b*)x° + aabtxx —o. Qu'on y fübftitué — xt — 
2AX — naxx EE bbxx 4 24bbx +4 44bb à xxyy , qui cft fa 
valeur prie dans l'équation de la Courbe, & qu’on divif 
par bb, on aura x°+6ax° + 1244%x* + (104 — 24bb)x 
(34 — Ganbb)xx— Ga bx—2athb—0o. Cette 
équation à une racine triple xH44—o, qui donne le 
Poiut double de la Conchoïde, & divifée par le cube x! 
K 34X%+ 344x+ 4 de cette racine, elle a pour quo- 
tient l’éq: 2? + 3axx— 2abb—©0o. Ses racines font les 
abfciffes dont les ordonnées rencontrent la Courbe en fes 
Points d’Inflexion. 


Exemple VII. On à déa va [4 163 ] que les 
Courbes du fécond Ordre ne fauroient avoir d'Inflexion. 
Ceft auffi ce que démontre le Calcul. L’équation géné- 
rale 4H by+cx dyy"exy + fix —o des Lignes de 
cet Ordre a, au prémier Rang de fa Transformée , (42 
1XH2dy)u+(cHey+ofx)z; & au fecond Rang , 
(dan R(e)az2+ Cf )zz. Donc l'équation pour dé- 

termi- 
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Gx. X1. terminer les Points d’Inflexion eft fCEH CINE 0 d'y) —— Prancns 
399 e(bæcx + 24y)(c+Hey+2fx) H dCoey H2fxy XXUL 
® = 0, foit bbf— bre ccd C4df—ce)(by+ Cx + dyy 
Hexy+fxx)—o, d'où retranchant le produit de fa 
Propolée par 4 df— ee, lequel elt zéro il reftera 858$ 
— bie 4: ccd—(adf—ce)4—0o, Afin qu'une Ligne 
du fecond Ordre eut des Points d'Inflexion , il faudroit 
que les coëfficients de fon équation euflent entr'eux la 
rélation qu’exprime cette Egalité , BEF — bre isa — 
C4adf—ce)a=o, ceft-à-dire , que z fut égal à 
BYE be ra _— re Mais lorfque # a cette valeur ,; l’équa- 
4 Ze. # 
tion du fecond Ordre ne défigne pas une Courbe , 
que fes racines font eflentiellement imaginaires. 
,. DEF — bre cdd | 
réfolvant l'éq : ete By 6x + dyy + exy 
fX*X*—0, on trouve 2f% % epÿhr— Ey— (y 
ETES X#Y(4df — ce). Or ke quarré ( y 44 
4df — ce 
D) cft néceffäirement pofitif. Précedé du figne 


=; il eft donc efléntiellement négatif, 
rée cft abfolument imaginaire. 


parce 
Car en 


& fà racine quar- 


200 Ox Peur auf réfoudre tous ces Problèmes , 
dircéts & inverfes, par la Méthode des Séries. 

Soit Mu m une Courbe algébrique quelconque, dont 
la nature foit donnée Par une équation entre les coor- 
données AP[x] & PMI»]. Pour trouver la nature 
d'un Point quelconque M dé cette Courbe , on portera 
POrigine de À en P , de forte que: PM foit la prémiére 
ordonnée, Dans cette vuë, on fubfituera dans la Pros 
pole à y & xp ax L$.28],.& l’on aura une Trans- 


tt 3 formée 
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Peaveur formée en # &%, où # repréfente une ordonnée quel- Cn.xI. 
ÆXUL conque pm, & % l'abfifte Pp comptée dès l’Origine P. S1200: 
La lettre x , qui refte dans la Transformée , comme une 
conftante, exprime la Droite AP, comprife entre l'Origi- 
ne primitive À & l’Origine nouvellement prié P. La 
lettre y, qui ne f trouve plus dans la Transformée , férvi- 
ra, dans l'occafion , à défigner la prémiére ordonnée PM. 
Ainf x & y défignent ici des conftantes, mais en telle 
forte , pourtant, qu’elles indiquent que les Calculs qu’on 
va faire fur un Point donné M { peuvent également ap- 

pliquer à tous les Points de la Ligne Mum. 
Si, dans cette Transformée, on cherche les valeurs de 
# en 3, par des Séries afcendantes ; ces Séries expriment 
les Branches de la Courbe que rencontre l’ordonnée PM, 
& les repréfentent d'autant plus exatement que z [P pi] 
eft plus petite [ &.ro0 ]. Ces Branches font réelles , 
les Séries qui les repréfentent font réelles : Si une de ces 
Séries a un terme imaginaire , elle eft imaginaire, & la 
Branche qu’elle exprime eft: abfolument imaginaire, c’eft- 
à-dire, imaginaire de part & d’autre de l’ordonnée PM : 
Mais fi une de ces Séries a un terme demi-imaginaire, elle 
cft demi-imaginaire, & la Branche qu’elle défigne man- 
ue feulement d'un côté de PM, de l’autre côté (elle eft 
double [$ 95]. hi 
H faut doñc pour conñoitre la nature du Point M ; 
calculer tous les termesirréguliers [$.' 109 ] des Séries af 
cendantes que fournit la Transformée en z &z: ce qui 
eft encore néceffaire pour s’aflurer du nombre de’ ces Sé- 
ries ; parce qu'il peut arriver :qu'une Série, qui paroïfloit 
d’abord; unique ;: vienrie à fe fourcher & en donne plu- 
ficurs. Mais , laïflant le: détail de ces irrégularités aux 
Chapitres füivants, fuppofons que la Série eft réguliére dès 
fon commencement. 
Alors R.forme ef #14 -4B2 + Cr3k D: dr. 
Et 
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Cu. x1 Et cette valeur étant fübfiruée. dans Péquation, on déter- PLIRLES 
$.1200. minera les coëfhcicns À, B, C, D,\'ôt en épalant fuccel: XXL 
fivement à zero chaque terme de cette nouvelle Traostor- 

mée [. re |. 


201: Dans cetteiSérie, le: prémier terme 4 @ft égal a 
Fordonnée PM:[ y] de l'abfiite AP[x}. Car, failant 
Z==0, la Série #— A+ Bz de, réduit à 2 — À Et 
3[Pp]=—o réduit lordonnée pm [#1] à la prémiére or- 
donnée PMfy].. Donc 4—y. 

Le fecond terme Bz détermine la pofition’de la Droi- 
t MO; qui touche la Courbe au point M. Car fi on 
mène par ce Point M l'abftiffe QMn, qui rencontre en 
n lordonnée pm, prolongée s’il le fut; on aura pn=— 
PM=— 4. Donc mn=—pm—pn= #1 41 87% 
CzzkDzx Gt La Série tronquée de fon prémier terme 
A, exprime donc la différence mn de la prémiére ordon= 
nee PM & d’une autre ordonnée quelconque pm. Cette 
différence mn détermine la pofition de la Sécante Mn, 
qui retranche de la Courbe l'arc Mum. Qu'on prenne, 
fur labRiffe MQ, la partie MN égale à Punité, & qu’on 
mène par le point N'a Droite Nr parallèle à la Sécante 
Mm , elle rétranchera de l’ordonnée PM, prolongée s’il 
le faut, une partie Mr égale à BH Cz+ Dr dr. Car, 
4 Caufe des parallèles Mm, Nr, on aura Mn ou Pp{z]: 
DoCBzE Cire DHL] MN(r):Mr(B+ 
C2+Dzz% de]. Maintenant , fi on imagine que la 
Sécante Mm vienne à tourner fur le Point M ; quand elle 
aura paflé dans la fituation Mx., elle ne retranchera de la 
Courbe que l'arc M, d'autant plus Petit que & aproche 
plus de M. De forte que, continuant à tourner, la Sé- 
cante Mm , ou Mx, devient Tangente , lorfquelle eft 
venué dans la fituation MO , où le fecond Point x : 
qu’elle rencontre , coïncide avec le prémier M : une Sé- 

çante 


520 DES TANGENTES Ÿt È 
Prayeus Cante devenant Tangente , lorfque les deux Points de cx xt 
XXIIL Se£tion tombent l’un fur l’autre |$. 162]. Si lon con- $-2°r 
coit auffi que la Droite Nr tourne für le Point N, avec la 
même vitefle que Mm:fur M; en forte que ces deux Droites 
Nr, Mm reftent toûjours parallèles lune à lautre; & que 
Nr vienne dans la fituation NR, quand la Sécante Mm 
devient la Tangente MO ; on déterminera cette fituation 
NR, [ & par conféquent celle de la Tangente MO, qui 
lui eft parallèle ] en prenant MR égal à B coëfhcient du 
cond terme de la Série 4+Bz+ dv. Car la Sécante 
Mm devient Tangente, au moment où le Point m tombe 
fur M, au moment où Mn{z] devient zéro. Mais quand 
z devient zéro, lexpreffion générale de Mr, qui ef B+ 
Cz 4 Dz° + é'e. fe réduit à B. Donc, fi on prend, für 
’ablife, MN=:1, &, fur l’ordonnée, MR=B , & 
qu’on mène la Droite NR; elle f&ra parallèle à la Tangen- 
te MO. 
Ou, fi l'on veut, & ce qui fera généralement plus 
commode, puifque B eft communément une fra&ion,, 


qu’on peut repréfenter par ae on prendra , fur l’abfciffe 


MQ, une partie My égale à 8, & fur le prolongement 
de l’ordonnée une partie Mp égale à y, & la Droite »p 
fera parallèle à la Tangente MO. Car, puifque Mr[8] 


eft à Mp[+] comme MN 1] à MR[B ou AZ eft 


parallèle à NR, qui eft elle même parallèle à MO. Donc 
p eft parallèle à MO. 

Le troifiéme terme de la Série +4 Bz + C2° + Ô 
indique la pofition de la Courbe par raport à fa Tangen- 
te. Car puifque MR —B, les triangles femblables NMR, 
MnO donnant NM {1}: MR (B]—=Mn{z]:n0O, on 
aura nO—B7. Mais mn— Bz#k Cz° + Dz' Êv. Donc 

mO 
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Cu.xk MO — mn —nO—Cz +Dz dr. Cette Série > PLANCUE 
$: 208 quand z eft infiniment petite, fe réduit au prémier terme XXUL 
Cz. Donc le figne, #k ou —, de ce terme fait con- 
noitre de quel coté de la Tangente paffe la Couïbe! Elle 
pale entre la Tangente:& l’Axe des abfciffes , lors que le 
fgne du troifiéme terme Cz° eft différent de celui du pré- 
mier 4. Elle pañlè au-delà de la Tangente , quand le 
prémier & le troifiéme terme de la Série ont le même figne. 

Ainfi , lorfque dans l'équation d’une Courbe on 
füabftituë d’abord x 42 à x, puisz à y, & enfuite 4 
Bz+Cx Dr dc à x, ou fimplement Æ4+K Bx+ Cz° 
dc à y; & qu'égalant à zéro, 1°. tous les termes où l’on 
ne voit point de z; 2°. tous ceux où l’on ne voit que 
la prémiére puiflance de 3; 3°. ceux où l’on voit 23, &c. 
on fait autant d'équations pour déterminer les valeurs de 4, 
B,C;, D, &c: on connoitra par ces valeurs ordonnée 
PM d'un Point quelconque M, la pofition de fa Tan- 
gente MO, celle de la Courbe Mum par raport à fa 
Tangente, &c. Mais les divers Cas, qui peuvent f pré- 
fénter, demandent quelque détail 


202. Le prémier terme 4 de la Série A+ Bz4+Cz° 
+ dc. repréfente l’ordonnée PM de l’abfcifle A P.r Si la 
Courbe pañle par l'extrémité P de cette abfifle , l’ordon- 
née PMeft zéro. Donc, mettant dans la Série la valeur 
particuliére AP de x, on trouvera Æ==o. Et récipro- 
quement, fi l’on fait 4—o, on aura une équation, 
dont les racines xfont les abfüifles par l'extrémité defquel- 
les palfe la Courbe, c’eft-à-dire , on aura les Points, où 
la Courbe rencontre l’Axe des abfcifles. 

Si au contraire l’ordonnée PM [ y ou Z ] eft une 
Afymptote , l'abicifle AP[x] a une ordonnée infinie. 
Donc, mettant dans la Série, pour x, fa valeur particu- 
liére AP, on trouvera 4—00. Et réciproquement , fi 

Zatrod, à PAnalyfe des Lignes Courbes. Vuu : on 
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Pcaxcue ON fait 400, [ & pour cela il faut que À foit une cu xr. 
XXII fraction , dont on puifle égaler le dénominateur à zéro |, 9-20. 


on déterminera les abfcifles dont les ordonnées font 
Afymptotes, 


Ce terme infini dans une Série, dénote quelque im- 
poñbilité ; quelque abfürdité dans les füppoñtions qui 
ont été faites. Cette abfurdité confifle en ce qu'on a füp- 
polé que le prémier terme de la Série eft une grandeur 
finie 4. Car fi l’on prend pour la Série cette forme gé- 
nérale #— A+ Br+ de, que x infiniment petite ré- 
duit fimplement à # — Æ4z%# , on verra que , À étant fi- 
nie , Az} peut être infinie , fi D cft négatif [4 79 |. 
Donc, quand on fuppofè 4, ou 42°, pour le prémier ter- 
me de la Série qui donne # en z, & que quelque valeur 
particuliére de x donne À infinie; c’eft une preuve que, 
pour cette valeur dx, 42° n'eft pas le prémier terme de 
la Série, mais qu'il doit être précedé de quelque terme 
qu'on avoit omis, & où l'expofant de z eft négatif. On 
pourra donc, mettant pour x cette valeur particuliére 
qui donne 4—00, chercher, par les Régles des 64. 
102 ; 108, la Série de cette équation , & on trouvera 
que dans fon prémier terme za un expofant négatif ; 
de forte que, z étant infiniment petite, # eft infinie. 


203. Le fecond terme, Bz ou # Z , de la Série: gé- 


nérale donne, comme on a vû, la poñition de là Tan- 
gente, Les valeurs particuliéres de x & de ÿ, qui ren- 
dent y—0, font connoïitre qu'aux Points qui répon- 
dent à ces coordonnées, Mp{ y] eft nulle , & que »p, 
& la Tangente MO, parallèle à vg , tombent fur labfGife. 
De même, les valeurs patticuliéres de x.& de y, qui font 
B—o, indiquent les Points de la Courbe, où My [8] 

étant 
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Ca. XI, étant nulle, vp, & fa parallèle MO ; tombent fur l’or- Praxenr 
"?3* donnée. ESS 

Ces Points, où les Tangentes font parallèles aux ab 
cifés où aux ordonnées, font les Muxims où Minima 
des ordonnées & des abliffes, fi ce ne font pas des 
Points d’Inflexion. Donc les valeurs particuliéres de x 
& de y, qui donnent y—o, indiquent les Maxima ou 
Minima des ordonnées , & celles qui donnent 8 —o > 
marquent les Maxira où Minima des abfcifles ; à moins 
que ce ne foit des Points d’Inflexion [$. 106 ]. 

À moins encore que les mêmes valeurs d’x & d'y, 
qui donnent y—o, ne donnent auf 8— 0. Alors M» 
& Mp étant nulles , les deux Points & p coïncident 
avec M, de forte que la pofition de »p, & de fa parallèle 
MO, n’eft pas détérminée par ce moyen. D'où l’on con- 
clura que le Point M eft un Point multiple. 

Pour en comprendre la raifon , il faut fe rapeller a 
Méthode , indiquée au 4. 112, de calculer les coéfficiens 
4, B, C, D, Gt En fübftituant A+ B,+Cr Ge à 
#, On réduit l'équation à quelques termes & Sérics or- 
données ‘par z. Tous les termes fans z font cenfés faire 
le prémier terme, lequel égalé à zéro fe trouve être préci- 
fément l'équation propolée, fi ce n'eft qu’on à écrit 4 
Aüdicu d'y. C’eft pourquoi 4'f& trouve égal à y [PM], 
comme on l'a remarqué | $. 2ot ]. 

Le cond t&rme eft compolé de ceux où % a pour 
expofant Punité. Sa formule générale cit (BB— >) 7 ; 


NL - , , 5; . 
d’où lon tire en légalant à zéro > B— 7. Maisf y 


—0— 8, cette équation {e réduit à oB O0; qui 
maprend rien fur la valeur de B. 


Il fut donc pañèr au troifiéme terme » Qui comprend 
ceux où lexpofant de z cft 2. La forme générale du coëf 
Vuu 2 ficient 
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Æzaxcne ficient de 23.ceft BC— dB: He B— É, qui égalé à zéro Ca. xt 
UE frviroit à déterminer C.. Mais quand 8—0o , C difpa- $:203+ 
roit, & l'équation fe réduit à 2 = 4B"#KH6—0o, qui, 
étant du fecond dégré , a deux racines. Puis donc que 
la valeur de B détermine la pofñition de la Tangente, dans 
ce cas le Point M a deux Tangentes : c'eit un Point 

double [ $.:183 ]. 

Mais fi l’on trouvoit d—e—({—0o, on ne pouroit 
pas par ceite équation déterminer B. On pafleroit donc 
au quatriéme terme , dont la formule générale (BD — 
C20B—:) CH NB —SB H:B— 32 fe réduit [à 
caufe de 8— d'—s#— 0] à (nB'—SB'+iB— 322. 
Ce terme, égalé à zéro, donne donc une équation du 3% 
dégré, qui fournit trois valeurs de B. Le Point M a 
donc trois Tangentes ; ©eft un Point triple [ $. 183 ]. 

On voit de même que quand n, 0,4, x font zéro sile 
Point M eft,, au moins, un Point quadruple. | 

Ainfi on reconnoitra les Points multiples d'une Cowr- 
be, à ce que le numérateur & le dénominateur de la 


fra&ion L [= B] font tous deux zéros. On aura le dé- 


gré de leur multiplicité par le dégré de l'équation qui don- 
ne les valeurs de B, & on déterminera leurs Tangentes. 
par les racines de cette équation. 


204. C'eft par le troifiéme terme Cz° de la Série qu’on 
connoit fi un Point de la Courbe eft Point d’Inflexion ,. 
ou non. Carla Série tronquée de fes deux prémiers ter- 
mes Æ*KBz, cefl-à-dire, la Série C7: + D’ dt. ‘exprime 
la portion mO de l'ordonnée pm comprife entre la Courbe 
Mem & la Tangente MO. Cette Série x lorfque Z ef, 
infiniment petite, fe réduit au feul prémier terme Cz°, 
donc le figne fait connoitre de quel côté de la Tangente 
tombe là Courbe. 


Mais 
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Cm XL | Mais fi ce terme Cz° manque, Cétant zéro, la Série Prancus 
$i04 ©: +Dr &c. fe réduit à Dz + Est de dont le pré- XXI: 
mier terme Dz° vaut lui feul infiniment plus que tous les 
autres: C’eft donc du figne + ou — de ce terme , que 
dépend la pofition de la Courbe par raport à la Tangen- 
te. Or, dans ce terme ; l’expofant de z étant impair, le 
figne change quand :à+% on füubftituë —7. Donc fi 
d’un côté de: l’ordonnée la Courbe tombe au-deflus de la 
Tangente, de l’autre côté elle tombe au-deffous. Le 
Point cit donc un: Point d’Inflexion: On connoit donc 
les Points d’Inflexion d’une Courbe, par les valeurs par- 
üculiéres de x & de y, qui font évanouir le coëfficient C 

du troifiéme terme Czz de la Série générale. 

Bien entendu pourtant, que ces valeurs de x & de Ys 
qui font difparoitre C, n’anéantiflènt pas en même tems 
le coëfficient D du 4%, terme. Car alors le prémier terme de 
la Série, qui exprime la valeur de:mO, feroit Ez*, où z a 
un expofant pair. La variation du figne de z ne fait donc 
point varier le figne de Ez*. La Courbe, de part & d’au- 
tre de l’ordonnée , tombe donc d’un même côté de la 
Tangente. Le Point M n’eft donc pas alors un. Point 
d'inflexioh ; mais un Point de Serpentement, 

À moins que ces mêmes valeurs dx & d’y qi anéan- 
tient C & D, ne faflent auffi difparoitre E: en quel cas. 
© Prémier terme de la Série qui exprime MO, cit Fz°, 
0% 7.4 Un expofänt impair. Donc alors M eft un Point 
de triple Inflexion » qui cf une Inflexion vifible. 

On voit en général ,. que fi, dans le terme qui fuit: 
B%, Z a un expofant pair, le Point M eft un Point fim- 
ple, ou d’Inflexiôn invilible | Ceft-32 dire , de Serpente_ 
ment. Mais fi, dans ce terme, 3 a un expofant impair .. 
le, Point M eft un. Point d'Inflexion vifible, | 


Vuu 3 205. Tout 
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ÉLUCEE 205. Tout cela eft également vrai, lors que le terme cx xr. 
* Bz manque, y étant zéro & 8 n'étant pas zéro. Ce Cas S-205. 
eft celui des Maxima & Minima des ordonnées [ 4. ‘ 

203 ]; à moins que ce ne foit le Cas d’un Point multi- 

, . , * , : . 
ple ou d’un Point d’Inflexion. . C ct une Infexion , lorf- 
que dans le terme füivant, qui eft le prémier terme où x 
a un expofant plus grand que l'unité, cet expofant et 
un nombre impair, ou une fraétion dont le numérateur 
& le dénominateur font impairs, parce que le figne de ce 
terme change avec celui de z. C’eft un Point multiple, 
quand l’expofant de z eft une fraétion de numérateur im- 
pair & de dénominateur pair, parce qu’alors ce terme eft 
demi-imaginaire, c’eft-à-dire, imaginaire d’un côté, & 
double de Pautre [. 95 ]. Mais quand lexpofant de z 
dans ce terme eft un nombre -pair , ou une fraétion de 
numérateur pair & de dénominateur impair, le Point M 
et un vrai Maximum où Minimum d'ordonnées. 


On connoitra fi c’eft un Maximum , ou un Mrx- 
um , par le figne du coëfficient de ce terme qui eft le 
prémier où z a un expofant plus grand que Punité. Car 
fi fon figne eft le même que celui d’4, la Courbe pañe 
au-delà de la Tangente; l'ordonnée PM eît plus petite 
que les deux ordonnées voifines, M çft un Mrmum. 
Mais fi le figne de ce terme eft contraire à celui d’4, la 
Courbe tombe entre lAxe & la Tangente ; PM fürpañe 
les ordonnées voifines , M eft un Maximwm. 


206. Que fi le terme Bz eft infini, ce qui arrive lorf- 
que la Tangente, parallèle aux ordonnées, rend My [81], 


c’eft-à-dire , le dénominateur de la fra@tion 7 | —B] 


égal à zéro : c'eft une marque [ &. 202 ], que, pour ce 
Cas particulier, la Série n'a pas la même forme 4 +Bz 


+ Cz° 


Ca. XI. 


$. 206, 
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+ Cz° Ô%. que dans le Cas général : mais qu'avant le 
terme BZ il doit y en avoir un, ou plufieurs, qui ont 
été omis. On fübfiituera donc à x & ÿ leurs valeurs par- 
ticuliéres ; on cherchera le prémier de ces termes par la 
Méthode des {: 102, 108, & on jugera, par {on expo- 
fant, de la pofition de la Courbe par raport à fa Tangen- 
te, qui eft lordonnée. 

Car ce terme, qui, à fuppofer z infiniment petite , 
vaut lui feul plus que tous ceux qui le füivent | exprime 
k différence de la prémiére ordonnée PM [4] & de l'or- 
donnée ivfiniment proche pm, dont la valeur ef exprimée 
par toute la Série. 

Si, dans ce terme, Pexpofant de 3 eft une fra&ion 
de numerateur & de dénominateur impair ; fon figne 
change en changeant 4% en —7, La différence de 
PM & des deux ordonnées qui l’avoifinent, eft donc po- 
fitive d’un côté , négative de l’autre : PM, ordonnée & 
Tangente de la Courbe au Point M, eft donc plus gran- 


de qu’une de fées ordonnées voifines, plus petite que l’au- 
tre; M eft donc un Point d'Inflexion. 

Si, dans ce terme, z a pour expofant une fraion de 
numérateur pair & de dénominateur impair, le térme con- 
frve fa valeur, foit qu'on donne à z le figne +, ou le 
BE —.. La différence de PM & des ordonnées voifi- 


DES Edo a même de part & d'autre : PM cft où 
plus grande, ou plus petite | que les ordonnées qui la 
touchent, Le Point M cit donc un: Maximum ; Où un 
Mrirarim dordonnées, quoique l’ordonnée {it Fangen- 
te. Donc, en ce Point M , la Courbe change de .cours, 
& rebroufle, pour ainf dire, en arriére. Auffi les Gco- 
métres nomment-ils ces Points, Pouis de KRebroufèmenr. 
On en. parlera plus en détail dans la füite , & on verra 
quelles exceptions fouffre cette Remarque, par les itréen- 
latités des termes qui füivent dans la Série. Mais quand 

M ct 
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prancue M cft un Point de rebrouflément , on voit sl eft un Cx.x£ 
BXL fuximum, où un Minimum d'ordonnées, par la difpa- $Fz06, 
rité ou la parité des fignes du prémier & du fecond ter- 
me de la Série. 
Enfin, fi dans le fécond terme , [ 4, lors même qu'il 
feroit zéro , étant compté pour’le prémier | lexpofant de 
z eft une fraction de numérateur impair & de dénomina- 
teur pair; ce terme.cft demi-imaginaire. Ainfi, d’un co- 
té de l’ordonnée Tangente , la Courbe n’a que des ordon- 
nées imaginaires ; de l’autre elle en à deux, une plus 
grande & une plus. petite que PM, à caufe du figne am- 
bigu + de ce fécond terme. M eft donc une limite, où 
les ordonnées d’imaginaires deviennent réelles : c’eft un 
vrai Maximum où Minimum d’abfcifles. Et on décide- 
ra sil eft l'un ou l’autre, en examinant de quel côté de 
PM les ordonnées font réelles, de quel côté elles font ima- 
ginaircs, 


Exemple Z. On propofe l'éq : 4yy#Hax+bxx 


Fig. 181. 0. Elle repréfente deux Courbes différentes , fçavoir 
la Courbe #°. r, quand Z eft poñitive, & la Courbe 7°. 
2 , quand À cft négative. - On füppofe # toujours po- 
fitive. 
Eu fübffituant # pour y & x+2 pour x, l'équation 
fera transformée en au (x? © bxx ) Æ (3xx 4 2bx ) 3 
+(zxHe)224+2 —o, où mettant 4 +Bz +Czr 
+#k Dz' dc pour # , on aura 


auu = 4AA% 24 ABx 4 24 C2 4 2aADr ét 
x 4BB +24BC 
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Ca.XI. er +3x 
Bio. à 3; è GE è 33 


+ 4 
CN — vx 1 2° 


& pour chercher les valeurs d'4, B, C, D, &. on aura 
ces équations 


SAAH x + bxx — 0 
24 AB +4 3xx + 2bx = 0 
24AC+ 4BB + 3x Kkb— 0 
24 AD » 24BC+4 1 — 0 


La prémiére, qui détermine la valeur d’4 , cft préci- 
fément la même chofe que l'équation propolée 4y y #4 x 
+éxx—0o, en écrivant 4 pour y. Elle donne donc 
A=y |. 201]. 

La valeur d’ 4, prifé dans cette équation, eft == 
-, x hbx? 

v 4 
x—=—6b. Donc la Courbe rencontre l’Axe des abfcif- 
fes, & à l'Origine A, & à l'extrémité B de l'abfiflé AB 

Cette même valeur d’4 ne devient infinie que quand 
* cftinfinie. Car on ne peut la rendre infinie en épalant 
On dénominateur à zéro ; Puifque ce dénominateur eft 
VDE Quantité finie #4. La Courbe n'a donc aucune or- 
donnée afÿmptote, & fès ordonnées ne font infinies que 
quand les abftiffes deviennent infinies. 

La valeur de B fe détermine par la 2°. équation 


24AB*K 3x*x+ 24x—o, qui donne jus 
24 


, puifque A—7y. Cette valeur déterz 


, qui cft zéro, 1°. quand x—=o, 2°. quand 


3XX + 2bx 
1 FRET y 
one en général la Tangente. Car fi on prend, für l’ab- 
Latrod, à / Analyfe des Lignes Courbes. Xxx {cifte 


_ 
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gcaxcüe (cifle menée par un Point quelconque de la Courbe, une cu xt. 
ÆXUL: bortion égale à 24y, & fur le prolongement de l'ordon- $:2%6. 
née, une portion égale à —(3xx+2bx), ceit-à-dire, 
fi on prend fur l’ordonnée dès fon fommet une portion 
égale à 3xx+2bx, & ‘qu'on joigne les extrémitez de ces 
deux parties par une ligne droite , elle fra parallèle à la 
Tangente [4.201 |. 
On aura les Maxima & les Minima des ordonnées, 
en égalant à zéro le numérateur de B. Cette éq: 3xx 
Hk 26x— 0 a deux racines, x—o & x——:h. La 
prémiére fe raporte à un Point double ; car cette valeur 
dx, fübfhituée dans l'équation de la Courbe, donne =, 
ce qui anéantit le dénominateur de B [. 203 ]. Nous 
reviendrons bientôt à ce Point double. L'autre racine x 
———4b, mife dans l'équation de la Courbe , la trans- 
forme cn 4}y #H #4 —o, d’où l’on tire y—=#21by— 


=, lacine imaginaire, quand B eft poñitive , mais réelle 
34 

quand à eft négative. Ainfi la Courbe 2°. 1 n’a ni A4- 
xtraum Di Minimum d'ordonnées. Mais la Courbe #°. 2, 
a deux Points M,m, dont l’abfcifle commune eft AP— 
— 4, pofitive puifque 4 eft négative, & dont les or- 


données font PM SET, & Pm——:} V—< ; 
- lefquels Points font des Maxim. “ 


Car 1°. ce ne font pas des Points multiples. Les va- 


leurs de x[ —:8] & de y [3m , qui anéan- 


tiffent le numérateur , 3xx+ 22%, de B, n’anéantiflent pas 
fon dénominateur 24Y. 

2. Ce ne font pas des Points d’Inflexion, Car ces mê.. 
mes valeurs d’x, dy, & de B, n’anéantiflent point C. Ce 
coëflicient eft donné par la 3% équation 24 AC+L4BB 


+3% 
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Cu.xT. 3 XKB—Oo, où, mettant —28 pour x & o pour B, Praxcue 
6, 206, XXII, 


on 4 24AC—b—0o, foit C— ca 


b 
Mais 3°. ce font des Maxima. Car CE don- 


. / “ b ; . . 
nant le produit 4C égal à 54? B'andeur négative , puit 


que Z eft ici négative & 4 pofitive, le figne de C eft diffé- 
rent du figne d’4. Donc [ {. 205] les ordonnées PM, 
Pm fürpañlént celles qui en font les plus voifines de part 
& d’autre , les Points M & m font des Maxima d’or- 
données. 

On déterminera les Maxima & les Minima d’abfcifes, 
en égalant à zéro le dénominateur 24y de B. La va- 
leur o, qui en réfülte pour y, mife dans l'équation de la 
Courbe donne x° H£xx—o , dont les racines font x 
Oo & x—— #4. La prémiére porte, comme on l'a 
vu, à un Point double dont nous parlerons tout à l’heu 
re. L'autre, donnant B infinie, & défignant le Point B 
où la Courbe rencontre l’Axe dés abfciftés , peut y don- 
ner un Maximum où Un Maximum d'abfcifiès. 

Pour en juger , on mettra [ &. 206 }, dans. la Trans- 
formée au EX bxx + (g5x  2bx ) 2 (30% 4 b 27 

2 —o, au lieu d’x fà valeur ——4 , Qui apartient au 
Point B, & cette Transformée fe réduira à 4244 bbz 
TT 20234 3) — 0; d'où tirant [$. 102] la Série afcen- 


dante qui donne # cn 2 > On aura 4 — + 4 ÿ/ — —— 


Z 2 , sf 
AV — Or. Cette Série, ou plutôt ces deux Séries , 
font imaginaires quand z ft pofiive, elles font réelles 
quand z eft négative. Donc [$: 206], la Courbe ma ni 
ordonnées , ni Branches, du côté pofitif de B; mais du 
Xxx 2 CÔTÉ 
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Fraxcue CÔté négatif elle a deux Branches qui touchent l’ordonnée cx.xr. 
XXL Lu Point B. Donc, dans la Courbe »°, 1 , où B eft du côté $ 206: 
négatif de Origine, ce point B eft un Afximmm d'ab- 
faifles. C’eft au contraire un Maxéwm dans la Courbe 

ñn°,.2, où B tombe du côté pofitif de lOrigine. 

On déterminera les Points multiples de la Courbe, en 
égalant à zéro le numérateur & le déncminateur de B. 
Le dénominateur 24y égalé à zéro, donne y—o, ce qui 
transforme l'équation de la Courbe en x? »H bxx — 0. 
Le numérateur, égalé à zéro , donne 3%x »H24x—o. Et 
comme ces deux équations n’ont point d’autres racines 
communes que #—o, on conclud. que la Courbe n’a 
qu'un feul Point multiple, qui eft à l'Origine, où x = 0, 
& y—0. 

Ces valeurs d'x & d'y fubfituées dans! la 2° équation 
des coëfficients, 24 AB 3xx 4 24x—o, la réduifent à 
oB#o—o qui ne détermine rien. Mais, fubftituées 


dans Ja 3°, éq: 244CH 4 BB+3x%Hb—o, elles la ré- 
duifent à 4BB H4—0o, d’où l’on tire B—=+ VE 


Où lon voit que Ba deux valeurs, parce que l’Origine 
eft un Point double. Ces valeurs font imaginaires dans 
la Courbe »°.1, où 4 & B font poñitives. Donc lOrigi- 
né de cette Courbe, quoiqu’un Point de la Courbe, & 
même un Point double |, n’a point de Tangentes. Ce 
Paradoxe s'explique en confidérant que par ce Point il ne 
paffe aucune Branche de la Courbe, mais que c’eft un de 
ces Points ifolés, dont nous avons déjà donné un Exem- 
ple en parlant de la Conchoïde [ &. 174, Ex I], & 
dont nous parlerons plus au long dans la füite. 4 


Mais le Point, qui eft à l'Origine de la Courbe #°.2, a 


deux Tangentes déterminées par l'éq: B===# + Ge & 


étant 
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CH.XL étant -négative & 4 pofitive. Il en réfülte cètte Conftruc- Prancur 
*#% tion. Qu'on prenne l'abfciflé AE — — ; ; & les ordon- XXII. 


nées AD—EV——, Ad=—V——, ou , ce 


qui eft la même chofe, AE», AD— HV —%2, 
Ad——#/—4b, & les Droits ED, Ed feront paral- 
lèles aux Tangentes. Ou bien, qu’on prenne l'abfciffe 
Ac—1, & qu'on lui donne les ordonnées eF— > 


b 
VE C£—— 7 > Ou qu'on prenne Ae—4, 


CH Ya, f—— y — à, & AF, Af fcront 
les Tangentes. 

Veut-on favoir de quel côté de ces Tangentes tom- 
bent les Branches de la Courbe qui pañlent par le Point 
A; il faut chercher la valeur de C, qui convient à ce 
Point. On la trouvera dans la 4°, équation des coëffi- 
cients 24ADH24BCH1i—o, que A—0 & B— 


y réduifent à = Le figne —— 


2 


devenu füpérieur, fait voir que la Branche touchée pat 
GAF tombe deflous fa Tangente ; & le figne +, infé 
ricur, montre que la Branche touchée par gAf tombe 
au-deflus de la Tangente. Ainf les Branches de la Cour- 
= €mbraffent les jambes de l'angle GAg, & font embraf 
féc par les jambes de l'angle FAf. 
n aura les Points d'inflexion de ces Courbes, en fai- 
fant C—0o [$.204]. Alors la 3°. équation des coëfficients 
fe réduit à 4BB+4 3*+b—0o , ou , [ mettant pour B fa 


valeur générale, prifé dans la 2°, équation, — 32% 2x 
24} 


SC nu te 


Ve 
nd 7 « 


TE rise TS 


x Ex. d 
à a T3 RD 0, {oit O4X+124bx + 


44bbxX Ke 124459) + 444b)ÿ — 0. Que dans cette équa- 
Xxx 2 tiolr s, 
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tion, on mette, pour 4, fa valeur —x° —2xx, prife x xL 


dans l’équation de la Courbe; on aura o 4x* H124b x 
He 4abbxx —12axt — 124bx — 4abx? — 4abbxx = 0 = 
— zaxt— qabx’, dont les racines font x—o, & x— 
— 4h, La racine x—0o donne, comme on a vû, les 
Points A & B, qui n’ont point d’Inflexion. Mais la raci- 
ne x— —#b donne, par l'équation de la Courbe, y— 


b à ; RONTÉ : 3 : 
Eiby 2 qui eft imaginaire , Z étant négative , mais 


réelle & double, à étant pofñitive. Aïnfi la Courbe #°. 2 
n'a aucun Point d’Inflexion. Mais la Courbe #°. ren a 


I 

deux N, n, dont l’ab{cifle commune et AC——4#2, & 
b b 

les ordonnées CN—#i2y —, & Cn=—$2y—. 
se 38 


Exemple IT. Soit propofée la Courbe, dont lé- 
quation CÎt J? + 3X)ÿ — 349) — 124X) — 4 4XX + 4 44x 
10: 

En fübftituant # pour y, & x+-7 pour x, dans cette 
équation , elle fe transforme en #° + zuux + 3uuz — 3 ann 
— T12AUX — 12402 — AUXX — BAXT — AALZ *E AAAX + 
Aauz — 0. - Et mettant, dans cette Transformée, la Série 
A+ Bz»%KkC:° +Dz dx. pour #, on aura, pour déter- 
miner les coëfficients, ces équations , 

A HaxAA— 3 AA—120X À — gaxx + 4aax — 0. 

(3AA+HOGXA ——GaA—12ax) B +3 AA— 1244 

— $4ax + A4 — 0. 
(3AA+6XA— Ca A 124x) CH(3A+3Xx— 
34) BBK(6GA—124)B—44—0ù 
(3 AA GX A — Ga A—124x)D + (GA-HEx—6#) BC 
+(C6A— 124)C%4k B'+3BB —0o. 

La conformité de la prémiére avec la Propofée mon- 
tre que y. Comme la valeur d’Æ tirée de cette 

cqua- 
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CH. XL cette équation n’eft pas une fraétion , puifque le prémier Prancus 
$ 206. terme de léquation-cubique Æ# + 3 (X— 4x) AA 5% XXUL 
124X/—(44xx— 444%) —o n'elt point afitéé, on 
ne fauroit rendre 4, ou 7, infinie en égalant fon dénomi- 
nateur à Zéro. Ainf la Courbe n’a point d'Ordonnées _ 
afÿmptotes ,» & fes ordonnées.ne deviennent infinies que 
quand les abftifes font infinies. Mais, en fifant A—=0, 

ON à —44XX "H 4#4x == 0, dont les racines font x 0 & 
x—4. Donc la Courbe rencontre l'Axe ‘des ablaifles 4 

Porigine À , & à l'extrémité B de l’'ablifle AB— ». 
En mettant y au lieu d'A, la feconde équation des 


coéfficients donne B—— Sie 12 A) res PE CE 


ZI OXY — GAY — 124%" Se 
qui donne en général les Tangentes de la Courbe, Si on 
veut, par ex. la Tangente du Point B, on mettra, dans 
cette, valeur de B, z pour x & o pour y, & on aura 
Be On prendra donc, für l’or- 
—— 1244 
donnée, BC——:AB, & AC fra parallèle à la Tan- 
gente BT. 
Les Maxima & Minima d'ordonnées fe trouveront en 
égalant à zéro le numérateur de B. De là on tire x— 
IW— 124) +444 


og,» & cette fraêtion, fabflituée à x dans 
a 


la Propofée, la change en 9 ÿŸ— 54ÿ — 12c44yy — 964!y 
Pi 1646, qui fe peut divifer par y—24, & donne 
au quotient OP — 3; 84yy +444 y— 84. Ainf l'équa- 
uon, Qui donne Jes limites des ordonnées , à cette racine 
y—24—=0 | & les trois que renferme l’'ég: 97 —— 
3 84) + 44447 — 84x—0o, dont deux font imaginaires 
LS: 50. IL 1 | & la troifiéme réelle, & à peu près y 

H54—0,. 
La racine y—24—o fe rapoite à un Point mulüple, 
Car 
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À 111 
Car mettant 24 pour y dans l’éq : x — 3) 124YF4 


4 
elle fe réduit à x——+. Et ces valeurs d'y & de x 
fubftituées dans la valeur de B, qui eft = 
2YY — 124y — 84ax+ 444 
que un Point multiple [ $. 203 J. Nous en parlerons 
tout à l'heure. 


la réduifent à 3 :* ce qui mar- 


2 ‘ N t 1 2 , 

La racine y —5554 à peu près, donne “—7 4 à 
peu près, & indique un vrai Maxirum d’ordonnées. Car 
fi on cherche la valeur de C dans la 3° équation des 
cocfñicients , laquelle [ B étant zéro] eft (327 + Cxy — 
Gay —124%x)C—44—0o, on aura, [| en mettant 
100 
qui eft une valeur népative, tandis que A[y] cft poñi- 


4 pour x & #54 pour y], = a peu près ; 


tive. Donc le Point M, qui a pour abfcifle AP — 4, 


à peu près , & pour ordonnée PM—;5 4 à peu près, 
cft un Maximum d'ordonnées. 

Si on égale à zéro le dénominateur 3yy +6 XY— Gay 
—124%x de B, on aura, pour déterminer les Points de 
la Courbe où la Tangente eft parallèle aux ordonnées , 
une équation qui a deux racines , I=24, & y+2x 
—0+ La prémiére racine donne le Point multiple indi- 
qué cy-deflus , & dont nous parlerons plus amplement. 
La féconde réduit l'équation de la Courbe à 4x 4 8axx 
*K 44ax — 0 dont les racines font x—0o , & x ——#. 
Celle-ci {& raporte au Point multiple , & l’autre donnant 
Jl=— 2x) —0, marque qu’à l’Origine l’Axe des or- 
données eft Tangente. Pour avoir la pofition de l4 Cour- 
pe par raport à cette Tangente ,| on mettra , dans la 

Trans- 


Cu. XL: 
ÿ. 206: 
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Cu: XI Transformée en #.& z, © pour x, ce qui-la changera en praneur 
«206, D — QUIL — SONU — 12 4u1 — 44224 44706, Si XXIL 
on cherche, par cette équation ,:les Séries afcendantes 
qui donnent # en Z[. 102], on aura #— + ÿ# az. ge. 
Ainfi # a deux: valeurs réelles’, 3. étant poñitive, ‘qui: de- 
viennent imaginaires: -quand-on prend 3 négative, ! L’Ori. 
gine eft donc unelimite où viennent s’unir deux Branthes 
qui s'étendent du côté des abfcifles poñitives. 

La racine x=—=— 4, qui donne y—2%, marque ;, 
comme nous l'avons dit;| un Point multiple. : Pour-en 
connoitre la nature ;. on füubftituera — # pour x dans la 
Transformée en # Rx, ce quila change en #° 4 3UUZ 
AU —> 12400 — 4422 Hi 2444 412447 — 84 — 6. 
St on cherche [ $. ro2] les Séries ‘afcendantes que fournit 
cette équation, & qui donnent. # en z, -on trouvera #— 

192 ! : 

24HC44)25 6: L'Ordonnée DE;, de l'abfiffe AD 
774, ft donciégale à 24: Æt les ordonnées-voifi- 
<= . S 2 pre 3 

nes Ja furpañlént de la quantité (44)' 3° ou. y 4423, qui 
eft toûjours pofitive , quelque figne qu’on donne à z. Le 
Point E eft donc un Mmum d’ordonnées, quoiqu’en 
ce Point la Tangente touche la Courbe. En un mot, ce 
Point E eft un Rebrouffement [ &. 206 ]; qui eft un Point 


double , puifque deux Branches de là Courbe viennent 
SY toucher. ; + 


. NOUS reffe qu'à voir. fi la Courbe a quelque 


Point d’Inflexion. n} les: détermine en faifant C— 0. 
Cette füppoñition réduit là°3% équation des coëfficiens à 
3 (y EX — 4) BBRO(y EEE à) By 4 — 0. Qu'on 
B £ 39) — 124y— 8ax 444 

y mette pour B fà valeur TEL TP 
& on aura une équation qui fe réduit à — 81xy* — 27° 
Æ 5044%9" + 1534)* 1924 x° y — 10804°Xÿ* — 2884" y! 
1924 4 12484 xy + 2 LOA'Y — 3360 x + 48aty — 

Lrirod, à PAnalyfe des Lignes Courbes. Yyy 484° 
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Praxcur 4840. > Deicette équation on peutôter le’ produit cn. xt. 
XXUL de Ja Propofée +3 x yy— 34) ray — 4 4x x rl S 206: 
AAUX = O PAT —— 27)) — 364% — y24ÿ — 7244, lequel 
produit eit zéro, & le refte divifé par 484n; ct x + x°y 
+ 4x? He 24xy = AUX — à == © , où (xx y X(x + 
y=—4a)=—0. La racine x 420 défigne; ‘comme 
on l'a vû, le Point double E, ; Et-la racine x2=4—y, 
fubftituée dans l'équation de la Courbe: ,! la réduit à 2 LA 
+ 84) —8# y —0O, ou 2y(yÿ—2#) — 0. La racine 
J#—=24 fe raporte encore au Point doublé E. Mais la 
racine y == 0 donne x[==4—y] 24 Le Point B, que 
ces coordonnées indiquent , eft véritablement un Point 
d'Inflexion. Car fi, daos la 3°. équation des coëfficients, 

On met © pour y où 4, 4 pour x, & =: pour B, elle 
fe réduira à —1244C—0 , c'eftiä-dire C220. Mais 
ces mêmes valeurs , fubfituées dans la 4. équaton:, . la 


4 . “ 2 
réduifent à —124D#k4—=0, où D Donc, 


8144" 
au Point B, C'eft zéro & D n'eft pas zéro : ce qui eft 
le caraétére d’un Point d’Inflexion. [S. 204 ]. 
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C'HOA PAT REP ERTTT 


De la Courbure des Lignes courbes en leurs 
différents Points. 


207. F:° DETERMINATION des Tangentes d'une 
Courbe indique quelle eft fa dire&tion en cha- 

cun de fes Points. Mais, pour en connoitre parfaitement 
la Nature, il faut favoir de plus combien la Courbe sé 
carte de cette direétion; il faut favoir mefürer à courbu- 
re. Car une même Courbe n’eft pas également courbe 
par tout ; elle ne s’écarte pas toûjours également de fà 
Tangente; elle ne fait pas avec cette Droite des angles de 
contaét égaux en tous fes Points. C’eft le Cercle feul qui 
a par tout la même courbure, & qui eft par-là très- pro- 
pre à mefürer la courbure des autres Courbes. D'autant 
mieux que, quoiqu’un même Cercle foit également cour- 
be en tous fes points, les différents Cercles ont des cour- 
bures différentes ; & réciproquement proportionelles à 
leurs raïons, ou x leurs diamctres. Si on courbe circu- 
“rement deux Droites! égales, mais qu’on fafle de l’une 
une circonférence entiére, & de l’autre une demi-cir- 
Conférence ; celle-ci fera deux fois moins courbe que 
celle-là » Mais auffi le Cercle dont elle fait la demi-circon- 
férence a un raïon double du Cercle dont l’autre Ligne 
fait toute la circonférence. En général, foient ABD, 
abd deux Cercles inégaux | dont les raions AC , ac 
foient entr'eux en raifon de màn; à qu’on prenne für 
fur ces Cercles des arcs égaux AB , ab ; Je dis que l'arc 
B cft moins courbe que l'arc ab dans la même raifon 


Yyy 2 que 


PLancug 
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Praxcue Que Je raïon AC.eft plus grand que le raïon ac; deforte cu. x1L 
ÆXIV: que fi l'arc ab a une couibure de # dégrés, minutes, S-207° 
ou parties, l'arc AB a une courbure de # dégrés, minu- 
tes, ou partiés proportionelles. Car, fi on prend l'arc 
AB femblable à larc ab, cet arc AB eft à l'arc ab ; COM- 
me la circonf. ABD à la circonf. abd', où comme Île 
raion AC au raion.ac, c’eft-àä-dire, comme » à ». 
Donc ab étant égal à AB, A 6 eft auffi à AB comme # 

à #. Ainfi A8, femblable à ab, étant un arc de y dé- 
grés ou parties, AB eft un arc de » dégrés ou parties. 
Donc la courbure de ab eft à celle de AB comme #7 à 
7. On voit donc, que dans une’ même étenduë ab, AB, 
les Cerclés abd, AB D ont des courbures qui font en- 
telles comme # à 7, ou comme AC à ac, c’eft-à-dire 

en raifon réciproque de leurs raïons où diamétres. 


Ainf il eft aifé de comparer la courbure de différents 
Cercles , en comparant leurs, raïons ou; diamétres. Et par 
conféquent pour comparer la courbure des différentes 
Courbes, ou celle d’une même Courbe en fes différents 
Points, il ne s’agit que de trouver le Cercle » qui a la 
même courbure qu’une Courbe donnée en un Point don- 
né: c’eft-à-dire, le Cercle, qui, touchant la Courbe au 
Point donné, s'applique fi bien à cette. Courbe, qu'entre 
elle & le Cercle on ne puifle faire paflér aucun autre Cer- 
cle. Car comme , en augmentant ou diminuant le raïon 
d'un. Cercle , on diminuë ou augmente fà courbure par 
tous les dégrés poñibles; s'il ny a aucun Cercle qui, a- 
proche plus de la Courbe que le Cercle trouvé, on peut 
conclure que le Cercle à la: même courbure que la Cour- 
be en.ce Point-là.. :J'excepte le cas, où la courbure d’une 
Courbe eft plus grande ou plus petite que celle. d'aucun. 
Cercle. On en parlera dans la füite. 


208. Repre- 


Cu. XII. 
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- 208. Reprenons la Figüre du &. 260, où PM [y] ef 
lordonnée d’un Point afligné M de la Courbe Mum, Pp 
[3] une abicifié quelconque comptée dès l’Origine P, & 
dont l'ordonnée pm eft exprimée par la Série AR Bz + 
C5 Dr dc. On a vû que le 1r, terme 4 de cetre Sé- 
rie repréfente l’ordonnée PM ou la partie-pn de lordon- 
née pm, que le 24, terme Bz exprime la partie nO ,, 
comprifé entre l'abfcifle QMn & la Tangente MO , & 
& que le refte de la Série Cr° 4 Dr dr. defigne la partie 
Om comprifé entre la Tangente & la Courbe [$. 2o1]. 

Qu'on imagine un Cercle Mmih , qui: touche au 
Point M la Courbe Mum [ c’elt-à-dire fà Tangente sa 
& qui pañle par le point m. Si le Cercle paife entre 


2 
a 


Tangente & la Courbe , il f détourne dé la Tangente 
moins que la Courbe, il eft moins courbe qu'elle au Point 
M. Si, au contraire, la Courbe pañle entre le Cercle & 
la Tangente , le Cercle fe détourne dela Tangente plus 
que la Courbe , il eft plus courbe qu'elle au Point M: 


Mais dans lun & l’autre cas, plus le Point m , où le Cer- 
cle coupe la Courbe, eft proche du Point M où il la tous 
che , plus le Cercle aproche d’avoir la même courbure 
que la Courbe. Il en aproche infiniment , il f confond 
avec,elle , & a précifément la même courbure ; lorfque le 
P9lnt m vient à tomber fur le Point M. 


On aura donc le Cercle MIH de même courbure que 
la Courbe au Point M » fi l'on détermine Ja grandeur du 
Diamétre MH d’un Cercle , qui touchant la Courbe 
Myem en M coupe en un point m infiniment proche 
de M, ou coincidant avec M. Le Diamétre MH, & le 
raion MK de ce Cercle font auf apellés le Dismétre & 
le Raïon de la Conrbure au Point M » & le centre K fe 
nomme le Centre de [a Courbure. L'on compare la cour- 
burc des différents Points d’une même Courbe, où de 


Yyy on diverfes: 
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#Laxcue diverfes Courbes, par la raifon inverfe des raïons de cour- Cu. Xi. 
XXI. bure en ces différents Points. $: 209: 


209. Pour calculer le raïon de courbure , an fuppofe- 
ra d'abord le Poinr m à une diftance finie de M. En 
prolongeant pm jufqu’à-ce quelle rencontre en i la cir- 
conférence Mmh, on aura Hs IL. 36] le reétangle 
fous mO & Oi égal au quarré de MO. Donc Oi— 


M =. Mais MO — Mn° + nO° ——77-+1 BBzr, & mO 


m 
Sa DU N Po Le 
— Cr + Dz év. Donc OI Grp Dr, de — 
1 + BB 
CHDz,èc 
Maintenant, fi on fuppofe que le Point m vient coïn- 
cider avec M, l’abfciffe z [ Pp ] deviendra zéro, & l’ex- 


preffion RE de Oi [ qui dans ce cas eft MI] 


deviendra - LE. Aiof, MIH étant le Cercle de mé- 


me courbure que la Courbe Muwm au Point M, la chor- 
de MI eft égale à HP, ce qui füuffit pour déterminer 
le diamétre MH, & par conféquent auffñ le centre K de 
courbure; favoir, en menant par I la Droite 1H paral- 
lèle aux’ abfifles , & qui coupe en H la Droite MH per- 
pendiculaire à la Courbe. 
L'on peut auf, fi l’on veut, calculer le diamétre MH, 
en confidérant que les trianglés MnO, MIH font fembla- 
les ,| tous les cotés de l'un étant perpendiculaires à tous 
les côtés de l'autre. On aura donc Mn {z]: MO[z4(t 
+ BB)]=MI[ LES. MH pOrNC ES ÉCIE 3; 


diamétre 


CA 'XIL 
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diamétre de courbure. Donc le raïon de courbure MK 
B 

cf CE CUEEE) ; & le centre de courbure K 

eft déterminé, puifqu'il eft fur la droite MH perpendicu- 

laire à la Courbe , & à la diftance donnéé MK du 


Point M. 
Exemple I, On propofe l’ég : jy — un 8 > 


—o, qui repréfente l'Hyperbole, fi & eft poñitive, on 
l'Elipte, fi & eft négative [ 4. 154]. Qu'on fubfituë , 
dans cette équation, # à y & x à x, on aura la 


, b b ë 
Transformée 244 — 4x — 47 — Re 


0. Sion cherche la valeur d’# en z par une Série 
de cetté forme #— A Bz 4 Cz%, Ge. on trouvera 
Mn Rs :érh2bx | Aacc+4abex+ablxx —4bryy 
A=y, B= 2cy Pr SERRE 
dr. Donc li Droite MI, dont lexpreffion eft LEE : 
Rp / aacc »K 4 abtx + abbxx 1 4tyy ; 

Re 0 PR 
ef ici égale à À ace vf gabiae4 ble 40 ) » qui. fe 


réduit [en mettant JY Pour 4Xk— xx, Ceft-à-dire, 


42)9 pour 4abcx able] à — 2 HA GET), 


; zâté 
+c ce 
—2)—S$ AN ULe figne négatif montre que cette 
Droite MI doit être prife für l’ordonnée MP > au lieu que 
dans la Propofition générale on la fuppofoit prifé fur {on 
prolongement. &g 


Le raïon de courbure. MK, qui eft 2C DM “ LB) 
fera 
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PLANCHE (aacc + 4(bc + cc) yÿ) VCaacc + abc + ce) J} ) ? Cn. XIL 
XIV. fera — (OA 4 HAN GE EAN) gran Cu x 
244€ 
deur négative, parce que la Courbe, qu’on avoit fuppo- 
fé, dans la Propoftion:générale, tourner fa convexité vers 
FAxe des abfcifles, tourne dans cet Exemple fà concavité 
vers cet Axe. 
On peut donc comparer la courbure de ces Courbes 
dans'leurs diflérents Points. Ainfi à lOrigine, où y—0, 
le Raïon de courbure eft LINETE z24: à l’ex- 
trémité de l’ordonnée 3, il eft — NS RE) 
244€ 
= Ge+5)V@c+D 
3 2cÿc 
naire dans l’Ellipfe, où B eft négative, fi 25 24. ‘Auf 
voit-on, par le calcul, que lordonnée :% n'a que des 
ab(Ciffès imaginaires quand 2> c, &, à plüs forte raifon, 
quand b> 26. Mais pofons que # <r: Alors la cour- 
bure à l'Origine eft à la courbure du Point qui eft à l’ex- 
C2c6Hb)yC2c 0) 


4 , grandeur , qui fera imagi- 


trémité de l’ordonnée +, comme 
2c4/c 
eft à 1%, ou comme (26-H/)#(2c#8) à cyc. 


Exemple IT. Léq:y==#x}, qui exprime en ge: 
néral toutes les Paraboles & les Hyperboles | &. 128], & 
transforme, par la fubfitution de z, où 4 Bz# C2 
+Dz &v, pour y & de x+3 pour x, en 4 Bz 


Cz2 Da Ge 420 4 hax—z Fier ax 27 


rs 


Fa ne axT—37 Ur ce qui donne, fans calcul, 


I. 2 É 
b. h—1 


- ax T2, 
1:72 


Ê Ce 


Aa =), Bebe, C— 
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Cu. XIE. | 2h— 2 Pr 
$. 209. Êtc. Donc —=MI Ç a LE Pbaax = XXIV,. 


hr 3 
ax 
1. 2 


h 
bhaex° 
OU ET » & le raïon de courbure MK ——— 


20 (hb— bas 22 

Suppofons qu’on ne cherche la courbure qu’à l'Origi- 
ne, où x—0; il y a plufieurs Cas à diftinguer*, L’ex- 
pofant # peut être pofitif, ou négatif. S'il eft négatif, 
la Courbe eft une Hyperbole : sil eft pofitif, c’eft une 
Parabole. Et dans ce dernier Cas, h eft plus grand, égal, 
ou plus petit que l'unité. 

1. Quand h> 1, l'expofant 2h—2 eft poñitif Donc 


: : - . 2h—2;: 
la füppoñtion de + infiniment petite rend hhaax in- 


finiment petite ou zéro ; le numérateur de la fraétion 
2h—2 2h—2 
L-Hhhaax 1+ bhaax ) LT 
CRM fe réduit à 1ÿ1—1, 
Chh—h)ax 


[ CH BB) vi HBB) _)Ci-Hhbaa" 2)V(r Fhba 2) 


ET A 
& la fraétion elle-même revient à 


Lie NN 
bb ax? Wh—ha? 


qui eft toujouts: pofitive. Auffi a. Parabole tournc-t-elle 
fa Convexité vers PAxe des abfcifles L$.127]. 

Mais, x étant toujours infiniment petite, RTE eft 
infiniment petite, finie, ou infinie , felon que 2—h eft 
poñrif, nul, ou négatif, [6.70 ]; c'eft-à-dire, felon que 
h ft plus petit, égal, où plus grand que 2. Donc le 
raïon de courbure, à l'Origine de la Parabole : lequel eft 

Toro, à / "Analyfè des Lignes Courbes. ZLzz défi- 


* Anal, des Infin. petits, S. 87. 88. 


PLANCHE 
XXIV. 


DE LA COURBURE 


E— 
(bh—b )4 
fi b 2; fini, h—2,; infini, Gh>2: & la courbure 
étant en raifon inverfé de fon raïon [ &. 207], eft infinie, 
finie, ou infiniment petite, füivant que # < 2, ou — 2, 
ou > 2: 


défigné par la fra&ion , eft infiniment petit , 


2. Quand = 1, lég: Ja ne repréfente qu’u- 
ne- Droite ; dont la courbure eft infimiment petite , ou 
plutôt nulle. Aufh trouve-t-on le raïon de courbure in- 
fini; le dénominateur de la fraétion qui exprime fa valeur, 
étant un multiple de [#h—hb=—1—1—z]0o. 

._ 3e Quand À < 1, mais pourtant poñuf, l’expofant 
2h 2 eft négatif. On peut reduire l’expreffion 


2h — 2 2h—2 
rare du raïon de cour- 
— D) ax 


( ÉARCÉ +hhaa) WK Par bhan) 


Chh— b) pal 
2—2h 22h 
x 


pliant les deux termes de la fraétion par x 
PRE 


bure à , en multi- 


— tu 


Donc le raïon de courbure à l’Origine , 
bhaa y bhaa 


qui trouve en fuppofant x—0o, fera 
(hh—b) ax 


2h—7 


a —. bhaax d 2x 
a ni — + meme 2 è 
=— Ch 1) = 2 PR » grandeur négative > 


puifque # 1. Et cela doit être ainfñ, puifque ces Para- 
boles font concaves vers l’Axe des abicifles [ $. 127 |. 
Ce raïon eft infini, fini, ou infiniment petit , felon 


2h—3 : . . . . H 
que * . ef infinie, finie, ou infiniment petite, c’eft- 
à-dire, felon que 2eft <:,—3,ou > +. Ce qui s’'ac- 
corde 


Cx:XIE 
6, 209. 
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Cx.xIT. corde avec ce qu’on a vu au . 127, que les Paraboles Pzanone 
Sx209, concaves vers l’Axe des abicifles font les mêmes que celles XXlY: 
qui font convexes vers cet Axe , qu’elles font feulement 
dans une fituation renverfée ; ou » ce qui eft la même 


/ : h 
chofe , que les Paraboles dont l’équation eft ÿ — 4x” font 
2 I 


les mêmes que celles dont l'équation eft y — #x#, eu 
prenant pour les abfciffes des unes les ordonnées des au- 
tres, & réciproquement. 


4. Enfin fi } eft négatif, l'ég: VUE repréfente 
les Hyperboles , dont le raïon de courbure s'exprime par 


2+-2h 2+-2h 
la fra@tion CE SERGE Have) toujours | 


Chh+B) ax T2 
pofitive , parce que toutes les Hyperboles tournent leur 
convexité vers l’'Axe des abfciffes. 


210. Ces Deux Exemples füffifent pour faire voir 
la maniére de mmelurer en un Point donné la courbure 
d’une Courbe donnée. Mais nous ne devons pas quitter 
ce füujet , fans dire un mot de diverfes Queftions ,qu’on 
peut propofèr fur cette matiére. 
al. On peut demander, par ex. En quel Point une 
Courbe donnée a une courbure donnée ? Cette courbu- 
TE Ne pout.être donnée que par le moyen du Cercle qui 
# Piécilément ce .dégré de courbure. ‘Et ce Cercle eft 
donné par fon raïon. Qn égalera donc au raïon ‘donné 
l'exprefion générale du raïon de courbure de la Courbe 
propolée; & cette équation, combinée, sil le faut, avec 
celle de la Courbe, déterminera le Point cherché. 


Ainf, fi l'on demandoit le Point de PHyperbole ou 
de l'Ellipf, repréfentée par l'éq : MT xx 0 [S; 


Z1z 2 préc. 


DE LA COURBURE 


PLANCHE préc. Ex. 1], dont la courbure eft la même que celle du cx. x 
* Cercle décrit avec üun raïon r: On égalera à 7 l'expref. S-210. 
fion générale du Raïon de courbure de ces Courbes, qui 
ef __ Caacc k 4(bc + cc) yy)V Caarc abc + cc) yy ) & 
2440? APS 
on aura —24a40/r =—=(aacc+4(bet+cc) yy )V Caacc 
ACbe Hcc)yy) — Çaacrha(bi+c)yy)"" : ce qui, 
3 
en quarrant & extraiant la racine cubique, donné accy/4arr 
3 
= aacc$ (bc cè)yy.… Donc y= +! VEND 


- 


3 
Cette grandeur devient imaginaire, 1°. quand —4#y4arr 
eft négative, [ c’eft-à-dire, quand r <i4] & 4+c pofi- 
tive, [ceft-à-dire, quand 8 eft poñitive, ou même néga- 
tive, mais <c]. Ainfi & l’'Hyperbole, & l'Ellipfe dans 
léquation de laquelle 2 <c , n’ont nulle part une cour- 
bure moindre que celle du Cercle dont le raïon eft +4. 


3 
2°, quand —4+ 4 arr eft pofitive, & bc négative, 
c’eft-à-dire, quand à négative eft > c, & quand r > :# 
Ainfi l’Elip , dans l'équation de laquelle B> c, n’a nulle 
part une courbure plus grande que celle du Cercle qui a 
pour ralon :4. 


211. II. On peut demander , en quels Points d’une 
Courbe fa courbure eft infinie ? Ce fera aux Points où 
le raïon de courbure eft infiniment petit ou nul. On éga- 
lera donc à zéro l’expreffion générale du raïon de cour- 
bure de la Courbe propofée, & par cette équation, com- 
binée, s'il le faut, avec celle de la Courbe , on détermi- 
ncra les Points où la courbure ‘éffinfinie, c’eft-à-dire, 
plus grande que celle d’aucun Cercle donné. Telle eft à 
VOrigine la courbure de toutes les Paraboles. exprimées 

par 
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Ca, x1r par léq : t— 4x, lorfque b tombe entre 2 & [$. PLANCHE 
$. 211, 209. Ex. IL. n.1 à Sale XXIVe 


212. FI. On peut auffi demander en, quels Points une 
Courbe à une courbure nulle , ou infiniment petite? Tel. 
le eft à lOrigine la courbure des Paraboles repréfentées 
par l'ég: y=ax!, lorfque 2 eft > 2, ou «2. [6 200. 
Ex. 11]. Mais en général, fi une Courbe à quelques 
Points où fa courbure {oit infiniment petite, fon raïon de 
courbure y doit être infini.  Ainfi fon expreffion générale 
doit étre une ffaétion ; dont le dénominateur puifle être 
égalé à zéro, fans contradiétion.  H faut donc que l’une 
des variables x, y entre dans ce dénominateur. Et il fut 
de plus que la fuppoñition qui le rend égal à zéro n’a- 
néantiflé pas le numérateur. 


C:+BB)vCr#BB) 
2C 
de courbure fait voir qu'il ne peut être infini, que dans 
les Points où C eft zéro, c’eft-à-dire , dans les Points 
d'Inflexion ou de Serpentement [$: 204]. Mais cela n’eft 
pas réciproque , & il y a des Points d’Inflexion , où la 
courbure, loin d’être infiniment petite, eft infiniment gran 
de. Telle eft Origine des Paraboles, dans l'éq : y — axk 
efquelles b eft une fraétion de numérateur & de dénomina- 
FT impair, laquelle tombe entre 2 & :| $. 200. Ex. IT]. 


La formule générale du raïon 


213. IV. On peut demander quel eft le Point d’une 
Courbe, où fa courbure eft la plus grande , ou la plus 
petite? Pour le trouver, on cherchera par la Méthode 
de Maximis € Minimis , en quel Point le raïon de cour. 
bure eft le plus petit ou le plus grand [ &. 197]. 

Prenons pour exemple les Paraboles , dont l’équation: 
générale eft y — 4x" [ » étant poñitif ]. Le raïon de 

» LT COUT 


s5o DE LA COURBURE 
Cu. XIL 


— $ 213: 


PLANcH 2h90 52h32 
XIV, contre ef (1 K hhaax DV (1 + hhaax ) 


nn 


h—2 
h(h—1)ax 
(1 Mess do) re 


h(b—1 Dax , 
mande quélleeft la valeur d’x qui rend 7 un Mérimmm : 
car 1 eft bien clair, par la nature des Paraboles, qu'il 
n’y a point de Maximum , puifque leur courbure va en 
dimiauatit à l'infini, dès qu’une fois x a paflé certain ter- 

; h— ’ 
me, On a donc l'ég: (1 + hhaax° PSE Ch 
25) le x 0 dr ; OÙ quarrant, 13 has + 
D 0 ee 
2btatxt Lu pop —#h(h—:1Y FT #;7, 
qui repréfente une Courbe, dont x eft l'abicife , & r 
lordonnée.. IL is’agit de trouver l’abfcifle qui a la plus pe- 
tite ordonnée, Pour cela, on cherchera le prémier Rang 
de la Transformée qui réfulte ‘de la fubftitütion de x 41% 


à x, & de ra aw. Ce Rang ct H (—2hh(h — 
I Tr RS Er ((6h— 6) bhasx 34 (12h — 
12 Dhtata TS >k( Gh—6 SP eee 


. Soitce raïon apellér. On de- 


7 Gb —43bb(b 
1) aux? TS rr)z. On égalera à zéro le coëficient 
(Gh—6) bhaux 3 (1+ has 2 >: 
(22—4 bb (h—1): PT) 

 (ih—3 }xx (1 He hbaax T2 1. 
—  (h—2)(h—:1Y 

léq: (uthbaax 2: = #h(hi és 2 mon- 
Ci bbaa 2 
hh D) sax À 


de 3 &'‘on aura r7—= 


D'un autre coté, 


: valeur qui, comparée 


tre QUE 77 — 


avec 


Ci XII. 
$. 213. 
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ss 
C1 + hhags T2 } 
Da 
CGh—3) xx (1 + bhaax ) 

C2) TE 
Ch 3 )xx 


h— 2 


ME 777S 
ce qui détermine la valeur d’x. 


L'expofant 2b— 2 d’x, dans cette équation, étant 
un nombre pair, il en réfulte pour x deux valeurs Éga- 
les, mais l’une poñitive , l’autre négative; ce qui convient 


avec la précédente , donne 


2h—2 


, d'où l’on tire x27—2 


"à la forme des Paraboles, qui ont des Branches fmblables 


de part & d’autre de PAxe des ordonnées. Ces valeurs 
dx font imaginaires, quand 2 tombe. entre 2 & 3 parce 
qu’alors le numérateur b— 2 ef négatif, & le dénomi- 


nateur 2#—1 pofitif, ce qui rend la fraétion CT 
négative, & fa racine du dégré pair 2b—2 ; qui eft la 
valeur d’x, imaginaire. Mais ces valeurs d’x font réelles 
quand #> 2, ou h<?, parce qu'alors la fra@ion eft 
poñitive , fes deux termes étant, ou tous deux pofitifs, ou 
tous deux négatifs. Et cela s'accorde très bien avec ce 
qu'on a vu [(. 209. Ex. II, &4. 212], que dans ce der- 
nier Cas, le raïon de courbure cft infini à lOrigine. Car 
comme il l'eft auñfi à l'extrémité de la Courbe qui cit inf- 
niment éloignée , il faut qu'il y ait entre deux un Point 
de la Courbe où le raïon de courbure eft un Mrimum. 

Si on füppofe » négatif, ce qui détermine l’ég : Ÿ= 


-) , 
4x à repréfenter toutes les Hyperboles ; lexpreffion du 
Cartel 
raion de courbure eft 


PLancHw 
XXIY. 
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. 2+ 2h . XI 
FIV IL n»°.4], lequel eft un Mérimum , quand x RU — Lee 
12h : mr 
TE bhas- La racine de cette équation eft toujours 
. ._ 1+2h 
réelle, parce que la fraction He | 
fitive. La Figure des Hyperboles fait voir auffi que leur 
courbure diminué de part & d’autre ;- à mefure qu’elles 
s’aprochent de leurs Afymptotes. Elles ont donc un Point 
où leur courbure eft la plus grande & le raion de cour- 
Pure un Minimum. | 


hhaa eft toujours po- 


.. 214 Ce qu’1x importe le plus de remarquerici, où 
il s’agit des. Points finguliers d’une Courbe | ceft que-la 
courbure des Points ordinaires étant finie, il y a des 
Points qui ont une courbure infinie, & d’autres une cour- 
bure infiniment petite. Le raion de courbure des pré- 
miers eit infiniment petit , celui des derniers infini; car 
il eft toujours en raifon inverfe de la courbure. Qn en a 
vû [$. 200: Ex. II ] des Exemples dans les Paraboles de 
différents ordres repréfentées par l’éq : y—#%x". Celles 
qu’exprime cette équation quand h—2 où 4 [ car c’eft 
la même, mais dans une pofition renverfée, ] ont partout 
une courbure finie ,; & à l’Origine, cette courbure cft Ja 


même que celle d’un Cercle dont le diamétre eft Z: 
É 4 


Mais fi. tombe entre 2 & : [ pourvu qu'il ne foit pas 
égal à l'unité, en quel cas l’ég : y—4x ne défigne. plus 
une Parabole, mais une Droite ] la courbure à l'Origine 
ef'infinie. ‘Au contraire, fi et > 2 ou <?, la cour- 
bure à l’Origine. eft infiniment petite. 

Ces courbures infinies & infiniment petites varient en- 
telles par des dégrés infinis. Si on fuppofe » fuccemive- 
ment égal à 2, 3, 4, 5, && on aura une fuite de Para- 

boles, 
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Cn, x1r, boles , dont la prémiérea, à lOrigine, une courbure fi- Prancur 
$214 nie, la fconde une courbure infiniment petite, la troifié- XXIV. 
me une courbure infiniment plus petite que la feconde ; 
la quatriéme une courbure infiniment plus petite que la 
troifiéme , & ainfi de fuite à l'infini, Car fi l’on füppofe 

que AM eft la Parabole défignée pat l’ég: y—axt , & ia 107. 
Am la Parabole exprimée par l’éq: y—=bx", deforte que 
l'abfaifle AP étant x, les ordonnées PM, Pm foient 4x, 
Bx:; ces ordonnées feront entrelles comme + à #. Donc, 
2 étant fuppolé plus petit que +, Pmeft plus petite que 
PM; la Parabole Am, dont le Paramétre 4 eft plus petit, 
embraffe la Parabole AM, dont le Paramétre + cft plus 
grand; elle cft: moins courbe. . On peut donc, en dimi- 
nuant le Paramétre à l'infini , avoir une füite de Parabo- 
les, dont la courbure, à lOrigine ; ira toujours en dimi- 
nuant , & cela fans changer l’expofant L. - Mais fi l’on 
paîle à un plus grand expofant, on aura une autre füite 
de Paraboles, dont la plus courbe, à l'Origine, fera moins 
courbe que celle de la précédente faite, qui a la plus pe- 
tte courbure. Car fi AQ eft une Parabole dont l’ordon.- 


/ s CE nt b 
née PQ_foit ex > On aura Pm: PQ 2%: ext 


—b: ee Quelque petit que foit 4& quelque 
£ 2 D 
Brand que Lit :, la faidion g fera finie , &- on pourra 


prendre labfie AP [x] plus petite que se Alors PQ 
fèra plus petite que P m4 C'eft-à-dire que la Parabole 
AQ dont lexpofant eft 4-2 1 ,! embrafle Ja Parabole "Am 
dont lexpofant eft 2}, quelque petit que foit le Paramétre 
BG de cette derniére , & quelque grand que foi le Paramé- 
tre c de Ja prémiére, 


Ttrod, à / Analyfe des Lignes Courbes. Aaaa Ainf 
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Praxcue  Ainfi, chaque expofant donne une fuite infinie de Pa. Cx. XII: 
EXLV. raboles, dont les courbures, à l'Origine ; vont en dimi- S 2% 
nuant à l'infini, à mefure qu'on en diminuë le Paramétre. 
Et, en pañlant d'unexpofant à l'autre, la courbure chan- 
ge infiniment Bien plus, entre les expofants confécutifs 
par ex. 2, 3: ON peut en interpofer une infinité .,.23, 
2%,2:,232%, 24; 24... qui donneront de nouvel- 
les fuites de Paraboles «dont les courbures varient , das 
chaque expofant; fclon la variation du Paramétre, & in- 
finiment d’un expofant à l'autre. Et entre ces expofants 
interpofés, par ex. 23 & 2+, on en peut interpofer de 
nouveau une infinité d’autres ; de forte que toutes ces 

courbures,, infiniment petites, ont des varietés infinies. 
ILen eft de même des courbures infinies qu’on voit à 
l'Origine des Paraboles dont lexpofant » tombe entre 2 
& :, ou fimplement 2 & 1; car celles dont lexpofant 
tombe entre r & + font les mêmes que celles dont l’expo- 
fant tombe entre 2 & 1 [& 127]. Si on fuppofe # égal 
fucceffivement à 2 ou ?, à, 4, , &c. on aura des fuites 
de Paraboles de différents expofants , dont celles de la pré- 
mire füite ont toutes, à l'Origine , une courbure finie, 
mais qui augmente à l'infini à proportion de leurs Para- 
métres; ce qui fait que ces courbures varient felon toutes 
fortes de raifons données. Celles de la feconde füite ont, 
à lOrigne, des courbures infiniment plus grandes que 
celles de la prémiére füite; mais quoiqu’infinies, on peut, 
en- variant le Paramétre ,_ les faire varier felon toutes for- 
tes de raifons données ; enforte néantmoiïns que la Para- 
bole de la féconde fuite qui eft la moins courbe, l'eft 
plus que la Parabole de la prémiére fuite qui eft la plus 
courbe. Il y a doncici, comme dans les courbures in- 
finiment petites, des füites de Paraboles dont les courbu- 
res, dans une même fuite, varient par tous les dégrés 
imaginables , en variant le Paramétre ; & dont la variation 
devient 
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Ck.XIL devient tout à coup infinie, fi:on pañe d'un cxpofant à Praxcur 
‘#4 l'autre, en conférvant le même Paramétre. Et entre ces XX 
fuites , on peut en interpofer une infinité d’autres, & 
encore d’autres entre celles-ci, & ainfi de füite à l'infini. 


215. Ox se fera donc une idée plus exaéte &- plus 
complette de larcourbure des Courbes, en regardant cha- 
cun de leurs Points comme le fommet d’une Parabole. 
Cette maniére de les confidérer fuit naturellement , de ce 
qu'en portant l’Origine fur un Point quelconque de la 
Courbe, ce qui rend fon abfciffe x & fon ordonnée y 
infiniment petite, la Série afcendante y 4x + B xi 
Cx°+ Dx'+ dc. qui donne y en x, fe réduit, par l’éva- 
nouiflement de tous les termes qui fuivent le prémier [. 
102 ], à ÿy—Æxh*, qui eft l'équation d’une Parabole, 
[$. 126]. Car l'expofant ne peut être que poñitif; -puif- 
que s’il étoit zéro, ou négatif, l'ordonné® primitive y ou 
Ax' feroit ou finie outinfinie, x étant infiniment-petite . 
La Branche de Courbe repréfèntée par la Série y = Axi + 
B x "k Sc. ne pañlroit donc pas par l'Origine: ce qui eft 
contraire à la fuppoñtion. 

L'expofant » eft: pofitif, lorfque la déterminatrice , 
qui donne le terme!:#x*, coupe les deux Bandes exté- 
“eures du Triangle analytique [$. 06. 2°. ]. Ainfr après 
AVOIT porté POrigine [4.29 | fur le Point de la Courbe 
dont on veur-chercher la courbure & la nature, on pla- 
cera l'équation rélativeà cette Origine : fur le Triangle ana- 
lytique > & on ménera toutes les détermivatrices infé- 
rieurés qui coupent les deux Bandes extérieures du Trian- 
gle. Le nombre des équations, femblables à Y—=Ax, 
que donnent ces déterminatrices:, eft le nombre des Bran 
ches , réelles ou imaginaires ,° qui pañent par l'Origine. 
Conféquemment, il exprime le dégré de la multiplicité du 
Point fitué à Origine. 
| Aaaa 2 216. L'ég: 
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PLANCHE 216. L’ég: y=—=4x# de chaque Branche déterminera cx.x1t. 
XX: Q dire&tion, Ceft-à-dire, celle de la Tangente à lO- 5. 16: 
rigine. 

Sif> 71, ce qui arrive quand la déterminatrice retran- 
che uné plus grande portion de la Bande fäns y que de 
la Bande fans x, | À. 06. 2° ]; la Branche touche à l'Ori- 
gine lAxe des ablcifles. Car quand b> +, x4, & Axh, 
foit y, eft infiniment plus petite que x, celle.ci étant infi- 
niment petite [4.79]. Donc la Courbe, à l'Origine , 
s’éloigne-infiniment moins de lAxe des abfcifles que de 
celui des ordonnées : elle eft comme collée fur lAxe des 
abfciflès, qui eft fa Tangente. 

Si h<1, ce quia lieu quand la déterminatrice re- 
tranche une plus petite portion de la Bande fans y que de 
la Baude fans x [f.06.2° ] ; la Branche touche , à l’Ori- 
gine, PAxe des ordonnées, Car «1 rend x infini- 
ment plus petite que xk, où Æxh, foit y [&. 79]. La 
Courbe, à l'Origine, s'éloigne donc infiniment moins de 
PAxe des ordonnées que de celui des abitifles : elle s’ap- 
plique, pour ainfi dire, fur le prémier, & le touche. 

Mais quand = 1, c’eft-à-dire, quand la détermina- 
trice couchée fur le Rang inférieur retranche des portions 
égales des deux Bandes extérieures du Triangle ; le raport 
de x infiniment petite à y infiniment petite eft un raport 
fini de r à Æ, la Courbe partage l'angle des coordonnées, 
fa Tangente eft oblique aux ordonnées & aux ablcifles, & 
l'équation y — 4x détermine fà pofition [4.183 ]. 


217, Si l'expofant à eft différent de l'unité, le prémier 
terme de la Série Æxt + Bxl+ dr. fera connoitre quelle 
eft la courbure de la Branche à l'Origine. Elle eft finie, 
quand h—2 ou +: Elle eff infinie, quand À tombe entre 
2 & +: Elle cft infiniment petite | quand 4 eft, ou plus 
grande que 2, ou plus petite que 4 [ 6. 209, Ex, II de 

Dans 


Cu, XIL 
$. 217, 
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Dans ce même cas , le Prémier terme Æxh fait auifi 
connoitre la pofition des deux parties dé la Branche decà 
& delà de POrigine. Mais pour cela, il vaut encore mieux 
prendre l'équation que donne la déterminatrice > fous la 
forme y'=—=# xt qu’elle préfente d’abord , que fous la for- 
MC y —Ax*, à laquelle elle & réduit, en faifant 4-2 


ail, & = + On a vû [$.128] que cette équation 


#!—ax* repréfente toutes les différentes Paraboles, dont 
les deux Branches ont diverfes fituations ; 1°. füivant la 
nature des expofants £, 2, qui font pairs ou impairs; 2°. 
füivant la nature du Paramétre «, qui peut être pofitif ou 
négatif. La Table que préfènte la Fi: 188 » rapelle ce 
qui a été dit dans ce &. 128. Elle préfente quatre difpo- 
fiions différentes , tirées de la parité ou imparité de #£ & 
/, lefquellés fe fubdivifent chacune en quatre autres , félon 
que Æ eft plus grand ou plus petit que /, & füivant que 
æ eft pofñitif ou négatif. 

La prémiére difpofition , qui eff celle des deux cxpo- 
fants impairs , donne tous les Points d’inflexion vifible ; 
d’un dégré plus ou moins élevé, & en général d’un dégré 
égal à la différence de Æ & / diminuée d’une unité Car 
Pég: y — ax" étant mife für le Triangle analytique , il 
MañQuéra autant de Rangs, entre leRang où eft y! & celui 
OÙ æxt, qu'il ya d'unités, moins une, dans la diffé- 
rence de £ & 7. Donc, cette différence diminuée d’u- 
ne unité exprime le dégré de l’inflexion du Point qui 
cf à l'Origine C$.1867]. Mais, # & 7 étant tous deux 
impairs, leurs différence Cft paire: & diminuée de Punité 
elle Te impaire. L'Inflexion eft donc’ vifble [CE 
166 |. 


La feconde difpofition , qui eft celle où le plus grand 
expofant eft pair & le plus petit impair, donne les Points 
ordinaires | & les Points de Serpentement où d’Inflexion 

Aaaa 2 invifi- 
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Pcaxexe invifible ; de tous les dégrés. Car l'Inflexion s'il y en a cuxit. 
‘une, féra , comme? dans la difpofition précédente , d’un $: 217: 
dégré qui s’exprine par la différence de # & / diminuée 
de Punité, Atnfñ, # &/ étant lun pair & l’autre impair, 
leur différence, qui eft impaire, dimiauée d’une unité fera 
un nombre pair. L’Inflexion et donc invifible [&. 166]: 
c’eft un Serpentement, 

La troifiéme difpoñition eft celle où le plus grand expo- 
fant eft impair, & le plus petit pair. Elle donne des Points 
de Rebrouflèment{[$. 206] de tous les dégrés , felon que le 
plus petit expofant elt 2, 4, 6, 8; 10, ou &c. Le Re- 
brouffement du prémier dégré eft un! Point double , celui 
du fecond dégré un Point quadruple , &c: le Rang le 
plus bas étant le fecond , ou le quatriéme , &c. [ &. 171 |. 
Les Branches , qui viennent fe terminer à ces Points de 
Rebrouffement, y peuvent fubir des Inflexions, mais invifi- 
bles, parce que leur dégré, [qui eft toujours la différen- 

“ce de # & / diminuée de l'unité ] eft un nombre pair, 
& que les Inflexions d’un dégré pair font invifbles. 

Ÿ 166 ]. | 
La quatriéme difpoftion, qui eft celle des deux expo- 
fants pairs, donne une équation réduétible, .&. qui peut 
être regardée comme la réduplication de l'une des trois 
précédentes. Quand & eft pofitif, le Point que donne 
cette difpoñtion ft comme le Point de contaét de deux 
Paraboles adofiées l’une contre l’autre. Mais quand « 
eft négatif, les. Paraboles font imaginaires, & le Point 
qui répond à cette fuppofition eft un Point ifolé , invif- 
ble, fans courbure; lequel pourtant apartient à la Cour- 
be,, parce que fes coordonnées ont entrelles le raport 
quexprime l'équation de la Courbe. 


-218.. Mais, lorfque b=1, le, prémier terme 4x de 
la Série ne détermine que là direction de [a Branche à 
fon 
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Cx. x11. fon pañfage par lOrigine, où la poñition de fà Tangente, priveur 
$ 218. A proprement parler , l'équation y— 4x cit l'équation XXIY. 
dela Droite qui touche la Courbe à l'Origine, & qui 
toucheroit auffi toute autre Courbe tracée par l'Originé , 
& ayant en ce point-là la même diretlion. Dans cette 
équation, x &y n'étant que des infiniment petits du pré- 
mier ordre, ‘elle n’exprime que leur rapott ; mais elle ne 
manifefte pas les différences infiniment plus petites qu'il y 
a de Courbe à Courbe, & qui ne deviennent fenfibles que 
quand on defcend à des infiniment petits de quelque or- 

dre inférieur, comme.on le fait quand > où 21. 

Ainfi pour connoitre, en ce Cas-là , la courbure de 
la Courbe; pour choifir entre toutes les Paraboles , qui 
peuvent avoir la même Tangente , celle qui s’tenrife, 
pour ainfi dire , avec la Courbe ,.& que les Géoméres 
nomment fa Parabole ofculatrie , il faut, ou continuer la 
Série Y— Ax+ dc. & en chercher le fecond terme, ou 
prendre les abiciffés fur la Tangente en confervant la po- 
fition des ordonnées. Ces” deux Méthodes reviennent 
prefque au même. 

On: donne à l’Axe des abftifles une pofition quelcon- 
que, fans changer l'Origine ni l’Axe des ordonnées , en 
mettant dans l'équation de la Courbe pz pour x & g2hu 
Pour y [25.111]. Soit AB l’Axe des abfciflès x, AD 
Celui des ordonnées y, AC la Tangente à l’Origine A. 
Cette Tangente eft donnée par l’éq: y— 4x, que don- 
ne la éterminatrice qui traverfe le Rang inférieur , enforte 
que l'abfife À B ; de cette Droite AC porte l’ordon- 


LC: 

née BC [47 On veut raporter la Courbe AM aux 
coordonnées AQ [z], QM[#]. Les lettres 1:p:4 Cx- 
primant le raport des côtés QA, AP, PQ du triangle 
APQ, & QA étantz, AP et pz & PQ, 72. Mais x 
—AP—»7 & PM{y|] —=PQ[y7z]+ QMIz#}. Il 
faut donc fübftituer pz à x , ‘& g%+u à y. Les trian- 

gles 
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PLancue gles APQ; ABC étant femblables, la raifon p:7:1 des cu xt. 
PUY. côtés AP, PQ; QA-dutriangle APQ.eft:la même que la $:218 
raifon des côtés AB[ 1]: BC[ 4]: CAÇ[E] du triangle 
ABC. Ainñ p=— F° & 1—— = É . Après la fubf 

: y. | L 4 
titution on écrira donc E Pour ? & Œ POur 73 ou, 


, : I 
confervant la lettre pour. défigner la fraétion E> 09 


. écrira Æp au lieu de == 4x = 4p?]. 


La valeur de E [ AC] dépend de l'angle ABC, ou 
APM, des coordonnées. Si G eft le Sinus du complément 
de cet angle, 1 étant le Sinus total, E fera —ÿ (44= 
2AGk 1), le figne + ayant lieu, quand l’angle APM 
ft obtus, & le figne —, quand il eft aigu [ $. 143 ]. Si 
APM eft un angle droit, G=0o & E—y(A4A#%i). 

Le $. 30 donne là maniére de faire commodément la 
fubftitution de pz à x & de 244 à y. Et l’on dé- 
montre par la Remarque faite au (. 107, qu’autant de fois 


que l'ég:y— A4x—=o, ou ÿ—2.x—0, {oit gy — 


px=0, divife un Rang quelconque della Propofée , au- 
tant manque-t-il de termes au Rang homologue de la 
Transformée, du côté de la Bande fans y. Donc, puif 
que y—Ax—o ct au moins une racine fimple du 
Rang inférieur, il manquera au moins dans la Trausfor- 
mée le terme que ce Rang ‘devroit avoir fur la Bande fans 
4. Il parura donc de ce Rang une déterminatrice obli- 
que, qui donnera Péquation de la Parabole ofculatrice de 
la Courbe à l'Origine. 
Mais fi cette racine, yÿ—Æ4x—o eft double, triple, 
ou multiple, du Rang inférieur ; f elle divife auf, une 
ou 
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ox. xir, ou plufieurs fois, quelques-uns des Rangs immédiatement Pranenx 
218 fupériéurs ; il manquera à la Transformée deux , trois, ou XXIV: 

plufieurs  termies du Rang inférieur | & un ou pluficurs 
termes des Rangs fupérieurs.… Par cet évanouiflément ala 
déterminatrice ‘inférieure prend une fituation oblique, & 
donne l'équation de la Parabole ofculatrice , * d’un dépre 
plus ou moins élevé. 

On trouvera la même chofe par la Méthode des Séries: 
Car l'ordonnée PM étant exprimée par une Série qui don- 
ne la valeur d’y'en x, le prémier terme 4x exprime la 
partie PQ comprife entre l’Axe AP & la Tangente AC, 
dont il détermine par conféquent la pofñition; & les termes 
füivans repréfntent la partie Q M interceptée entre la Tan- 
gente & la Courbe. Mais AP [x] .étant infiniment petite, 
tous les termes qui fuivent Æx fe réduifent au fecond 
terme de la Série. Donc ce terme donné l'éxpreffion de 
QM: ce qui füffit pour déterminer la poñtion &-la éour- 
bure de la Branche A M. 

Mais fi Pon veut exprimer la nature de AM, par une 
équation parabolique ; il faudra prendre pour: abfcife : 


non plus AP[x], mais AQIz= x — EX AOn 


mettra donc, dans le fécond terme de la Série qui repré- 
; ‘ I , 

fénte QM, au licu de x fà valeur Pr ou 2, & cgalant 
CE KIME ainfi transformé à une variable #, on aura l'é- 
quatON parabolique qui exprime le raport des coordon- 


nées AQ, QM, tout près d’un oint quelconque À de 
la Courbe, F sd Ÿ 


EX emple I. L'Éq : xx + y y — ax 4 by = 0 repré- 
fente la circonférence A DB, décrite, fur la chorde AB 
[2], du centre C éloigné de cette chorde de lintervalle 


Terre, à PAnalyfe des Lignes Courbes. Bbbb CK 
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Peaxeue CK [341]. -On demande la Parabole ofculatrice au point Cn. XI 
À, où Jon a pris l'Origine ? $. 218. 
La Séricoafcendante ; par laquelle l'équation. propofée 

4 44 +bb 
= — 

: es 4 k 
déc, dont le prémier terme 7, * exprime la partie de l'or- 


XXIV. 


donnc la valeur d'y en x; CRT x x — 


donnée PQ comprife entre l'Axe AP & la Tangente A Q: 
a + bb | 
le fecond.-terme É ne xx marque la partie QM com 
prife entre la Tangente AQ & la circonférence AM, dans 
la fuppoñition d’x infiniment petite, Ce terme eft négatif, . 
parce que de part & d'autre de A, la Courbe mAM 
tombe au-deflous de la Tangente tAT. Mais, fans avoir 
égard au figné, fi on égale à z ce terme transformé par 
ren D 3 23 Bb 
la fubfitution de F à *, où Phrranee 
[car E=y(A4A%Hki1), parce que l'angle des coordon- 


nées eft droit, & (44% = y CEE) , parce 


a Le k 4 
ue Â—-, le prémier terme 4x de la Série étant 
| b P 


4 aa + bb bb ZT 
7 x], on aura = *X ET pour 
l'équation de la Parabole ofculatrice du Cercle au point 
A. Où il eff à remarquer que le paramétre & de cette 
Parabole , eft la chorde ou ordonnée primitive AB. 

On aura précifément la même. chofe par le Triangle 
analytique. Qu'on y place l'équation propofée xx + 3 — 
4x" by = 0, elle naura qu’une déterminatrice inférieure, 
qui traverfe le prémier Rang, & donne l'équation — 4% 


“Hby=—=o, ou J=F*x. Donc AT. Et fi l'on fub- 


ftitue 
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*# [e *k PLANCHE 
— Ke — ÿ — XX1Y. 
O 
Mitué pz à x & y7+w à y, on aura l'équation (,p 
49)2%+2qurmuut(bj—ap)zHbu=o, où, 
CPP 99)224(— ap + bg) 

O 2 (e] 1 


A 


24 uz + bu 
5 o 


+44 » 


mettant 4 [= pour 7, (1 HT) pp2z + 2 puz 


Han Æ(ap—ap)1+bu=o, foit ee LITE ne D pe 


uu+bu—o. Cette Transformée , étant mife für le 
Triangle anal. la cafe z refte vuide & la déterminatrice in- 


Re 


rieure paffant par Les Cafes # & zz donne Eux LATE 


_ 44 + bb 72 - 
| Dan PPT ER fee 0h)pp? A 
cft à la Parabole, ordinaire [$. 123], mais dont le para- 


0 {oit LU — 


- IMÉtTE — Cas DD) pp cit négatif, parce que fes bran- 
ches AM, Am, tombent du côté négatif de l’Axe tAT 
des abfcifles. Ce paramétre , au refte, { réduit'à —b, 
bb 
ÉE 7 dsth 60 © #00) 
Bbbb 2 Donc 


ER ms : a — 
= =  — = —— — 


cn mettant pour pp {a valeur 


RE EE = "pe 
É ss 
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Praseus [Donc un Cercle ABD étant donné, & l'Origine À caxlf 
XXIV: étant prife à volonté fur un Point de fa circonférence , Sais 
on aura la Parabole ofculatrice en ce Point-là, fi on mène 
la Tangente AT, & une chorde quelconque AB. Car la 
Parabole décrite du fommét: A, avec lé paramétre AB , 
für les Axes AT des ablaifles & AB des ordonhées, eft la 

Parabole demandée. 

Réciproquement, le paramétre d’une Parabole ordinai- 
re mAM étant donné, on trouvera le Cercle ofculateur, 
ou le Cercle de meme courbure que la Parabole à lOri- 
gine A, en prenant , fur l'Axe des ordonnées, AB égale 
au paramétre, & élevant BD perpendiculaire à AB, qui 
rencontre en D la droite AD perpendiculaire en A à l'A- 
xe des abfciffes t AT. Car AD cit le diamétre du Cercle 
de même courbure. | 

En eflet , le‘Gercle AB D de même courbure que la 
Parabole m AM au. Point’; s'idéntifie, en quelqüe forte, 
avec elle en ce Point: deforté que Parc infiniment petit 
AM cft commun au Cercle & à la Parabole. Qu’on mè- 
ne par M l’ordonnée QMN, qui coupe la circonférence 
en M & en N:.+Et par la nature du Cercle, le quarré 
de la Tangente À Q efi égal au reëtangle fous QM & 

N. Mais, par la nature de la Parabole [&. 223 |, le 
quarré de l’ablcifle A Q eft égal au rectangle fous l’ordon- 
née QM & fous lefparamétre. Donc le paramétre ef 
égal à QN, où AB; puifque AM; étant un arc infiniment 
pait, QN & AB, qui font infiniment proches l’une dé 
l'autre , font égales. 

Aiofi, lors qu’on aura trouvé la Parabole ofculatrice 
d’une Courbe en un Point quelconque ; on aura le Cer- 
cle de même cowbure, fans recourir aux Séries ,: par lef. 
quelles nous lavons trouvé au K. 208. 

Mais ceci fuppofe que, la Parabole ofculatrice eft une 
Parabole ordinaire, dont la courbure, à Origine, eft f- 

nic. 


. 
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Cx. x11, nice. Car fi la courbure. d’un Point de Ja Couibe, où de Praxenz 
$: 118. fa Parabole ofculatrice | cft infinie ou infiniment petite , XXL. 
on ne fauroit trouver un Ceïcle de même Cotibure [ 


214]. 


Exemple TZ. Soit propotée l'éq : ne EE à 


Héxy— 4 ÿy2 +ax—o, qui repréfente une Courbe, RATÉ 
qui a quatre Branches hyperboliques, dont les Axes font 
les Afymptotes | À. 138]. La Série afcendante, qui don- 
ft TE Le prémier terme À 

= —+ + — dc. émier terme — 
ne y RE ? ve la © e pr rte Ve 
qui détermine la pofition de la Tangente, donne 4— 
1 ; 2 
ne & par conféquent E—(: FRE 1)—— 

4 


x Là ds 1 
+ Le fecond terme —,, égalé à #, après 
44 


3+2GV2 
4 2 e 


avoir mis < pour x, donne, pour la Parabole ofculatrice 
à lOrigine , l'ég: (o +12Gy2 ++ 8GG) su—3%t, qui eft 
du quatriéme dégré, & défigne que le Point de l'Origine 
eft un Point de Serpentement [ 4.168, III, ou 217] 
d'une courbure irfiniment petite [ . 2c0. Ex. II], 
Selon l’autre Méthode ; l'opération fe fait ainfi. L’éq : 
Ste : 
#y° DRE REX y— 4° y#/2 + #x— 0, mife fur le 
Tr: anal: à Pour unique déterminatrice inférieure celle 


OR AT TO 
Où OL O0 
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PLaxeue Qui traverfe le prémier Rang , & donne l'équation —4"y4/2 «xl 
XXIVY. “x X * «21 , 
+ax—o,ouy—". En fübfituant »z à x, & gx 


_ 


Hz ày, l'équation propofée f transforme en (7° — 


RÉT ip on HR C3Pg — 2h V2 Hp") m2 re 


me 2) Dar pu (— 492% 4 p)2— au V2 


+ 
—0©,ou, mettant Apl=#] pour 7, nn + pu°z 


—#@uy2—=o. Cette Transformée étant mife für le 
Triang : anal : on verra que la déterminatrice inférieure 


OA LOMOL.K 
OrO0æ:017 0 


pafle par les Cafes # & 2*; & donne l’ég: RE pat — 
AA 


a'yz2—0, où ns — [en mettant pour p fa va- 


2 


1 ee p sa 
leur DV eee Ge —=( 9 "KH12G V2 4 8GG) 44 — 
z*, comme par la Méthode des Séries. 


219. Mais lorfque le Point fitué à l'Origine eft un 
Point multiple, il peut fort bien arriver que pour connoi- 
tre fà nature il ne fuffira pas de chercher le prémier & le 
fécond terme de la Série , qui repréfente une Branche 
pañlant par l'Origine. ‘Les termes fuivants y peuvent apor- 
ter de grandes modifications, Car le Point de l’Origine 

étant 
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Fai 7. #3. 
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étant fuppofé multiple , l'équation qui donne le prémier Prince 
terme de la Série, a plufieurs racines [6. 183 ]: elle peut ÂXIV. 
donc avoir des racines égales , qui produifent des termes 
irréguliers [ À. 1co] , lelquels peuvent faire que la Série, 
qui d’abord fembloit unique , fe fourche & devienne mul- 
tiple ; ou bien qu’elle devienne imaginaire, foit entiére- 
ment, foit à demi [$. 1041. De forte qu’une Branche, 
qui fembloit, à ne confulter que le prémier où les deux 
prémiers termes de la Série, ‘étendre un Rameau de part 
& d’autre de lOrigine , peut, à caufe des termes fui- 
vants , en jetter deux ou plufieurs de part & d’autres, ou. 
n'en jetter que d’un coté, ou devenir imaginaire. Il eft 
donc néceflaire , pour avoir une idée complette d’un 
Point multiple d’une Courbe ,. d’avoir non-feulément le 
prémier ou. fecond terme de toutes les Séries afcendantes 
que peut donner fon équation, mais encore de continuer 
ces Séries jufqu'aux termes réguliers , auxquels quand on 
eft parvenu, on na plus à craindre qu'une Branche, 
qui paroifloit fimple , foit réellement multiple , ou dif. 
paroiflè entiérement, ou d’un des côtés de l’Axe des or- 
données. Les Exemples qu’on va donner dans le Cha- 
pitre fuivant , éclairciront aflez ce qu’on vient de dire. 


(568) 


CHAPITRE XIIL 


Des différentes efpéces de Points multiples 
dont peuvent être fufceptibles les Courbes 
des fix prémiers Ordres. 


$ 220. Des Points donbles. 


PLANCuE Ua np lOrigine eft un Point double, le plus bas 

Rang de l'équation mile fur le Triangle analytique 

eft le fecond Rang, dyyHexy+fxx. Ce Rang 

égalé à zéro donne une équation du fecond dégré, qui a 
deux racines. 

I. Si elles font imaginaires , les deux Séries qu'auroit 
pù donner la dérerminatrice qui pañle par le fcond Rang 
font imaginaires. L’Origine eft donc un Point conjugué, 
ou {1 , Point invifible, détaché du*contour de la Cour- 
be, & qui pourtant lui apartient, parce que fes coordon- 
nées ont entr’elles la rélation exprimée par l'équation de 
la Courbe. Tel eft le Pole de la Conchoïde , lorfqu'il 
n'y pañle aucune Branche de cette Courbe, Voyez À. 174. 
‘Ex. IV, & ci-deflous.Ex: L n°. 2. 

Il. Si les racines de l’éq : dypHexy + fxx—o font 
réelles & incgales,, qu'elles foient y— 4x & y— 4x. 
Elles repréfentent deux Droites qui touchent la Courbe à 
Origine [$. 1831, &ies deux Séries y— Ax+ dc, y— 
Æxrk C5. Expriment deux Branches qui paffent par l’Origine, 
& qui sy croifent fous ur angle fini, mefuré par celui que 
font leurs Tangentes. L'interfeétion de ces Branches fait 
le Point double, qu’on nomme par cette raifon , Pins de 

| Selon 
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Cuxur Sefon, où d’'Interfefion | Point de Croix , & au Nrwd prancur 

$ 220. [4 10]. . XXV. 

Ce Point varie par les Inflexions & Serpentements de 

fes Branches. C’eft un Newd fimple, quand fes Branches 

n'ont aucune Inflexion au point où elles fe coupent. 

Telles font les Branches de la Conchoïde , quand elles 

paflent par le Pole [$. 174. Ex. 1p.1 Voyez auf ci-def- 

fous , Ex. I n°.3 ]. Dès le troifiéme Ordre les Courbes 

font fuiceptibles de ce Nœud, où1la Tangente n’eft cenfée 
rencontrer la Courbe que trois fois [ $. 181 ]. 

Si lune des deux-Branches, qui fe coupent, füubit une 
Inflexion an Point de Croix [comme $. 186. Ex. VI], on 
le nomme Neud avec une Irflexion. Et fi cela arrive aux 
deux Branches, [4. 186. Ex. ] Ceft un Nerd avec deux 
Pflexions. Ce n’eit qu'au quatriéme Ordre que les Cour- 
bes commencent à être fufceptibles de ces Points-là, où 
la Tangente eft cenfée rencontrer quatre fois la Courbe 
[$. 18r ]. Û 

Si lune des Branches /rpenre au Point de f@ion > On 
lapelle Newd avec un Serpentement | & files deux Bran- 
ches y ferpentent, Nezd avec deux Serpentements | où en- 
fn Nesd ave Dfexion & Serpentement', fi une des Bran- 
ches sférpenté &:que l'autre foit infléchie au Point-où el- 
les croifent. On voit de-là les ñoms qu'on peut donner 
AUX Nœuds > dont. les Branches fubiflent au Point de 
fétion dés Inflexions ou des Serpentements de dégrés fu- 
PETEUS.: |Ev quant à l’Ordre:(des. Courbes fufceptibles de. 
ces Points-là, on voit qu'il, fra, au moins, 23 , fi 
Plnflexion [ fous laguelle on comprend: auf le Serpente- 
ment | de la Branche, qui la fubir a plus hâut dégré , ef 
du dégré #[$. 181]. ra RIT 

Tout céla fe difcerne aifément; en examinant combien 
de Rangs, eû remontant depuis le plus bas, font divifés 


Btrod. à l Anahyfe des Lignes Courbes, Cccc fans 
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Rranue fans interruption par l’une où l’autre des racines ÿ — 4x cxXnf. 

? =o0,7—/4x—0of( r36|- $: 220. 
, Ou-bien,, en cherchant !le fécond. terme des Séries 
J—=/Ax + 6. y—= A'x+ dc. On le trouve, en fubfti- 
tuant à y d’abord Æx+#, & enfuite Æx+, dans lé 
quation de la Cowbe, Dans les transformées, le terme 
xx manque, parce quey—/1x, y—4'x font des:ra- 
cines de l’ég: dyphexy Hfxx=—0, mais le terme #x 
ne manque pas , parce que ce font des racines fimples 
[$ 107]. La déterminatrice, qui donne le terme #, par- 
tant de la Cafe #x, pañlera donc par la Cafe +? , ou, fi elle 
eft vuide:, par x*, ou, fi celle-ci eft encore vuide , par 
x’ &c... Elle donnera donc une .équation telle que # — 


Bx°,ou#—Bx, ou #—Bx*t, &c. Si l’expofant de 
x, dans ce fecond terme, eft 2 ; la Branche que repré- 
fente cette Série ne fubit aucune Inflexion. Si cet expo- 
fant eft: >, ou un nombre impair; elle fubit une Inflexion 
vifible. Si c'eft 4, ou un nombre pair plus grand que 
23 la Branche ferpente. Et le figne #4 ou — du coëffi- 
cient B, fait connoître de quel côté de leurs Tangentes 
tomient. les Branches qui font le Nœud , de quel coté 
elles tournent leur concavité. Voyez ci-deflous Ex. L n°.3. 


Ceci fuppofe que, dans l'équation propofée, le terme 
dyy ne manque pas. S'il manque, la Cafe xy ne fera pas 
vuide, puifqu’alors le fcond Rang , réduit à xx, don- 
neroit l’éq : f#x—o ; dont les deux racines x—0,x=—0, 

{croient 
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Cxx1r. féroient égales , & nous les fuppofons inégales. Ainf, de prancus 
$210. la Cafe xy 1l partiroit une déterminatrice , qui pañfant par XXV: 
la Cale y°, ou y*, ou y, &c. donneroit x=—=%y°, ou 
X—2J'", Ou x—4y", &c. qui marque que l’Axe des 
ordonnées touche une Branche, fans Inflexion, fi l'expo- 
fant d’y eft 2; avectune Inflexion invifible, fi c’ett un au- 
tre nombre pair; ou avec une Inflexion vifible, fi c’eft un 

nombre impair [. 186 ]. 

111. Si l'éq: dyy Hexy Hfxx = 0 a deux racines Éga- 
les, c’efl-à-dire, une feule racine double yy/4+4xy/—0, 
le Point double eft formé par: deux Branches qui fe tou- 
chent, & qui ont, au Point de contaët ; une Tangente 
commune, dont l'équation eft cette racine double. Voilà 
pourquoi l'équation qui la détermine eft du fcond dégré, 
parce qu'il y a deux Branches , &: en; quelque forte deux 
Tangentes; mais cette équation n’a qu’une racine [ dou- 
ble], parce que ces deux Tangentes coïncident & n’en 


font qu'une. 
Les deux Branches, dont le contaét fait le Point dau- 


ble, peuvent fe terminer à ce Point, ou pafler au-delà. 
Elle s'y terminent, quand les Séries qui les repréfentent 
font demi-imaginairess, &-alors ce. Point eft un Rebroufe- 
ent : clles vont au- delà, quand ces Séries font réelles ; 


alors ce Point eft une Of/arion. 
I y à plufeurs fortes d'Ofculations. Quand les Bran- 
ch£s qui fe touchent tournent! lunes contre: Fautre ‘leur: 
CoMVexité , comme deux Cercles qui fe touchent en dé- 
hors ; on dit que ces Branches Z Larfent | & leur contact 
€ nomme proprement Ofx/rtion. Quand ces deux Bran- Fig. 191. 
ches tournent leurs convexités d’un même côté , comme : 
debx Cercles qui fe touchent par dédans ; on dit qu’elles 
Pémbrafent, & leur contaët f nomme E#brafemenr, Si Fig. 193. 
unc des, Branches fubit une Inflexion vifble & l’autre non, 
£llès R baïfnt d'un°côté & s’embraflènt de Pabtre ;’ce qui 
» .-Cccc 2 fait 
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PLANCHE fait une Ofulation avec Lrflexion ; où pout abrégér ; Ofu- Cnxnite 
RATS lirflexion, Si les deux Branches ont une Inflexion vifible, $-222 
qu’elles s’'embraflent des deux côtés, cet un Ernbrafement 

Fig. 195. avec flexion, où une Errbraïirflexion: 

Ajoûtez. les Ofémlations imasinairer., qui font des 
Points ifolés ; mais difiérens de ceux que nous avons in- 
diqué au N°. 1. de ce €. en ce que ceux-là maifeftene. 
leur nature dès le prémier terme de la Série, lequel eft 

imaginaire; au lieu que-ceux-ci ne f& découvrent que: par 
gs tétmes fuivants, | Enforte que, quand on cherche leurs 
Tangeutes, comme. elles font données par:le prétier terme 
de la Série’, on les trouves réelles ; quoique les Branches 
de la Courbe foient imaginaires. 

Il y a auffi deux fortes de Rebrouflèment. L'un, qui 
cft le Rebroufément proprement dit, eft une. demi-Ofcula- 
tion formée par deux, Branches qui.tournant leurs conve- 
xités l'une contre l'autre, {e terminent an Point de con- 
taét. L'autre, qui cft un demi-Embraffement, cft formé 
par deux Branches qui tournent leurs concavités d’un 
même. côté &.fe terminent où elles { rencontrent. On 
peut le nommer Rebrowfément enibec, ou fimplement Bec, 


On difcernera toutes ces fortes de Points doubles , en 


continuant la Série y— — x VE dc. On fübftituera 


donc — x L Hz, [ou faifant —y À 4) AXE 


à y dans la propofée , & on aura une transformée, où la 


Cafe de la Pointe & celles du prémier Rang manqueront 

comme dans la propofée, Mais de plus les Cafes xx & mx 

feront vuides, y— Ax—o étant une racine double du 

fécond Rang [&.107]. La déterminatrice inférieure partira 
donc de la Cafe 

1. Si la Cafe x? eft pleine, ce qui arrive quand Jy—Ax 

ne 
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CXNL ne divife pas le troifiéme Rang dela propofée 


375 
[$. 107 ] 5 PLaxcaa 


*##% la déterminatrice pafñle par les Cales #4 & x? , & donnera XXV- 


une équation qui a deux racines demi-imaginaîres, #— 
x VBx, u——xyBx. Les Séries J = Ax + x /Bx 
ÊC, y—Ax—xy/Bx de, marquent que la Targenté 
[ repréfentée. par l’équat : J—=Ax] ft touchée par deux 
Branches qui tombent de part & d’autré [ ce qui eft indi- 
qué par les termes + x4/Bx, —x#/Bx] & fe jettent d’un 
côté feulement de l’Axe des ordonnées [fç. du côté pofi- 
tif, fi B eft pofiif, & du coté négatif, fi B eft négatif fe 
Le Pont eft donc un Rebromfement tel que celui qui eft 
à l’Origine de la Parabole exprimée par l’éq : yy— ax? 
[$ 217]. Voyez ci-deflous , Ex. I n°.4. 

Ce Rebrouflément eft le feul Point double à Simple Tan- 
gente, qui puiffe convenir aux Courbes du troifiéme Or- 
dre. Car fi, dans leur équation, la Cafe x” toit vuide, 
la transformée feroit divifible par #, & Ja propofée par 
ne cree di Elle ne repréfenteroit donc plus une 
fimple Courbe Q 21]. 

2. Si la racine y— 4x — 0 divife le troifiéme Rang, 

Non le quatriéme, de la propofée ; il manquera dans la 
Fansformée la Cafe x°, & non pas x*. La déterminatrice 
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Prance inférieure pañle alors par les Cafes #4, ux° & x. Ainfi cuxtit 
XXŸ+ elle donne une équation du fecond dégré, qui a deux ra- $. 220. 
cines #—Bx°, u—B'x". On a donc deux Séries, y= 

AXHBx dc. y—/Ax"k B'x dr. 

Il & peut faire que B & B’ foient imaginaires. Alors 
les deux Séries, & les Branches qu’elles repréfentent, & 
l'Ofularion de ces Branches, tout eft zaginarre. Voyez 
Ex, IL n°. 6. 

Si B & B font des grandeurs réelles de différents fi- 
gnes, les Branches de la Courbe tombent de part & d’au- 
tre de la Tangente commune , clles font adoffées l’une 
contre l’autre : elles. font une véritable Ofix/arion. Voyez 
Ex, IL n°. 1 & 2. 

- Si B & B’ font des grandeurs réelles inégales de même 
figne , les deux Branches tombent d’un même côté de la 
Tangente & font un Embrafement. Noyez Ex. IL #°.4. 


Mais, quand B & B7 font égales, on ne peut en- 
core -rier décider fur la nature du Point double, parce 
que la Série Ax4+Bx dc. neft pas réguliére. Il faut 
donc füubftituer Bx°+7 à # dans la prémiére transfor- 
mée, & on en aura une feconde, où il manquera le ter- 
me conftant & les termes x, x°, 2°, x*, 7,2%, 2x. La 
déterminatrice ‘pattant de la Cafe #7 , traverféra donc la 
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Cafe x° , fi elle n’eft vuide, & donnera une équation 
qui aura deux racines, 2 -+#Cx°, ——#Cx, ou 
1— xx yCx. Dans la double Série Y= Ax48B x" 

35: HE xxy/Cx 
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Caxrr. = xx y/Cx dc, le ‘troifiéme térme demi= imaginaire, fait princne 
fe220, Voir que les ‘ordonnées ne font réelles que d’un côté de XXY. 
leur Axe,  L’Embraflement , défigné par les deux prémiers 
termes, .n’eft donc qu'un demi-embrafflèment ; un Br. 

Voyez Ex IT, & I, 1. 

Mais fi la Cale x’ déda fecondeutransformée eft vuiz 
de; la décerminatrice traverfant tes Cates 77, 2x?, x° don: 
nera une équation dont les deux racines, = Cx?, — 
C'x?, fourniffent deux Séries y=— AxHBx°+Cx de, 
Y—= AxHkBx+C'x dc 

Si € & C” font imaginaires ; les Branches font imagi- 
paires, & l’Embraflement, aufli imaginaire | {e réduit à un 
Point conjugué. 

Si C & C” font réelles & de différents figness le Point 
double eft un Embrafflèment, Voyez Ex. 11, n°. 5 , & 
Ex. IV, n°. 2. 

Si C & C' font réelles, de même figne , & inégales ; 
le Point double eft encore un Embraflément , plus intime, 

Mais , fi C—C", la Série y— Ax + Bx° 4 Cx de. 
n'eft pas encore réguliére. On fubitituera donc Cx?+s 
à : dans la feconde transformée, pour.en avoir une troi- 
fiéme , dont là déterminatrice inférieure, partant de la 
Cafe sr, paflera par la Cafe +7, fielle n’eft vuide, & don- 
Nera s— + yDx'——+x yDx. Il y aura donc deux 
Séries J—=Ax+Bx CH x VDxc. y—= Ax+Bx* 
Ci x yDx Ge. qui, à caufe du terme x D x 
demi-ima, inaire , défignent un Rebrouflèment en Bec. 

Ou, fi la Cafe x7 eft vuide, la déterminatrice infé- 
rieure pañlera par ss, sx, x", & dorfhcrauné équation à 
deux racines s— Dx*, s=—D'x*, fur lefquelles on fera 
les mêmes confidérations que ci- deflus. 

Cela peut aller à infini, mais la Méthode ne varie 
point. Et il n’en réfulte jamais que des Embraflémens, foit 


réels , foit imaginaires, ou des Rebroufléments en Bec. , 
1 
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PLancue [left le plus fouvent aifé de connoitre ; fans calcul , fi cuxtit. 
ZXV: Je Point double eft un Embrafflement où un Bec. C’eft $: 22: 
lorfque la racine double #— Bx, de l'équation que don- 
ne la déterminatrice de la prémiére transformée , ne divife 
pas la fomme des termes du fcond ordre ;! qui fe trou- 
vent fur une Droite parallèle à cette déterminatrice. Alors 
L$ 113], fi l'expofant 2 de la multiplicité de la racine 
u — Bx° divife la différence des expolants du prémier & 
du-fcond ordre, c'eft-à- dire, fi cette différence eft un 
nombre pair, [ce qu’on connoit, fans calcul , lorfque le 
nombre des intervalles, qu'il y a entre la déterminatrice 
& fa parallèle qui pañle par les termes du fcond ordre , 
eft un nombre pair ] : alors, dis-je, les deux Séries n’ont 
point de termes demi-imaginaires : ‘elles font toutes réel- 
les ou: toutes imaginaires : elles défignent un Embrafilèment, 
réel ou imaginaire. Mais, au contraire , elles défignent 
un Bec, elles ont un terme demi-imaginaire , lorfque le 
nombre des intervalles entre la déterminatrice & fa pré: 
miére parallèle eft.un nombre impair, lorfque la différen- 
ce entre les expofants du prémier & du fecond ordre ceft 
impaire; c'eft-à-dire, lorfque cette différence n’eft pas di- 
vifible par l’expofant 2 de la multiplicité de: la racine #= 
B.x° de l'équation que fournit la déterminatrice. [ &. 113 ]. 
Voyez Ex. III, & IV, x. 
Tous ces Points peuvent fe trouver fur des Courbes 
du quatriéme Ordre: ceux qui fuivent m’apartiennent qu’à 
des Courbes des Ordres fupérieurs. 


3. Si la racine double y— 4x0 du fecond Rang 
divife le troifiéme & le quatriéme , mais non le cinquié- 
me; il manquera à la Transformée les Cafes x & x*, 
mais non x°, & il faut diftinguer deux Cas. Ou la Ca- 
fe #x° eft pleine, ce qui a lieu quand y— 4x ne divi- 
fe le troifime Rang qu’une fois; ou elle eft vuide , ce 


qui 
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Ca.xtr, qui a lieu quand y— 4x divife plus d’une fois le troifié- prancue 
$ 220 me Rang [ . 107 ]. XXV. 
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Quand la Cafe zx° eft vuide, la déterminatrice, paf 
fant par #° & x’, donne u—+yBx —+%x /Bx. 
La double Série y= 4x =x°#/Bx dc. marque un Re- 
broufément à double Iflexion. Cette Inflexion , quoiqu’in- 
vifible, diftingue , dans le Calcul, ce Rebrouflément du 
fimple Rebrouflement, #°. 1. Voyez Ex. VI 

Quand la Cafe zx° eft pleine, il y a deux détermina- 
trices inférieures. L'une, qui pañle par #° & zx° , don- 
nes#—Bx*, L'autre, qui pañle par.#x° &x°, donne #— 
B'x'. Ona donc deux Séries , ÿy— 1x »k Bx° Êt, y= 
AX%K B'x CG. La prémiére marque une Branche qui 
tombe toute d’un même côté de la Tangente. La fcon- 
de marque une Branche qui croife fa Tangente au Point 
de contact, comme la Parabole exprimée par l’ég : y — 
#% [£.217]: Le concours de ces deux Branches, qui 
Ont une Tangente commune au Point où elles fe croifent, 
forme une Ofiulirflexion. Noyez Ex. V. 


. Ces deux Points peuvent convenir aux Courbes du 
cinquiéme Ordre : ceux, dont on va parler , ne convien- 
nent qu'aux Courbes des Ordres füupérieurs. 


4 Si la racine double y— 4x——o du fecond Rang , 
divife le troifiéme , le quatriéme, & le cinquiéme , mais 
non pas le fixième; il faut auffi difinguer deux Cas, felon 

Ertrod. à ? Anslyfe des Lignes Courbes,  Dddd que 
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Prancne que cette racine divif le troifiéme Rang une ou plufieurs cx.x!lf 
XXV. fois. 22 
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Si élle ne le divife qu’une fois, il manque à la Trans- 
formée Ja Cafe de la Pointe , & les Cafes x, x°,x°, x°, 
x, nu, & ux. Il y a donc deux déterminatrices , qui 
pañlent, l’une par ## & ux°, l'autre par #x° & x°. La 
prémiére ‘donne #—=Bx°, la feconde z—B'x'. Ona 
donc deux Séries, y—4xvh Bx° dc, y— Ax+ B'xf 
év. Les expofants pairs de x dans le fecond terme mar- 
quent que chaque Branche tombe toute d’un même côté 
de la Tangente commune [&. 217]. Ainñ le Point dou- 
ble eft une Oféxlation, où un Erbrafément , {avoir un 
Embraffément quand B & B° ont un même figne , une 
Ofculation quand ils ont différents fignes. 

Mais fi y— 4x divife plus d’une fois le troifiéme Rang 
de la propofée ; il manquera encore à la transformée la 
Cafe zx°, & il ny a qu'une déterminatrice , qui paffant 
par les Cafes ww, x, & x°, donne une équation du fe- 
cond dégré, dont les racines foient #— Bx', # —B'x?. 
En faifant fur ces racines les mêmes confidérations qu’on 
a faites au #°.2, on verra, 


Que fi B & B' font imaginaires, le Point double eft 

un Point ifolé. 
Que s'ils font réels & de différents fignes, les Séries 
3—= AxHkBx C6 y—Ax% Bx OC. marquent une 
Ofala- 
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Cuxm Ofw/ation femblable à celle de deux Paraboles cubiques , Prancas 

$ 220. qui à la vuë ne différe prefque pas des Ofculations indi- XXVe 
quées ci-deflus, à moins que B & B’ étant fort inégaux, 
les deux Paraboles ne différent beaucoup en courbure. 
Voyez Ex. WII 2. 

Que fi B & B' font réels, de même figne, mais iné- 
gaux, les Séries y—Æx#kBx° Gr. y—= Ax+B'x Ôc. 
défignent un ÆEwbrafement avec Lrflexion. Voyez Ex. 
V'IL 1. 

Et fi B—B", la Série y— 4x4 Bx° dv. n'eft pas 
encore réguliére, il faut la continuer. Mais, par un rai- 
fonnement tout femblable à celui qu’on a fait au #°. 2 de 
ce $. on s’aflurera que le Point double ne peut être qu’un 
Bec, où une Embraffinflexion , ou un Embraflément ima- 
ginaire. 

Ainf lon peut affirmer, . 

ue les Courbes du fecond Ordre ne peuvent avoir 
de Points doubles [$. 174. Ex. UT]. 

Que celles du troïfiéme Ordre ne font fufeptibles que 
du Point conjugué, du Nœud fimple, & du Rebrouffe- 
ment. 

Qu’avec ces trois fortes de Points doubles, les Cour- 
bes du quatriéme Ordre peuvent avoir le Nœud avec une 
ousavec deux Inflexions , l'Oftulation réelle & imaginaire, 

Mbraffement, & le Rebrouffement en Bec. 
Ajoutez , pour les Courbes du cinquiéme Ordre , le 
œud avec un ou deux Serpentements , le Nœud avec 
Inflexion & Serpentement, & l'Ofculinflexion. 

Et, pour les Courbes du fixiéme Ordre , le Nœud 
avec une où deux triples Inflexions, le Nœud avec une 
triple Inflexion & un Serpentement , le Nœud avec une 
triple & une fimple Inflexion, & l'Embraffinfiexion. 

. 1 froit alé, mais fuperflu , de pouffer ce détail plus 
loin. La méthode eft générale, & l’on peut füivre cette 
Dddd 2 énume- 


Fig. 198. 
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prance ÉnUmeration autant qu’on le voudra, ou autant que des cyxtIt. 
XXV.  vuës particuliéres le demanderont. Il ne refte donc qu'à S:220 
éclaircir tout ceci par des Exemples. 


L'Exemple I. eft propre à faire mieux connoitre 
tous les Points doubles dont les Courbes du troifiéme 
Ordre font fufceptibles. 

Fig. 199. 1. L'ég : 4yy— x + Cb—c)xxk bcx— 0 repré- 

sm, 1 fente une Courbe compotée d’une Ovale, placée du côté 
des abfciffes négatives, dont le diamétre.AC eft égal à 6, 
& de deux Branches qui vont à l'infini du côté des abfif 
fes poñtives, partant du Point B éloigné de l’Origine A 
d'une diflance AB—%. On le voit clairement en don- 
nant à Péquation cette forme y——=#=4(x—(b—1y5 
— Dix): Va—Æy(xx(x—b) xX(xHrc):4). Car 
on y voit qu’y a deux valeurs égales, mais dont l’une eft 
poñitive & l'autre négative; lefquelles , x étant poñitive, 
font imaginaires tant que x—6 elt négative, c’eft-à-dire, 
tant que x <2 | AB], & qui deviennent réelles dès que 
x> b[AB]. Mais x étant négative, x—& elt auffi né- 
gative; ainf le produit xx (x— 2} eft pofitif, & x (x 
—b)X(x+c):4 eft une grandeur du même figne que 
x+e, Celt-à-dire, poñiive fi x [ négative ] <c [AC], 
négative fix> 6 [AC]. Mais felon que le produit xx 
(x—b)x(xHc):a eft poñtif ou négatif, y qui en eft 
la racine quarrée , cf réelle où imaginaire. Donc, du 
côté des abfcifles négatives, la Courbe ne s'étend pas au- 
delà de labiciflé AC, & fa forme eft celle d’une Ovale ; 
qui, non plus que le refle de la Courbe , n'a aucun 
Point double [ 4. 173 |. 

2. Si, dans cette équation, on fait eo; elle fe ré- 
duit à ayy —x? + bxx —o. Le diamétre de l’Ovale de- 
venant Zéro, C tombe für A, & l’Ovale eft réduite à un 
fimple Point conjugué; lequel, quoiqu'invilible, & détaché 


du 
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CxnI, du refte de la Courbe, ne laifle pas de lui apartenir. Car PLancux 
#20 fi on fait y—0; on réduit l’équation à — 2528 Br XV 
0; qui à [MOIS TACINES, X—O,X—0, X—Y, Donc 
[$. 15 ] la Courbe rencontre trois fois l'Axe des abfcifes , 
une fois en B & deux fois en A, où eft le Point Conju- 
gué. Ainf, quand on met l'équation fur le Triangle ana 
lytique , le vuide de la Cafe de la Pointe & du prémier 
Rang montre qu'il y a un Point double à lOrigine. Mais 
fon veut en chercher la nature par la pofition de fes T'an- 
gentes, on trouvera, en égalant le fecond Rang à zéro, 
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De 
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l'ég: 4yy K bxx—© 0, dont les racines, étant imaginaires, Fig. 190: 
marquent un Point fans Tangente , fans direétion , Un #4 2: 
vrai Point ifolé. [ ci-deflus, #°. 1 ]. | 

3. Qu'au lieu dec, on fafle b— 0, l'ég: 4Yy — 3 
+ (bc) x% #4 brx —o fe réduit à AY — SR —çxx 
—0; AB[2] devenant nulle, B vient tomber für A ; 
les deux Branches de la Courbe viennent s’attacher-à l'O- 
Vale, qui ne fait plus qu’une Feuille, liée aux Branches, non 
Par une Ofculation, comme on pouroit d’abord le croire, 
MAIS par un fimple Nœud. Car en cherchant les Tangen- num: 3: 
teS de ce Point, on en trouvera deux , déterminées par 
l'éq : AJY—ECXX—O, qui a pour racines JVa— Xy/c 
—=0, À JVaH x eo Ones conftruira, en pre- 
nant AF=—Y4, A+ VYcR& AC—— ÿc, & me- 
nant AD , Ad parallèles à EF, eF. 

Quoique la fimple vuë de la Figure faffe affez connoi- 
tre de quel côté les Branches de la Courbe tournent leur 
Concavité ; on peut s’en aflurer démonftrativement par le 

Dddd 3 fecond 


PLANCHE 
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fecond terme de la double Série J=Exv— On fübf. 


€ 5, 
tuera donc Æxy— Hz ày dans l'ég: 47 — x — 1x% 


—0o, & on aura la transformée 44u—ouxyaè— x 
—o. Celle-ci mife fur le Triang : anal: a une détermi- 


OLSOMO TX 


natrice inférieure qui donne == 24xÿ/4 — x —0, ou 
, x  * Le . 
u— + . Les Séries, qui expriment les Branches 
2vVac 
XX 


2V/ac 


de; par où l’on voit que la Bran- 


qui f croifent en A, font donc y —+ xy + êt. 


€ xx 
PE me 4 7 par 

che touchée par AD tourne en haut fà concavité, & que 
la Branche touchée par Ad la tourne en bas. 

Le fecond terme de l’une & de l’autre de ces Séries , 
renfermant la feconde puiflance de x, on en conclurra 
[ci-deffüs , #°. 11 ] que le Nœud cft fimple: ce qu’on peut 
conclure auffñi de ce que les racines yÿ4 — xÿ5—0o , yy4 
Hxyc—o du fécond Rang , ne divifent point le troi- 
fiéme, qui n’a que le ul terme x° [4.186]. 

4. Dans cette même Courbe, il eft clair que + reftant 
toujours le même, plus « diminué, & plus diminuent aufñii 
le diamétre AC de la Feuille & l'angle DAd des Tangentes 
au Point double. Si donc c’diminuë à l'infini & devient 
zéro , l'éq: 4yÿ—x—cxx —0o, réduite à 4y—X* 0, 
ne repréfènte plus que la Parabole /micubique , où la 
Feuille difparoit, & les deux Branches venant à {€ toucher, 

forment 


CxxXIIL 


6. 210e 
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CxxIIT. forment un Point de Rebrouflément. Auf le Rang jinfé- Prancur 
$2:0. rjeur, qui n’a que le terme #yy , donne, étant égalé à XX: 
zéro, une équation qui a deux racines égales J—=0 , 
J=—=09; Ce qui marque la coincidence des deux Tangentes. 


Et la valeur, x : , demi-imaginaire de y; indique le 
Rebrouflèment [ ci-deflüs, #°. IL 1 ]. 


Exemple TZ On a vu au 6. 186. Ex. VI, un 
Nœud avec Inflexion , & Ex. J, un Nœud avec deux 
loflexions. Des Exemples de Nœud avec Serpentement & 
triple Inflexion n’auroient rien de plus inftru@tif. 

Mais on aura des Exemples d’'Embraflément & d’Ofcu- 
lation , tant réelle qu'imaginaire | dans la Courbe , Ou 
plutôt dans les Courbes, que défigne l'éq: x*— 4x°y — 
#ÿ Ke (aa— by —=0o, füivant les différens reports de 
4 à #. En mettant cette équation für le Triangle analyt. 

OHOMOSONLK 
* O %*% o 


le Rang le plus bas, qui eft le fcond, n’a que le feul ter- 
ME Cas bb) yy, qui égalé à zéro a deux racines égales 
Ÿ—0o, y—o, lefquelles marquent que l'Origine eft 
un Point double { $&. 170], dont la Tangente unique eft 
PAxe des abfciffes [$. 184]. Mais la déterminatrice infé- 
rieure donne l’éq :  — axxy HR Caa—bà) yy—0, qui 
. X x 

a ces deux racines y— TR VC rm) — 


xx . 
La = (bb — 148)" Elles font l’une poñitive & l’autre 


négative, fi14 <4/(4b—:4a), celt-à-dire , fi 4 Re 
| elles 
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Praxcue elles font toutes deux pofitives, mais inégales , fi 4424 cuxti. 
ÆXV. & bb aa; poñiives & égales, fi bb —}4a ; imaginais $: 220. 
res, fi 2h aa, Donc [ci-deflus, #°. Ill, 2 ], lOrigi- 
ne de la Courbe eft une Oftulation réelle , quand 8% #, 

& une Ofculation imaginaire, quand 4 4y3. C'eft 
un Embraffement , quand & tombe entre 4 & :4V3. Mais 
quand b— ;4ÿ3, il faut, pour déterminer la nature de 
ce Point double, chercher le fecond terme de la Série 


X X 
J—=—= 7%, 0. On trouve que ce fecond terme eft 
ci 


107 3/2 
AV? Etla Série y—*%*+4% V7 Ge défigne 

m7 ï 44 
un Embraffèment. 

Tout cela fe voit fenfblement en examinant les divers 
contours que prend la Courbe défignée par l’éq: x*— 
ax y— ay "K (aa— bb) yy=o, à mefure qu'on change 
le raport d'a à b. 

1. D'abord, fi on fuppofe +—0, ou infiniment petit 
par raport à 2, les termes:multipliez par # s’évanouiront, 
& l'équation f réduira à x*—5byy—o , qui défigne 
deux Paraboles égales adoffées lune contre l’autre, leurs 
équations étant xx —by—o, & xxHby—o. Elles fe 

Fige 200. baïfent à lOrigine A', qu’on peut regarder comme un 
#7 l Point d'Oftulation, 

2. Si 4> 0; & <b A l'éq : KT — 43 y — 48 + (aa 
— bb) yy—0 à quatre racines, x == 4/(14y + yy( 47 
bb ;4a)), dont il y en a toujours deux imaginai- 
res , (. (24) — y (ay +bb—343)) "quand on 
prend y pofitive, & ==y(1ay+yy(ayHbb—34a4a)) 
quand on prend y négative. Car, y étant poñtive & 
b>a, ay + bb et > 44: donc 4y+bb—34ua> jun, 
& VCayY Hbb—344)> 14 : ainf YVCay KE bb — 
i44)® 24), & z4y—yy(ay+bb—3%4a) cit une gran- 
| deur 
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GxxTIT. deur négative; dont la racine quarrée eft imaginaire. Et, PLancux 
"4% y étant négative, où y (ay+bb— ya) ef imaginaire, XV: 
ou -elle eft réelle. Si elle eft imaginaire, + V'CGay 
PV(ayHK0b — 334 )) eft auf imaginaire. Si 4/Caÿ + 85 — 

3 44) eft réelle; comme ‘on la prend poñtivement ; on 
aura , cn la multipliant -par y négative ,:le produit. y#C4y 
+ 0b— 44) négatif, lequel ajouté au produit auffi né- 
gauf 247 fait une fomme négative, dont la racine quarrée 
cit imaginaire, Ainfi la Courbe na que deux Branches 
du côté des ordonnées pofitives & deux autres Branches 
du côté des négatives. Les prémiéres vont à infini; les 
autres, qui s’écartent d’abord l’une de Pautre, fe rapro- 
chent enlüite , & fe réuniflènt au Point B extrémité de 


l’ordonnée AB —"" La Courbe eft donc compo- 


{fée d’une Ovale AB, & de deux Branches paraboliques 
dont l'Afÿymptote elt la Parabole D À d défignée par l’é- 
quation x— y —o [. 142 ]J: Ces deux parties de 
la Courbe fe joignent à l’Origine A par une Ofculation. 
La Parabole ofculatrice de l’Ovale eft celle dont l'équation 
ft xx—(14— VCbb— 3 44)) y. Celle des Branches 
CAc a pour équation 2x — (24 k VCBb— 144)) y [ . 
218]. Le Paramétre de la prémiére eft pofitif, celui de 
+ derniére négatif. Ainf, les deux Paraboles fe baifent 
AU Poinc A; & il en ef de même des portions de la Cour- 
DE » qui ont en À la même courbure que les Paraboles 
ofCulatrices. 


3. Plus + augmente > plus diminuë le diamétre AB 
bb 5 4 » … | 
LS de POval. 1 s'anéantit quand, 4—45.. :Alors 
lOvale f réduit à un feul Point, mais non pas ifolé, pui 
qu'il eft traverfé par les Branches C Ac > fur le contoër 
défquelles il fe trouve en AI eft invifible ; parce qu'un 
Parod, à l Analyfe des Lignes Courbes.  Ecce Point 
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Praxcue Point eft fans étenduë; mais.il- y. eft réellement, &le:cal- CuxIl 
XXV. cul fait voir que le Point A ; qui ne fmble à la vuë qu'un $: 
Point fimple , elt véritablement un Point triple. : Car la 
fuppoñition de 4 —=bi réduit l'ég sx — 4 x"y — a+ 
(aa — bb) yy — orà x*——4x"y—— 4) —o, qui, :mife 
fur le ‘Tr: anal: n’a point de plus:bas Rang quesle troi- 


OO DEOQ AR 
*%X OO *%.0 


fiéme : donc l’Origine eft un Point triple. : Quand on en 
cherche les Tangentes ; on trouve, pour les déterminer , 
lég: 43 Hax'y—0, qui a une racine réelle y—=0o & 
deux imaginaires y===x%x#— 1, La prémiére donne 
pour Tangente l’Axe des abitiffes : & les deux autres in- 
diquent que le Point A, quoique triple, n'a qu’une Tan- 
gente; parce qu’en cflet il ne pañlè par A qu’une feule 
Branche qui traverfe un Point fans Tangente. Mais ce 
n’eit pas ici le lieu de parler des Points triples. 

Fig: 4 Soit a> b & <2bÿ/3, c’eft:à-dire, foit £Z moyen- 

num, 4 ne entre 44 & 344, l'Ovale recommence à paroitre, mais 
du côté des ordonnées pofitives , & renfermé entre les 
Branches C Ac. On le voit par l’analyfe de lPéq : x*— 
ax y — ay? »H(aa—0b)yy—o, & par l'examen de fes 
quatre racines x—+V(:4y y (ay HK bb—3aa)). 
Elles font toutes quatre imaginaires , lorfque. y-eft négati- 
ve. Cela eft évident, lorfque (ay H bb—:44a) eft 
imaginaire, c’eft-à-dire, quand y négative furpafle :4— 


—. Mais cela eft vrai encore, quand y cft plus petite. 


A à 
Alors #(4yH bb—%an)tétant réelle, 24% y (ay + 88 
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Cu.XTIL, — 444.) fait une fomme pofitive; dont le produit par ÿ Prancué! 
$ 220. négative eft négatif.  Ainfi fes racines quarrées ,+y/{ 14 y: XXV- 
y V(ay xKbb—%aa)) font imaginaires. Les deux au- 
tres racines y (+4y —yy(Cay +bb—%an)) ile font 
auf, puifque #4 étant >bb, 44 fera auffi >%y + bb : 
car 4 négative diminué 22: Donc i44> 4y+bb— 
j4a &R;a> Y(ay+bb—3%aa). Ainfi 14—ÿ (ay + 
bb—%4n) et une grandeur pofitive, qui multipliée par 
Jr négative fait un produit négatif, dont les! racines quar- 
res = ÿ(+ay—yy(ay+6b—34a)) font imaginaires. 
On voit donc que les ordonnées négatives n’ont que des 

abfCifles imaginaires, 

Mais du côté des ordonnées poñitives , les racines 
EE ÿCzay HyyCay+bb—3%34a)) font toujours réelles. 
Car 6b > 344 fait que 4y #k bb — 344 elt toujours poñiti- 
ve, & fà racine pofitive, qui eft'réelle,. ajoutée à 14 
fait une fomme pofitive , dont le produit par y poñitive , 
eft poñitif, & a fes racines quarrées Æ=y/(+147 +yy (ay 
"Kkbb—;44)) toujours réelles. Elles repréfentent les 
Branches CAc. Mais les racines Æ=4ÿ(+4y — y («y 
+00 — %aa)) ne font réelles qu’autant que y < 4 — _ 
Alors 4y <4a—bb, & ayKbb—ïaa 4:44. Donc 
VC — 44) <a & la — (ay + bb — 344) et po- 
fitif, auf bien que fon produit par:y pofitive. * Les raci- 
DÉS Quarrées = 4ÿ/(+4y— y ÿ( ay Hbb —3 #4) ) font donc 
TEEUES : comme au contraire , elles font imaginaires , fi 


CT 
77 4—"7.  Ainf les Branches repréfentées par ces deux 


racines font une Ovale, dont le diamétre AB == # — bb 


| reg 

eft pris du côté des ordonnées poftives. Cet Ovale fait 
avec les Branches CAc un Embrafñfèment à l'Origine A: 
Eeee 2 La 
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PcaxcHe * La Parabole ofculatrice de l'Ovale a pour équation CuxTTE, 
BV gx —(+1a—Y(bb— 344), & celle des Branches $. 710. 
CAC, #x— (a+ y(bb—2a))y [218 |, Les deux 
Paramétrés font pofitifs | mais celui de là Parabole ofcula- 
trice des Branches infinies cft plus grandque celui de la 
Parabole ofculatrice de l'Ovale. Donc cette Parabole em- 
braffe l’autre [$. 214 ] , & conféquemment les Branches 

embraffent l'Ovale. 

5. Silon fait b—+:443, ou h—344, la figure de 
la Courbe refte à peu près la même. Seulement le con- 
taét des: Branches infinies & de l’Ovale eft plus intime, 
parce que les Paramétres 242 #(bb—34a) deviennent 
égaux entreux & à +4. 

6. Mais ce contact eft fur le point de ceflèr. Car 
pour peu qu'on diminuë Z, de façon qu’il devienne 
<:4a43; les deux parties de la Courbe qui font d’un 
côté de l’Axe des ordonnées, reftant unies l’une à l'autre, 
f détachent de celles qui font de l'autre côté, & qui 
reftent auffi unies entr'elles; elles s’en détachent, dis-je, 
vers l’Origine en confervant leur continuité ‘vers l'autre 
bout de lOvale, laquelle difparoit & fe trouve rompuë , 
quoique la Courbe conferve un cours continu. 

On le voit par l'examen des racines x—=+#/(14y 
+y(Caykbb—%aa)), qui font toutes quatre imagi- 
naires quand y eft négative, & même quand elle eft po- 


five, mais <%4— >; qui deviennent toutes quatre 


réelles quand »> Le © & <e—# ; & dont les 


deux + ÿ/(24y — (ay + bb—3 44 )) redeviennent ima- 
ginaires quand y:> #7 . On le voit.encore plus fen- 


fiblement en cherchant les Maxima & Minima de x & 
de 
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Ca.xIIl. de y. Ceux de y font donnez [$ 196] par l'éga x? princes 
210 _24xy — 0 , qui a deux racines x 0 & XX —7+4ay. XXY. 
5 «CE 


qui défigne le Point double de POrigine, dont nous par- 
lrons tout-àl’heure, & l'extrémité B de l’ordonnée pri- 


LA La b 
La prémiére x—o donne y=0o & sp. 
«4 


mitive AB Ti e La feconde XX— ;47y donne. r°, 
y—0 & x—o, qui fe raporte auffi au Point de lOrigi- 
nt: 162). Via —— —EF— cf, & x — +14/(344 


—bb)—AE— Ac. Il y a donc trois Maxima de y, 
qui font les Points B, F,f. Ceux de x font déterminés 


par l’ég: 4xx— 2 (a48— bb) y— ay, d'où l'on tire 


y saa— Gbb Ha (C3bb— 244) 


A — GI gi, pour les 


: : —GbE— EE— 
Points 1,1, des Maxima, &y 544600 aV(GEb=244) 


94 

= HL—hl, pour les Points L > l, des Minima. 

Quand bb 244, les valeurs de GI, HL, &gi, hl 

deviennent égales entr'elles & à :4. Alors , les deux 

Points ! & L, i & 1 de Maximum & de Minimum fe 
réuniffent en un feul point d’Inflexion K, k, [#°. 6] le- Fig. 2064 

quel difparoit avec les Maxima & Minima de x, lorf 

quezsp ge 544 rend imaginaires les valeurs d’y 

AA + EE 

me CS qui ‘déterminent ces A£4- 
xima & Minima [ n°, 77. 
Dans toutes ces Courbes le Point de l'Origine eft un 
Point de la Courbe. Car dans léq : D — a%xy — ay 
+Caa—bb)yy—0, il n’y a point de terme tout 
confiant [$. 14]. Mais dès que 48 <444, le Point ne 
Ecce 3 {e 
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PLencue R trouve plus fur le contour de la Courbe [#°.5,6,7]. caxnf 
Big. 269, © Clt donc un Point ifolé. Cependant, fi on en cherche $. ::0. 
les Tangentes , on trouvera , pour les déterminer , l'éq: 

Caa— bb) yy—0o, dont les racines y— 0: J=0o, ne 
font pas imaginaires, mais égales ; ce qui fémbie indiquer 
une double Tangente qui féroit l’Axe des ‘abfciffes. Mais 
quand on cherche ou la Parabole ofculatrice , ou le fcond 
terme de la Série [$. 2187, on trouve 14 ÿ/(bb—344) 
grandeur imaginaire quand Bb5> 344. Ce Point eft donc 

une OfCulation imaginaire [ cy-deflus, III, 2 ]. 


Exemple TZ. On a vu dans l'Ex. préc, n°. 5, que 

quand #5} 42, l'équation, qui f réduit à x*—4x°y 

; — 4) +344)ÿ—0 , défigne une Courbe compofée de 
men. deux Branches infinies AC, Ac, & d’une Ovale AB em 
braffée aufli étroitement qu'il eft poñfible par ces Branches, 
puifque la Parabole ofculatrice de l'Ovale au point A eft 

la même que la Parabole ofculatrice des Branches. Mais 

fi, dans cette équation, on change le terme 4j” en 4x, 

on aura une toute autre Courbe , & dont l’Origine eft 

un Rebrouffement en Bec. Dont la raifon elt , que dans 

DES NA AVE se dc que 

4 U112 4 

fournit l'éq : xŸ— ax y— 43° +3aay —0o , il ny a 
aücun terme Imaginaire, ou demi-imaginaire ; ainfi les 
Branches qui s’embraflènt d'un côté de lAxe des ordon- 
nées s’embraffent auñfi de l’autre côté , & font un Embraf- 
2xx 


la Série afcendante y — 


== 


—— 


fment complet. Au lieu que la Série y — 


3 
xxvax … 8x : 
pare LS de. que donne l'éq: xt—4x°y — #xy° 
“ . 
344} —0o, a fes termes alternatifs demi-imaginaires : 
ce qui montre que les Branches qui s’embraflent d’un 


cÔtÉ 


y, IS | REZ" ee AN | rte: 


tm u 
PÉPSNQR EE 
DE 3e ÈS 


Fég 7 


LEUR 
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Cxrir. côté dé l'Axe des ordonnées manquent de l’autre côté. & Prancux 
$°220. ne font qu'un demi-Embraflement, c’eft-à-dire un Bec. XXVI. 
On remarque cette différence dès le fecond terme de la 
Série; & on pouvoit l’apercevoir: fans calcul , en mettant 
fimplement ces équations {ur.le: Triang, anal. : Car elles 


ont une même déterminatrice , qui donne , pour l’une & 
Pautre ; l’éq : + 44yy— ax*y+ xt—o, dont la racine 


double] 17—"*—0o , ne divife point le terme unique 
= P 


du fecond Ordre — «y ou —4x°y. Mais dans la pré- 
miére équation il yÿ a deux intervalles, entre la détermina- 
trice & fa prémiére parallèle , au lieu qu'il n'y en a qu'un 
dans la feconde équation. Donc [&.113, ou ci- devant 
I, 2 ] la Série que fournit cette feconde équation eft de- 
Mi-imaginaire, au lieu que celle que fournit la prémiére 
ft ou réelle où imaginaire. Ain la feconde indique un 
Bec, & la prémiére un Embraffèment, ou réel ou imagi- 
pare. Et l’on à vu [ Ex. préc. n°. s | qu'il étoit réel. 

On s’aflürera parfaitement que la feconde Courbe à 
un Bec à fon Origine, en-refolvant lég : x*— 4x°y — 


axÿ° K344)y —0. Car on trouvera y — : ce 


PEL 
. 4 , . 
qui défigne deux Branches repréfentées par les racines 

XX 


———— , On voit, en les 
24— Vax d 


exami- 
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PLancHe eXaminant , qu'à l'Origine ces Branches ont l’Axe des cuxlIL 
XXVL Qbre q 5 
* abiciffes pour leur Tangente commune, [ parce que x S-2:0. 


étant infiniment petite, y qui cf » Cf encore 


XX 
4 4y/4%x 
infiniment plus petite ] ; que là ‘elles s'embraffent dans 
l'angle des coordonnées pofitives, [ parce que x étant fort 


. $ XX X X 
petite & poñitive, —— &———— font toutes 
24+Vax 34— Vax 2 
deux poftivés;-la’ feconde furpaffant un peu la prémiére]; 
mais que du côté-des äbfGifles négatives, elles manquent 
entiérement, [ parce,que x étant négative, #/4x, & con- 
fé t = eft 1 aa ] Ain s Bran 
équemment ——— maginaire |. Aiïnfi cés - 
q 14 Vax? ë 


ches forment, à l’Origine un Rebrouflément en Bec. 
En continuant cet examen , on voit que la Branche 


ACc, défignée par la racine y— s'éloigne à 


xx 
14 Vax”? 
Pinfini des deux Axes, comme fait la Parabole y —— 


ane ou 4yy=x, qui cit fon ‘Afÿmptote. Mais la 


ax 


Branche AED , que repréfente la racine PESERT 


La—Va x”? 
s'éloigne infiniment de l’Axe des abfciffes, & non pas de 
celui des ordonnées, puifqu'elle & glifle le long de PA- 
fymptote droite BD , ordonnée de labfciffe AB—:4. 
5 ee XX pue: _ XX :" ye44 
Car x—2}4 rend y Ent 7 nt PRE Pr :. ] 
infinie. L’abfciffe étant plus grande que 14 — AB, l'or- 
donnée eft négative ; parce que le divifeur 24—y4x% 
eft négatif. D'abord l’ordonnée eft infinie Bd , mais elle 
décroit fort rapidement jufqu’au point f [ qui a labfciffe 
AF—;4 & lordonnée Ff———3347]; après quoi elle 
- recomr 
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CHXIIT, recommence à croitre. en s’aprochant de fon Afymptote Prarchr 
%2:0 courbe, qui eft l'autre Branche Ac de Ja Parabole 4yy XXVL 
x. En foite.qu'on peut dire que la Branche hÿper- 
bolique AED fe continué au-delà de l'infini » Ceftà.die, 
du côté négatif; par la Brariche"auffi byperbolique df, & 

enfuite par la Branche parabolique fe. 


Exemple 177 Où propofe la Courbe dont la 
nature s’exprime par léq: xt 3% xy— x y? — 2 a y + 
4xÿ 4ay=—=0 ; & lon démande l nature du Point 
qui eft à l'Origine? L’équation étant mife fur le Triang : 
anal. a, comme la précédente, une déterminatriceinté- 


rieure qui donne l’ég : AY — 24%°y HX*— 0, qui n'a 
qu'une racine, mais double, 4)—xX*— 0. Il y a donc 
à l'Origine un Embraffement , réel ou imaginaire, ou un 
Rebrouflement en Bec. L'on s’aflure que c’eft ce dernier, 
Parce que la fomme des termes axy° + x°y du fecond Or- 

TE n’eft pas divifible par la racine #y —xx & que la 

srminatrice n’eft éloignée que d’un intervalle de fa pa- 
rallèle gui pale Par ces termes [&. 113, où ci-deflus II], 
2]: Où, fi l'on aime mieux, on cherchera le fecond 


terme de la Série, en fübfituant + à y; ce qui don- 


2x*2 
4 


Tatrod, à / "Analyfe des Lignes Courbes. Ffff —+2x’ 


ne Ja Transformée sauu + as — vx + 3x4 — 


594 DES POINTS DOUBLES. 


$ 6 
PLANCHE 2X x . ‘ { Cu. XEL 
XVI, ne qui placée , à fon tour, fur le Tr. 6. 220 


an:l, a une déterminatrice inférieure, qui donne l’équat: 


ofoP.0.10:10"0,,+% 
O O O O %* %* 
O0 #2 #20 
D * O 0 


, 


, terme demi- 


$ 
2x XX V— 2x 
AAuU K ds — [e) , ou U —— a + —————…—— 


aa 
. so 2e . , Dre XX 
imaginaire ; qui dénote unBec. La Série y — + 


ru dc. fait voir que les x pofñitives n’ont que 
des y imaginaires, à caufe de la radicale y —2x : mais 
les x négatives ont deux y réelles, qui donnent, à l'Origi- 
ne, deux Branches, lefquelles s’embraffant forment un Bec, 
dont l’Axe des abfciffes eft la Tangente. 

Remarquez que ce qu’on dit ici, que les abfCiffes po- 
fitives ont des ordonnées imaginaires, ne doit s’entendre 
que des ablcifiès plus perites que #. La Série, donnée 
par une déterminatrice inférieure, ne fert que pour ces 
ablcifles : elle feroit divergente & fautive, fi on vouloit 
l'appliquer à des abfciflés plus grandes. 

2. Si dans léquation Palin on change fulement 
le figne du terme #xyy ; alors on trouve bien la même 
déterminatrice, qui donne la même équation & la même 
racine 4y—xx—o. Mais préféntement la fomme — #xyy 
-Hx°y des termes du fécond Ordre eft divifible par cette 
racine, le quotient étant —xy. On ne peut donc pas 

[ | employer 
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Cu.xuz employer ici fans embarras la. Régle du $. 113 , & il vaut praxeur 
$. 2:20. mieux chercher le fecond terme de la Série, en fubflituant XXVL 


X x ù - , 
> + # à y dans la Propofée : d’où réfülte la Transfor- 


, 2x" x 
MÉE dun + axuu — xxun 4 Nu — —— — = 5 
4 


qui étant mife {ur le Triang. analyt. a une détérminatrice 


OO OC SONO RE 
O0 O O O0 % o 
O OO %*% % o 
OM OO. 
* o 
o 
(a) 


6 
+ x 
qui donne ann + x — mi —=°» Où U—(— 


2? - 5x 
2V5)+ La double Série eft donc y— = HIS 


-9c? "+ . , 5 
V5 Je de, & comme dés le troifiéme terme elle eft 


réguliére, on voit qu’elle n’a aucun terme ni imaginaire , 
ni demi-imaginaire.  Ainfi les deux Branches qui fe tou- 


Chent à lOrigine, y font un Embraffément complet [ ci- Fi 264: 
deffüs LIL 2j. 7 ue 


Exemple 77... On trouvera un Exemple d'Ofculin- À 
flexion dans la Courbe défignée par Péq :, a°yy — 2abxxy F8: 204% 
—x*x'—0. Elle f peut réduire à cette forme VE 


y(bbhax))T, qui fait voir que chaque abfciffe 


pofitive a deux ordonnées , l’une pofitive CEMAUE: 
F£Ff 2 ax)} 


PLANCHE 
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XX / . XX 
ax))— , l'autre négative (b—(4b 5% ax) an >, (OUIeS 


deux réelles à linfint , & qui donnent les deux Branches 
infinies AC, Ac, dont l’Afymptote courbe eft la Parabole 
indiquée par l'ég: #yy —x". Ces deux Branches fe 
baifent à l'Origine, & y font une demi-ofculation touchéé 
par l’'Axe des ablciflès.. Quand on prend x négative ; les 


deux valeurs (= y(bb+ ax))T de y, font pofitives 
tant qu’elles font réelles, parce que y(bb+ 4x) <« 


, 


vétb, ou b, lorfque x eft négative : mais ces racines de- 
viennent imaginaires, quand (44 4x) eft imaginaire, 


quand x négative furpafle _ Ainfñ l’ordonnée BD de 


l’'abfciffe négative AB——°? > Cft une limite qui fépare 


lés ordonnées réelles des imaginaires. On l’auroit trou- 
vée également par la Méthode 4 Maximis [ & 196 ] : 
qui donne pour le Maximum d'x le point D, dont l’abf 
bb. ; b° 
cie AB—— —, & l’ordonnée BD — —, & pour 
4 : HA pa 2e [4 

le Maximum d'y le point d, dont labfife db — — 
24bb ; <6b’ 

+ , & l'ordonnée Ab — PPS Cette partie de la 
24 4 ; 

Courbe ; qui tombe dans l'angle des ab{Gifles négatives & 
des ordonnées pofitives, confilte donc en une feuille ou 
ou fleuron ADdA, dont les Branches font à l'Origine 
un demi-Embrafflèment, qui avec la demi-Ofculation des 
Branches infinies CAc forme une Ofculinflexion. C’eft 
aufh ce qu’on trouvera par nos Mérhodes. L'ég: #yy 
Treabx y — x — o mife fur le Tr: anal: a deux dé- 


ny e., 


Cx.XIIL 


$. 220: 


terminatrices inférieures, dont l’une donne #?y} 2abx°y . 
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2Bx° ÿ L ; PLANCHE 
0, OU y, & l'autre — 2 4bxy — x —o, xXYL, 


CHXIIL 
ÿ. 220, 


000.010 0PX% 
OMOMOE 00 
O0 O % oO 


x fre 
ou y————. Il ya donc deux Séries; l’une, dont 
z ab. z 


_ 2b : 
le prémier terme eft — x°, exprime les Branches C Ad ; 
ù 44 


y: I ! 
l’autre, dont le prémier terme eft TR , défigne les 


Branches cA D : & ces quatre Branches forment l'Ofcu- 
linflexion , qu’on voit à l'Origine [ ci- deffus 11L 3 ]. 


Exemple TL. La Courbe ‘repréfentée par! léq # Fig. 105. 
x bxt — 4'yy —0o, confifte en deux Branches infinies 
AD, Ad, qui fe baïfent à lOrigine A où ellés ont l’Axe 
des abf&ifles pour Tangente commune, & de là s’éten- 
dent à l'infini du côté poñtif, ayant pour Afymptote la 
Parabole défignée par l'ég : #yy—x". Mais ces Bran- 
ches continuées du côté négatif ,; y forment une Ovale 
où Poire AFBFA. Car en donnant à l'équation cette 


x ,x kb 
forme JS VE on voit 1°. que l’Axe des abf- 


ciffes eft un Diamétre, chaque abfciffe ayant deux ordon- 
nées égales, une pofitive & une négative ; 2°. que prenant 
l'abfcifle x poñitive, l’ordonnée y va en augmentant à l'in- 
fini; mais 3°. que prenant x négative, y devient imagi- 
naire dès que x négative furpafle b , parce qu'alors x K# 

FfE 3 eft 
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Praxcre Cft une, grandeur. négative. Ainf la Courbe, de ce côté, caxlI. 
XXVE he sétend pas au-delà de AB—2% Si on cherche la 52 
nature du Poïnt qui eft à l’Origine, on trouvera , en 
mettant l'éq : x° + bx*—4/ÿy—o fur le Triang : analyt : 


OMmOMIOR OU OU X 
Om Or O7 CR X% 
C,"0» 0310 


que la déterminatrice inférieure donne bx*— #°yy—=0, 


qui fe décompofe en ces deux xx — 47ÿ + —= 0, XX rh 


ay V r=—=0, qui indiquent , pour les Paraboles ofcula- 


trices, deux Paraboles ordinaires , égales, adoffées l’une 
contre l’autre de part & d'autre de lPAxe des abiciffes , 
qui eft leur Tangente: commune. En examinant cette 
Courbe , on trouvera [ $. 173 ] qu’elle n’a d’autre Point 
multiple que celui de lOrigine, mais qu’elle a [ ..199 ] 
deux inflexions F, f, dont l'abfcifle commune elt AE — 

-C—$Eiv 8. 

. Il eft clair que 8 diminuant, la Poire AFBFA diminuë 
auf, & qu'elle difparoit quand Z devient zéro. Alors les 
deux Branches DA, d'A viennent fe terminer en A, qui 
de Point d’Ofculation devient Point de Rebrouffement. 
Mais dans ce Point, l’Ovale, quoiqu'évanouie | conférve 
quelque veftige de fes deux inflexions , puifque dans lég: 
x — 4 y —o, qui ceft celle de la Courbe , la double 
racine | y— 0] du fécond Rang eft cenfée divifer le troi- 
fiéme & quatriéme Rang, qui manquent. C’eft-là le Point 
que nous avons nommé [ci-deffüs IL, 3 ] Point de Re- 
brouflément à double inflexion. 

Exem= 


Ca.XTIL; 
$.. 210. 
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Exemple V7IZ. On trouve dans les Courbes re- 
préfentées par l’éq : cfyy — (44 8) Cx JE abxS — x y 
—O des Points d’Ofculation , de Rebroufilement en Bec, 
& d'Embraffement, formés par le contaét de deux Para- 
boles cubiques [ ci- deffüs Il, 47. Ces Courbes ont [&. 
139.142] deux Afymptotes, l’une Droite, qui ef l’ordonnée 
CBc de labicile AB—c , défignée par léq : c‘yy — 
Cx'y —0, où x, foit x 6; l’autre curviligne , 
qui cft la Parabole femicubique fA g, indiquée par léq: 


4 
6 3352 3 : 
4bx°—cx'y —0o, ou yy— zs *-* Si:on cherche les 


Maxima [. 196], on trouvera, pour ceux de x, l’ég: 

x —6© | qui ne défigne que l’Afymptote Cc] & l'ég: 
 Ca—0} | 

Ce qui marque que Je Point H dont 


4ab 
Ca—4Y 


à | 
l'abiGife Ah—— y © =" & l'ordonné Hh = — 


4ab 

Ce ft un Maximum de %. Pour ceux de 
2 (a+ b) o < ° J > 
on trouve les Points E, I, qui ont pour abfcifles x — 

Ci ni ; ak 
2 D) = A» Bmmey/ (a DEP) qi, 
& pour ordonnées = —2— 10 — 5ÿ4b — cE, y— 
7 br E 2V4b— il, Enfin, on trouve pour le Point 
qui eft à lOrigine sléq: 6° y —(4 Hb)ctxy +Habxs 
au NE le décompofe en ces deux équations £}y — 
Xe OR À qui font l’une & l’autre à la 
Parabole cubique. Î 

Donc, fi 4 & b font de même figne , la forme de la 
Courbe eft à peu près telle qu'on la voit au °. 1, com- 
polée de deux parties détachées , dont l'une dEG à deux 
Branches infinies , une hyperbolique Ed & unc paraboli- 
que 


PLANCHE 
XXVI. 
Fig. 206. 


NUNe 1: 
2.34 
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Praxcis que EG; & dont l'autre DAIHAF a auf deux Bran- cuxtit 
XXVI. ches infinies, une hyperbolique AD & une parabolique AF, $:22° 
& de plus un Fleuron AHIA, auquel elles {à joignent en 

À par un Exbrafément avec irflexion. 
Ce Fleuron, dont la plus grande abfciffe eft Ah— 


s Cab) y 4 +) 24 
Ve » & la plus grande ordonnée 1= — 4 


— b+2Vab, diminué d'autant plus que 4 & b apro- 
chent plus de légalité; il-difparoit: quand ces deux, gran- 
deurs font égales, & alors la Courbe [#°. 2] a un Bec à 
Origine: | 
Mais; quand les fignes de 4 & de b font différents, la 
forme de la Courbe change entiérement | °.3 ]. Elle con- 
ferve PAfymptote droite Cbc, ordonnée de Pablciffe AB 
64; maisla Parabole femi-cubique fAg, qui eft l’Afym- 
ptote courbe, pafle du côté des abfcifles négatives , fon 
paramétre _. étant dévenu négatif. Alors la Courbe n’a 
plus de Fleuron, mais elle conferve fes quatre Branches 
infinies, deux hyperboliques AHD, Ad, & deux parabo- 
liques AF, AG. Les Minima des ordonnées difparoif- 
fent , “parce que leurs abfciffes = CG $E) font 
imaginaires, ÿ/4b étant imaginaire quand 4 & & ont-dif- 
férents fignes. Le Maximum des abiciffes fubfifte au point 
ê _ (a—8} Lee 
H, dont l’ordonnée hH— OT &. l'abfciffe 


2 


Mais cette ordonnée devient in- 


finie, & l’abicifle fe réduit à c, quand 4———3%. Alors 
auffi la Branche AHD, qui coupoit l’Afpmptote CB & 
pafloit au-delà, ’accompagne fans la couper, comme la 
Branche Ad [ #°.41]. 

Q 221. 
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$ 221. Des Points triples. 


La divifion des Points triples eft fondée fur les mêmes 
Principes que celle des Points’ doubles. En füppofänt un 
Point triple à l’Origine, la Cafe de la Pointe & celles des 
deux prémiers Rangs font vuides, en forte que le plus bas 
Rang de l'équation eft le troifiéme g y? # bxy° + 4x°y 
1x? [170], qui, égalé à zéro, fait une équation du 
troifiéme dégré, par laquelle on déterminera les Tangentes 
du Point triple. # 


T. Si fs trois racines font réelles & inégales, c’eft un 
Point à trois Tangentes. Trois Branches s’y croifent , & 
y font des Angles finis, mefurés par ceux des Tangentes. 
Ce Point f nomme Por triple d'interfeflion, où Double. 
Neud.  ]l fe divife, comme le fimple Nœud, par les Infle- 
xions & Serpentements de fes Branches. Il peut n'avoir 
point d’'Inflexions ; il peut en avoir une, deux, ou trois; 
& de même un, deux, ou trois Serpentements; ou il peut 
avoir une Inflexion, & un ou deux Serpentements, ou 
deux Inflexions & un Serpentement : varietés qui fe mul- 
tiplient, quand on fuppofe une triple Inflexion, &c. 

Le Double - Nœud fans Iuflexion peut fe trouver dans 
les Courbes du quatriéme Ordre; parce que la Tangente d’u- 
ne de fes ÿBranches n’eft cenfée la rencontrer que deux 
FOIS > 18 chaque autre Branche une. fois : ce. qui fait! en 
tour Quatre fois. Mais fi: une Branche eft infléchie au 
Pont de fétion > fa Tangente. eft cenfée rencontrer la 
Courbe Cinq fois : ce Casine peut: donc commencer à 
avoir lieu que dans les Courbes du’ cinquiéme Ordre. 
Et fi l'une des Branches frpente , fà Tangente _eft cenfée 
rencontrer la, Courbe fix fois: ce qui füppole une Cour. 
be au moins du fixiéme Ordre. En général > quand: une 


Branche fubit une Inflexion du dégré z, fa Tangente eft 


Zitrod, à P Analyfe des Lignes Courbes. Gggg  ce- 
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PLaNcHE Cenfée la rencontrer 22 fois, & les deux autres Bran- Cu.xïil- 
ÆXVIE ches 2 fois ; deforte que la Courbe’ qui a un Point triple $:22* 
de cette forme eft au moins de l'Ordre + 4. 

. Ces Formes fe difcernant en: examinant combien de 

Rangs confécutifs , fupérieurs au troifiéme , font, divifibles 
ar. chaque racine de l'éq: g° #K #xy° Hixp px — 0 
_$. 186]. 

Ou, ce qui eft encore mieux, en cherchant le fecond 
terme des Séries que donnent ces racines. Si! l’expofant 
d’x dans ce fecond terme eft 2, la Branche n’a,aucune 
Inflexion : fi c’eft 3, ou un nombre impair, -elle a une 
Inflexion vifble : fi c’'eft 4, ou un nombre pair plus 
grand que 2, elle ferpente. De plus , le figne de ce fe- 
cond terme aprend de quel côté de la Tangente tombe 
chaque Branche [. 204 |. Voyez ci-deflous Ex, IL 1. 

I. Si des trois racines de l'équation tangentielle deux 
font imaginaires ; il ne refte qu’une Tangente au Point 
triple. Il eft formé par ladhérence d’un Point conjugué 
à une Branche de la Courbe ; ce qui le rend, à la vuë, 
femblable à un Point fimple. Onen a vu un Exemple 
cy-deflus | $.220. Ex. IE 3 |. On peut fe le repréfenter 
comme une Ovale infiniment petite, touchée ou traverfée 
par une Branche; qui, dans ce Point , peut être fans In- 
flexion, ou avec Inflexion, ou avec Serpentement, &c. 
Ecici, comme dans le n°. préc. fi lInflexion eft du dégré 
4, la Courbe eft au moins de l’ordre 7 k 4. Voyez ci- 
deffous Ex LIL. 

III. Si l'équation tangentielle a deux racines égales ; 
le Point triple n’a que deux Tangentes , une fimple & une 
double formée par la coïncidence de deux Tangentes.: Il 
y à donc, en ce Point, deux Branches de même direc-. 
tion traverfées par une troifiéme Branche de direétion dif 
férente , laquelle Branche peut être fans Inflexion, ou avec 
Inflexion, Serpentement &c. On examinera donc, com- 

me 
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Cu.XTIT. me au $. préc. quelle eft la nature du Point double que PLANCHE 
$22: forment les Branches d’une même direëtion, & on con- #2"! 

noitra par-là la nature du Point triple. 

1. Si, par ex. la racine double du troifiéme Rang ne 
divife pas le quatriéme { & ce Cas eft le feul de ceux que 
nous examinons ici, qui puiflé avoir lieu dans le quatrié- 
me Ordre des Courbes : autrement l'équation , divifible 
‘en entier par cette racine , fcroit réduétible ] ; alors le 
Point triple [ $. 220. 11IL. 1 | eft un Rebrouflèment traverfé 
par une Branche de direction différente, laquelle Branche 
ne peut, dans le quatriéme Ordre , avoir d’Inflexion, ni 
dans le cinquiéme de Serpentement ou d’inflexion d’un 
dégré füupérieur &c. Voyez ci-deflous Ex. I 3.4. Ex. IL 

2. Si la racine double du troifiéme Rang divife le qua- 
triéme & non le cinquiéme; le Point triple confifte [ 6. 
220. III. 2 | en une OfCulation, réelle ou imaginaire, un 
Embrafféement , réel ou imaginaire , ou un Bec, traverfés par 
une Branche de direétion différente, laquelle peut être fans | 
Inflexion, ou avec Iuflexion, ou avec Serpentement , &c. 
Et c’eft dès le cinquiéme Ordre que les Courbes font fuf 
ceptibles de ces fortes de Points triples, dont on difcerne- 
ra la nature en continuant les Séries que fourniflent les 
deux racines de l'équation tangentielie : calcul, dont Ja 
Remarque du €. 113 peut fouvent difpenfer en bonne 
parue. Voyez ci-deffous Ex. 1Y. 

3+ Mais ce meft que dans le fixiéme Ordre, où dans 
les Ordres füpérieurs , qu’un Rebrouffement à double In- 
flexion, ou une Ofulinflexion [L$ 220. 11173 | peut être 
traver{ée par une Branche de diré@ion différente. Voyez 
ci- deflous Ex. Y. 


IV. Enfin fi Péquation g y? + bxyy + éxxy + 7x 0 
3 3 


= 


ns — 


EE 


M zur ——— = 
EE 


ES == 


n'a qu'une fule racine triple yÿg+x/—o, foit Y=—= 
CETTE Az 


3 


DUT CR GMT 2 ESS CT | 
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As [en faifänt, pour abréger, 4—— L 1, le Point 


triple eft formé par trois Branches qui f touchent, & qui 


n'ont qu'une Tangente, mais triple, ceft-à-dire ; formée: 


par la coïncidence de’trois Tangentes, &:dont l'équation 
 y— 1x. 
On connoitra la nature de ce Point, en cherchant le 


f2cond terme de la Série y— Ax +&c: ce qui fe fait 


en fubfituant Æx»Hx à y dans l'équation propofée. On 
aura une transformée, dont la Pointe reftera vuide , auf 
bien que les deux prémiers Rangs, & trois Cafes du troi- 
fiéme , qui n'aura de pleines que la feule Cafe #2. 

1. Si, dans le quatriéme Rang , la Cafe x* eft remplie, 
la déterminatrice traverfera les Cafes #°, x*, & donnera 


© ee © © * 
+'MOR OLA 


une équation cubique, dont deux racines font imaginaires: 


la troifiéme étant z Br SUB. La triplicité de 
ce Point eft donc invifible, on ne voit qu’une feule Bran- 
che fans Inflexion. Mais on peut füppofer qu'il réfulte de 
l'évanouiflement d’une double Feuille , devenuë infiniment 
petite. Voyez ci-deflous Ex. I 2. 

Ce prémier Point triple à Tangente triple, peut con- 
venir aux Courbes du quatriéme Ordre. Les füivants ne 
fe trouvent que für les Courbes des Ordres füpérieurs. 


2. Si la racine y— 4x— 0 du troifiéme Rang divife 


le quatriéme & non le cinquiéme ; il faut voir. fi elle divife 


ce quatriéme Rang une ou plufeurs fois. 


1), SE 


CH.XIIL 
S.2212 . 
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Cuxmm. 1). Si elle ne le divif qu'une fois, il manque au qUa- PLancne 
$:21. triéme Rang de la transformée la Cafe x*, mais non la XXVIE 
Cafe #x°, & alors il y a deux déterminatrices inférieures, 
qui donnent 2—=xyBx & a B'x°. Les Séries 


® © 6 © © * 
9:20: 01. x.10 


J=AXxE xyBx ct, Y—Ax + PB x. marquent un 
Rebrouffement [$. 220. IT, 1 ] traverfé par une Branche 
fans Inflexion , & fous la même direétion que celles qui 
font le Rebrouffément. Voyez ci-deflous Ex. PL 1. 


2). Si la racine y— 4x—0o divife plus d’une fois le 
quatriéme Rang, il manque à ce Rang, dans la transfor- 
méc, la Ca x’, & la déterminatrice pañlant par les 


e © © ee © * 
e © © 0 0 


3 . . e 
Cafes #? & x’, donne une équation cubique, qui a deux 


racines imaginaires, & une réelle 4 —yB M — À VB x”. 
, + =) 1 

La Série V= Ax xVBx de. marque une Branche avec 

Inflexion [$. 217]; mais la triplicité du Point ef invif- 

ble. On la peut fuppofer formée par l’évanouïflèment 

d’une Feuille, Voyez ci-deflous Ex, PI 2. 


Gegg e Ces: 


PLANCHE 
XXVIL 


696 DES POINTS TRIPLES. 


Ces deux fortes de Points triples peuvent convenir cx.xlfl. 


aux Courbes du cinquiéme Ordre. Ceux qui füivent font 
rcfervez aux Ordres füupérieurs: : 

3. Quand la racine triple du-troifiéme Rang, divife le 
quatriéme & cinquiéme, mais non le fixiéme ; il faut dif- 
tinguer le Cas, où elle ne divifé le quatriéme Rang qu’u- 
ne fois, de celui où elle le divife plufeurs fois. 

1). Si elle ne le divife qu’une fois, la Cafe x? refte 
pleine dans la transformée, qui a deux déterminatrices , 
d’où l’on tire les équations ==+xy/Bx & —B'x. Les 


6 © © © © © *+ 
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Séries y— AxExyBx dc J— Ax+Bx rx mar- 
quent un Rebrouffèment traverfé , fous une même direc- 
tion , par une Branche infléchie au Point de contat. 


Voyez ci-deflous Ex. JIL 1. 
2). Si la racine y— 4x—o divife plus d’une fois le 


quatriéme Rang de la propofée, la Cafe x’ eft vuide’ 


dans la transformée ; dont la déterminatrice inférieure , 
paffant par les Cafes #°, u°x°, nx°, & x°, donne une 


@e @ 6 © © © * 
®@ 6 © © 6 0 
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équation 
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CHXIIL équation cubique, dont les trois racines {oient # = Bx* ; PLancHi 
Sea. y — B'xt,u— B'x:. XXVIL 

1)). Deux de ces racines peuvent être imaginaires. 
Alors.on n’a qu'une Série y—= 4x Bx° de, &le Point 
triple eft formé par l’adhérence d’un Point conjugué à une 
Branche fans Inflexion. Tel eft, en particulier, le Cas où 
les deux Cales #°x° & ux° font vuides. Voyez ci-deflous 
Ex. VIL 2. 

2)). Si les trois racines Bx°, B'x°, B’x° font réelles 
& inégales; on a trois Séries, qui ayant le même prémier 
terme Æx, marquent trois Branches qui fe touchent en 
un même Point fans Iiflexion ; foit qu’elles s’embraflent 
toutes trois, ce qui a lieu, quand B, B', B! ont un mé- 
me figne; foit qu’une des trois baife les deux autres, ce 
qui a lieu quand une des grandeurs B, B’, B” a un figne 
contraire à celui des deux autres, 

3)). Si de ces trois racines deux font égales, la troi- 
fiéme défigne une Branche fans Inflexion , qui paflè par 
un Point double, de même direë&tion , indiqué par la raci- 
ne double, lequel peut être un Embraflement , réel, ou 
imaginaire , ou demi-imaginaire, c’eft-à-dire un Rebroufle- 
ment en bec. Ces Cas fe déterminent, & on prouve qu’il 
n’y en a pas d’autres, par une füite de raifonnemens fem- 
blable à celle qui a été employée au &. préc. III. 2. 

42): Enfin, fi ces trois racines font égales, on ne 
peut encore rien décider fur la nature du Point triple : 
mais il faut, dans la transformée en # & x, fubfituer Bxsx 
K? 4 # ; ce qui donnera une feconde transformée en 
X >, dont la déterminatrice , Partant de la Cafe 2°, four- 
nira une équation cubique » fur laquelle repetant le rai 
fonnement qu'on vient de faire, on trouvera toûjours 
que le Point triple eft, ou un Embrafiemert de trois 
Branches , ou un Embraflèment imaginaire traverfé par 
une Branche de même direétion , où un Embraffement 

demi- 


LUZ 
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Praxcue demi-imaginaire , c’eft-à-dire, un Bec , traverfé auf par Cu.xTIL 

SXVIL une Branche de même direftion. Sur tous ces Cas , 
voyez l'Ex, J'IIT. 

Eclairciflons la nature de ces Points par des Exemples. 


S. 221: 


Exemple £. 1. On a déja vû des Points triples 
d’interfeétion aux . 170, Ex, III; 171. Ex. Il; 1723 193, 
Ex. IV; 192 ; auxquels nous joindrons celui de la Cour- 
be défignée par l’ég: y*-+xt-— 24) H2bx'ÿ—o. Elle 
cft compofée de trois Feuilles AB, AD, Ad, qui f réu- 
niffent à l’Origine par un Double-Nœud, où f croifent 
les Branches BAD, DAd, dAB. En effet, l'équation de 
la Courbe étant réduite à cette Forme x===y(—6y 
== yVCbb+ 24) —yy)), on voit qu’elle a quatre raci- 
nes, defquelles , y étant poñitive, les deux = wÿ{— by — 
YVCEb+ 24y— 7y)) font imaginaires, ce qui eft fous le 
figne radical étant ou négatif, ou imaginaire, lorfque 22 
H2ay—yy eft négatif. Mais les deux autres racines 
y by y VCD + 247 — yy)) font réelles, fi 4/(bb 
24y—9y)> b, où bb+2ay— yy> bb, ceft-à-dire, 
24)—YY®> 0, Où 2475> Jy, foit 24% y. Par confé- 
quent, du côté des ordonnées pofitives, la Courbe a une 
Feuille, dont la longueur eft AB=—24.. Mais y étant né- 
gative , les quatre valeurs dx, =yCbr=yv (bb 24) 
37) ) font toutes quatre réelles, tant que ÿ/( bb — 24y 
— y) eft réelle; parce que , ou ÿbb, furpañle nécefai. 
rement yCbb—24y—yy}: Or cette grandeur eft réelle, 
lorfque bb furpañic 24} Kyy, où que bb ua aa+ 24. 
Huy, it C4) >a+y, où yÿ<y(bb+ua) 
—s. Donc, du côté des ordonnées négatives ,- jufqu’à 
Pordonnée AC —= ÿ(bb #4 44) — 4, il y. a quatre abfcif 
fès x qui forment les deux Feuilles AD, Ad. 

Ainfñi lOrigine A: efb un Point triple-d’interétion. 
Ç’eft auffi ce que montre l'équation mife fur «le ‘Tr. anal, 
Son 
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CuxTII. Son plus bas Rang donne —24ÿ rh2bx*y=0, qui a trois 


$, 221. 


racines ÿ— 0, Y—H+XV = —xY —. La pré- 


mire indique une Tangente parallèle aux abfGifès : c’eft 
celle de la Branche dAD. Les deux autres montrent des 
Tangentes obliques aux coordonnées : ce font celles des 
Branches BA d, B AD. 

Pour favoir fi ces Branches ont quelque Inflexion & 
de quel côté de leurs Tangentes elles tombent, on cher- 
chera le fecond terme des Séries y— 0 de y—+# 


XV : OC J—=—xXxY 2 Celui de la prémiére Série 


C& c’eft proprement fon prémier terme, car on ne comp- 

te pas o pour un terme }) eft donné par la déterminatrice 

e pre . » z Là 

inférieure , qui traverle les Cafes x‘y & x*, donnant l'éq: 
2 


x» 2bx°y —o, ou y —=— >. Ce terme indique que 


la Branche dAD eft fäns Inflexion , & qu’elle tourne fà 
concavité vers les ordonnées négatives. 


* O OO OO %* 
*% O *% oO 


x Pour avoir le fecond terme des deux autres Séries , onfüb- 
ftituera ExV— #ày;, dans la propofée y*#4x*— 


24aÿ k2bky=o, & la transformée TA + 
. 44 


bb ; b 
Gx'1 V=s LL PONN EE 4x a Te —abxu OX Va 


Tatrod, à P Analyfe des Lignes Courbes. Hhhh 241 
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PLANCHE — 244 —O mife fur le Tr. anal. n’a qu'une déterminatrice cux11t 


XXVIL - . 221: | 
aa KE bb % $-22 
4 


inférieure utile, qui donne —4 xx + = —0, 


K XX XX XX  % 


KE —" > bb xx. Les Séries = +2 


» Bb  4z4bb 2 
OC J=—xV— + E xx tv. font voir que les 


aa-+6b 


aab 44ab 


Branches BAd , BAD tombent, par raport à leurs Tangen- 
tes, du côté des ordonnées pofitives, de maniére qu’elles 
n'ont aucune Inflexion [ ci-deflüs, I. ]. 

2. Si dans l'équation propofée on fait 8—o, elle & 
reduit à y*+xt— 24) —o. Alors lordonnée AC 
[= vCaa+0b) — devient zéro, auffi bien que fes 
abicifles CD, Cd[ =Y(— «+8 (aa»Kbb))]. Les 
deux Feuilles AD, Ad, s’évanouiflent , & les Tangentes 
des Branches BAd , BAD [ défignées par les éq : y —+ 


x v£ y J—=—*x v£ , que la füppoñition de ë— 0 réduit 


‘Fig. 107. 


à Y—0,y—0 |], fe confondent avec l’Axe des abfif. 

fes, Tangente de la Branche dAD. La Courbe fe réduit 

donc à une fimple Ovale AB , qui garde pourtant à {of 

re: 208: Origine A des veftiges de la double Feuille. Car cette 
Origine eft toujours un Point triple , puifque dans fon 

Ég: DH X— 24y —o ,.le plus bas Rang eft le troifié- 

me. La Tangente de ce Point eft donnée par l’équat : 

724} —0, qui à trois racines égales y—0d,/y/—0, 

J—9+ Et comme cette racine triple du troifiéme Rang 
pe 
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XXVII. 


Cuxnt. ne divife pas le quatriéme »*-+x*, Ia triplicité de ce Point Prancus 


S2r eft invifible [ ci-deflus IV. 1 ] 


3. Mais fi, dans la même équation y* Het — 24 + 
2bx'y—0, on fuppofe 4— 0 ; alors AB [2 4] f réduit 
à rien, & la Feuille ABA difparoit. L’ordonnée AC 
RE Tu devient égale à &, auf bien que fes 
ab{cifles CD, Cd ÆEV(—4b+by/(aa+bb)) la 
Courbe n’a plus que les deux Feuilles AD, Ad, qui fe Fig. 209: 
joignent en À par un Point triple formé d’un Rebrouffe- 
ment dAD , traverfé par la Branche dABD fous une autre 
direétion. La nature de ce Point f lit dans ’éq: y + xt 
H2bx*y—o, mie fur le Tr. anal. Car elle y. a deux 


Fig. 107, 


FIVOMOMOMX 
OS Om KI O 


déterminatrices inférieures, qui donnent , lune 2bx°y + xt 
2 


—0;,1loity—— ED Pautre 28x°y y 0 , foit x — 


…,, y sé 
+ y Vs Z' La prémiére marque une Branche fans Infle- 


Xion , touchée par l’Axe des abfGiffes | & tournant fà con- 
cavité du coté des ordonnées négatives. La feconde indi- 
que deux Branches qui font un Rebrouflement touché par 
lAxe des ordonnéés [ ci-deffüs 1112 1 J. 

4: Dans cette derniére équation : le finple change- 
ment du figne du terme x*, lui fait rcpréfenter une Cour 
be très différente. La précédente étoit finie: celle- ci a 
quatre Branches infinies & hyperboliques , dont les Afÿmp- 
totes fC croifent au point B, extrémité de l'ordonnée AB 
—— 0 [143]. L'Origine eït ici, comme dans la 

Hhhh 2 derniére 


Fig. 210. 
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PLAncue derniére Courbe, un Point triple formé par un Rebrouff- cuxrit. 
XXVIL ment traverfé d’une Branche fous une autre diredion ; $.a2r 
mais fci c’eft la convexité de cette Branche qui eft tournée 
vers le Rebrouflément , au lieu que. là c’étoit fa concavité. 

La déterminatrice, qui défigne cette Branche, donnoit là. 


s . X L 
Ÿ—=— = ici elle donne =: C’eft toute la 


différence de ces: deux Points. 


Exemple ZJZ. Si l'on veut un Rebrouffément tra- 
verfé, fous une dire&tion différente , par une Branche in- 
fléchie, on en trouvera un Exemple fort fimple dans la 

Fg.zu. Courbe qu’exprime l’éq : y+ax*—b*xy —o. Elle 
confifie en une Branche infinie CA, infléchie à l’Origine 
A, qui forme dans lAngle des coordonnées poftives une 
Feuille ADEA, puis rebrouffant du Point A donne une 
feconde Branche infinie AFG qui füubit en F une feconde 
Ioflexion. Les Branches infinies AC, AFG, font parabo- 
liques & ont pour Afymptote courbe la Parabole cAg défi- 
gnée par l’éq : y°+axt—o[$.142]. Les Maxima de la 
Feuille, font les Points D, E, qui ont pour ordonnées Ad 

7 : 7 $ 
27, Ee—5y2#? , & pour abfciffles Dd — 


254 


3 

PL [$. 196]. Si l'on cherche 

la nature du Point A on trouvera que c’eft un Point tri- 
ple, puifque le plus bas Rang de léquation mife für le 
Tr. anal. eft le troifiéme , qui confifte dans le feul terme 
— bbxyy. Ce terme égalé à zéro a deux racines, une 
fimple x—o & une double y— 0. Donc l’Axe des or- 
données ne touche qu’une Branche de la Courbe & l’Axe 
des abfCifles en touche deux. Mais puifque la racine x 
0, divife le quatriéme Rang +4x*, & non le cinquié- 
me 
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* Cuxut me ÿ*, la Branche que touche l’Axe des ordonnées fubit. Praxeur 
$2:1 une Inflexion au Point À [186]. C’eft auf ce que XXVII 
marque la décerminatrice qui traverfe les Cafes xy° & y, 

3 


laquelle donne léq: x— 15 au lieu que celle qui pañle 


par les Cafes xy° & x*, & qui donne l’éq: y= ET Va, 


indique un Point de Rebrouflément touché par l’Axe des 
abicifles [ ci -deflus IIL. 1 ]. 


HR OREOM OR OO 
O10:#O0 OX 
ON KAOMO 


s 
Exemple III. L’éq : Y'— By + ny + EE — 0 Fig. 212 


repréfente une Courbe compofée de deux Branches para2 
boliques AB, AC, étenduës dans les angles des coordon- 
nées de différents fignes, & touchées à l'Origine par l'O- 
vale AD qui forme avec ces Branches une Ofz/rflexion. 
La longueur de cette Ovale et AD— 5%. Aïinf faifant 
B—o; l'Ovale difparoit & ne conferve que fes Branches 
infinies. Mais alors l’Origine eft un Point triple formé par 
l'adhérence d’un Point où d’une Ovale infiniment petite à 
une Branche infléchie. Cela eft marqué par l'équation 
tangentielle y’ + x'y—o qu’on trouve en mettant l'équa- 
tion fur le Triangle anal. Elle a une racine réelle Y—=0, 
qui donne pour Tangente l’Axe des abfcifles, & deux 
imaginaires ÿy—#Xx4y—1, qui marquent le Point adhé- 
rent | ci. deflus, 11]. Et comme la racine réelle y—o 
cft cenfée divifer le quatriéme Rang qui manque, la Bran- 

Hhhbh 3 che 


614 DES POINTS TRIPLES. 


Psaxeue che de la Courbe fübit une Inflexion à: l'Origine. C’eft Ca.XTIL. 
ÆXVIL um ce que défigne la Série qui repréfente cette Branche $: :## 
5 


x 
[$. 217]. Elle commence par le terme 3, donné par la 
déterminatrice qui traverfe les Cafes x°y & 5, 


OPMOMOMOTOMX 
Ox0:0.0 10 
* OO %*% o 


Exemple IV. Léqg: x —ayt 426% ymacxy 

Fig. 213. 0 tepréfente diverfes Courbes , qui ont toutes deux 
mum.Lil. Branches paraboliques AC, DF [. 142]. Mais elles dif- 
TE IV: férent extrémement, près de Origine A, felon le raport 
des grandeurs #,b,c. Si on cherche la Tangente de la 
Courbe en ce Point-RÀ, on égalera à zéro le plus bas Rang, 

qui confifte dans le feul terme 4xy° , & comme cette équa- 

tion a une racine fimple x—o & une double y—0, on 

_ conclurra que les deux Axes font Tangentes. Mais pour 
déterminer la nature de ce Point, on mettra l'équation 

far le Tr. anal. Elle a deux déterminatrices , dont l’une 


ONOMOMOMONX 
X* O OO *% o 
O0 * O 0o 


donne l'éq : — ay K acxy = 0, ou #—7 relative à la 
. c 


Branche que touche l’Axe des ordonnées. Elle fait voir 
que 
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Cnxr, que cette Branche eft fäns Inflexion à l'Origine, & qu’elle prancur 
$2:1. rourne fa concavité vers les abfciffes poftives lorfque « eft XXVIH. 
poñitif, & vers les abicifles négatives quand & eft néoauif, 

C'eft la Branche BADE [ #°.1 & IV] ou BADE [#11 & 

111]. L'autre déterminatrice, rélative aux Branches que 
touche l’Axe des abf@ifles, donne l'éq: acxy° + 2 bxy in 
x —0, OÙ 4y" "H26x"y+xt—0o, qui a deux racines. 

Si ac bb, ces racines font imaginaires | & les Bran- 
ches, que devroit toucher l’Axe des abfcifiès, fe réduifent 
à un point adhérant à la Branche BADE [ »°.1]. 


St ac— bb, les deux racines font égales, & les Bran- 
-ches qu’elles défignent forment un Bec ÉEF [#°.11] tra- 
verfé par la Branche BADE. C’eft un Bec & non un 
Embraffement ; parce qu'entre la déterminatrice , qui pañle 
par les termes xy°, x’y & x°, & fà parallèle qui pañle par 
les termes, ou plutôt par le terme y*, du fecond Ordre, 
il y a trois:intervalles [ &. 113, & ci-deflus Il, 2 ]. 

Si 4c elt pofitif & < Bb, les racines de l’éq: 4y*-H2bx°y 
Hx'— o font inégales & négatives. Ainfi les deux Branches 


qu’elles défignent tournent leur concavité d’un même côté, 
fc. du côté des ordonnées négatives , & forment un\ Embraf 
fement ELDEAIF traverfé par la Branche BADE [ 7°. I] ]. 

Enfin, fi#c eft négatif, les racines de l’ég : a#cy° + 
2B% YHxt—0o font l’une pofitive, l’autre négative. Donc 


les Branches qu’elles indiquent ont leurs convexités oppo- 
fes, & forment une Ofculation BAIC, EDLF , toujours 
:traverfée par la Branche BADE [#°.1V ]. 

Ainfi l'éq : x°— at 20x?y 4 acxy —0 fournit des 
Exemples de tous les Points triples mentionés’ci-deflus , 
n°.11l1, 2. 

- Cela deviendroit trés-fenfible par la réfolution de lég: 
x — 4ÿ + 2bx'y H axy = 0, fi lon pouvoit aifément ré- 
foudre une équat: du 4°, ou du 5° dégré, Mais on pourra 

s'en 
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: ë #A 
s’en convaincre auffi, en faifant = — & y 
$$ 


e =. 4 À . # Z 
pofitions qui transforment l’équation propofée en eur 


aux" , 2bu*z' . acw°7 
SP s 
— 0, laquelle défigne une Courbe du quatriéme Ordre. 
Cette Courbe a deux Branches paraboliques bc, ef, 
dont l’Afymptote courbe eft la Parabole cubique exprimée 
12 
par l'éq: #t———o, ou 44m 21, & deux Bran- 


: uZ 
= 0, foit #4 — aa + 2bu + ac 


ches hyperboliques ba, ed, dont lAfymptote droite eft 
PAxe des abfaiffes & lAfymptote courbe l’Hyperbole 


—0, Où #2 —44c, d’un paramétre po- 


fitif quand c eft pofitif [#°.1, 2,3 ] & d’un paramétre 
négatif quand ç €ft négatif [ #°. 4 ]. Cela füuñit pour 
donner quelque idée du cours de cette Courbe; furtout 
fi on ajoûte qu’elle rencontre l’Axe des ordonnées dans 
les Points indiquez par l’éq : ##+ 2b4 ac —=o , à quoi 
fe réduit fon équation, quand on fäit z—o. Ainf la 
Courbe ne rencontre point l’Axe des ordonnées, lorfque 
ac}> bb, parce qu’alors [ #°. 1] les racines de l'ég : #44 
2burkac—©o font imaginaires. La. Courbe touche cet 
Axe, quand #c—6b, ce qui rend épales les racines de 
cette équation [ #°.2 ]. La Courbe coupe fon Axe en 
deux Points, lorfque #6< 2h, parce qu’alors l'éq : au 
2burKac=0, à deux racines inégales | & ces deux 
Points font d’un même côté de l'Origine [ #°. 3], lorfque 
ac eft pofitif, les deux racines étant alors de même figne; 
au lieu que ces deux Points font de part -& d'autre de 
l'Origine [#°. 4] quand 4c eft négatif, les deux racines 
ayant alors différents fignes, 
Cette 


S. 710 
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Cuxrr, Cette Courbe du 4°, Ordre étant décrite , on décrira Praxers 
$ :2r par fon moyen celle du 5°. Ordre repréfentée par l'éqÆnvIL 
2° — ay + 20x°y He ax — 0, en prenant, fur la pré- 
miére, une abfcitfé quelconque 3 & fon ordonnée » , & 


à 4 1% 
donnant, pour la feconde , à labfciffe x(=— ] l'ordon- 


née >=]. Il feroit facile d’en donner une Conf 
truétion géométrique : mais elle n'eft pas néceflaire ici. 
ll fuit de voir quelles parties de la Courbe du 5°. Ordre 
font produites par les diverfès parties de la Courbe du 
quatriéme. 

D'abord, 1°. fi celle-ci ne rencontre point l'Axe des 
ordonnées, la Branche infinie ab produit la Branche finie 
AB. Car fi l’on prend 3 infinie, puifqu’à l'infini la Bran- 
che ab fe confond avec fon Afÿmptote courbe dont l’é- 

- UZZ  u2 ac 
quation eft #2 — 46, on aura y[—= = — —— 

3 aa 4a2 AAZ, 
— © infiniment petite, & x—|[ Æ 
Z # 422 


AAC . . » . 
= infiniment plus petite encore. Donc, au point de la 


Branche ab qui eft infiniment éloigné de l’Origine, ré- 
Pond le point A für l'Origine où la Courbe touche l’Axe 
des ordonnées > puifque x cit infiniment plus petite que 
3. Mais, fi l'on prend 3 finie, le fera aufi, & de 


A 3 44 : È 
même x [== zJ1&y =]. Par ex. le point b du- 


quel ordonnée bg ef =, &l'abicife Og—Y(244b 
+» 24ayac), donne le point B, dont l'abfciffe À 8 —: 


? 3 9 n à Te 
ÿ/Czacc rh 2biy/ac) & l'ordonnée BB — y GbHIV ar) v'acl 
4 
Tntrod. à l Analyfe des Lignes Courbes. Jiii Aiof 
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#cancae Ainfi toute la Branche infinie ab ne donne que la Bran- cuxuti. 
XXI che finie AB. Mais la Branche infinie bc, dont les abf= $: 22: 
cifles & les ordonnées croifent à l'infini, produit la Bran- 
che infinie BC , dont les coordonnées vont auffi à l'in- 
fini. ]l en cft de même des Branches DE, EF produites 
par les Branches de, ef; avec cette différence que les 
coordonnées z & # des Branches de , ef étant négatives, 


les abfcifles [=] des Branches DE, EF feront po- 


É n 2% , . = 
fiives, & leurs ordonnées [= ] négatives. Ainf 


dans ce 1, Cas la Courbe du s°. Ordre CBADEF n’a 
que deux Branches infinies ABC, DEF qui partent toutes 
deux de l’Origine A. Ce Point A eft pourtant un Point 
triple, mais fa triplicité eft invifible. 

2°. Si la Courbe du 4°. Ordre touche en e fon Axe 
des ordonnées, les Branches abc produifent > comme 
dans le Cas précéd. la Branche ABC. Mais la Branche 
de produit une Feuille DEE. Car le point d infiniment 
éloigné donne, comme ci-deflus, le point D où la Cour- 
be touche lAxe des ordonnées. Et le Point e, où l'ab£ 
cie z eft nulle, ou infiniment petite, & l’ordonnée z [Oe] 
finie, donne à la Courbe du 5°. Ordre une abfaifle # 
22 
| 2e | 
infiniment plus petite. Le point e donne donc un Point 
E, où la Courbe touche l’Axe des ablüffes. Ainfi la 
Branche infinie de produit une Feuille DEE. Et la 
Branche infinie ef produifant, comme cy-deflus, une 
Branche infinie EF touchée en E par l’Axe des abftifles, 
la Courbe CBADEEF à, à l'Origine, un Point triple 
qui confifte en un Bec ÉEF traverfé par la Branche BADE 
de direétion différente. 


HT ne : à 
[— =) infiniment petite , & une ordonnée Y[— 


3°. Si 


Ca XTIL 
$. 221. 
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3°. Si la Courbe abcdef coupe l’Axe des ordonnées 
en deux points 1,1, d’un même côté de l'Origine , on 
verra, comme dans les Cas précédents, que les Branches 
a bc produifent la Branche ABC , que la Branche di pro- 
duit la Feuille DEI , & que la Branche 1f produit la 
Branche infinie LF. Mais l'arc iel produit un Fleuron 
IAEDL. Car les points i,1, dont les abfcifles font infini- 
ment petites & les ordonnées finies, donnent, comme ci- 
deffus, les points 1,L, dont les abftifles font infiniment 
petites , & les ordonnées infiniment plus petites; c’eft-à- 
dire, des Points où la Courbe touche, à l’'Origine, l’'Axe 
des abfciflès. Et les autres Points , comme e, dont l’abf- 
cifle z [OR] eft pofttive, & l’ordonnée z[ he] négative, 


donnent des Points E, dont l’abfaiffe x[=T] & l'or- 


; UZZ patG : À 
donnée y[ — . ] font négatives, ce qui produit Le Fleu- 


ron IAEDL. Ainfl'Origine de la Courbe CBADELDEAIF 
eft un Point triple, qui conffte en un Embraffément tra- 
verfé par une Branche de direction différente. 

4°. Enfin, fi la Courbe abcdef coupe l’Axe des or- 


PLakcHe 

XXVIL 

Fig. 213. 
nume 3e 


III. 


données de part & d’autre de l’Origine O, la Courbe © 


CIABI:LEDLF a, à l'Origine , un Point triple formé par une 


Ofulation traverfée par une Branche de direétion diffé- 


TCUtC. Car les mêmes raifons que ci-deflus font voir que 
les Branches infinies ic, 1f, produifent les Branches infi- 


nies IC, LF, & que les Branches infinies abi, led, 
produifent les Feuilles ABI, LED. 


Exemple 7. On trouve une Ofculinflexion tra- 
verfée par une Branche de direétion différente dans la 
Courbe que repréfente l’'éq : x° #4 44y* 4 aaxy Haxyy 
—=0. 1 En la mettant fur lé Tr, anal. elle a trois détermi- 
natrices inférieures , qui donnent ces trois équations ; 

liii 2 éy* 


Fig. 114. 


ue. 
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Panne 4°y* #4 d'xyy— 0 2x4 aux y — 0, & aaxy x CuxIIL 
Ur SI ”) us 2 s “ fe 


OR OUX————  —— — 


4 


fig. 214. prémiére marque une Branche fans Inflexion BAHG, tou- 
#02 chée par l’'Axe des ordonnées & tournant fà concavité 
vers les abfcifles négatives. La féconde indique une Bran- 
che, aufñfi fans Inflexion, GHFE, touchée par l’Axe des 
abfafles , & tournant fa concavité vers les ordonnées né- 
gatives. Et la troifiéme défigne une Branche infléchie 
BCDE, touchée aufli par l’Axe des ‘abfcifles. Ces trois 
Branches forment ainfi une Ofculinfiexion traverfée par 
une Branche de direétion différente. [ ci-deffus IL 3 ]. 
On s’aflurera que ces Branches ont bien la pofition in- 
diquée par les équations des déterminatrices’; en analyfant 
l'équation de cette Courbe de la même maniére qui a été 
employée dans l’Ex. préc. Si on fübftitug <7 à x, PER 
4 44 
à y dans la propolée 4° + 44ÿ*+ aa y + 4 xyy —o, on 
la transformera en #°2 +2 hau+ut—o, qui repré 
fente une Courbe du 4°, Ordre [#°.27], laquelle a qua- 
tre Branches hyperboliques [$. 138}. Deux ba, efgh 
ont pour Afymptote droite l'Axe des abfaflès, & pour 
Afÿmptote courbe lHyperbole dont lég: eft #74 
a* 
Er 03 OÙ A a Deux autres bc, ed ont pour 
Afvmp= 
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Cn.xmm. Afygmptote droite l'Axe des ordonnées, & pour Afymptote PLancne 
S:221. courbe l’'Hyperbole défignée par lég: #04 a u—0o, SEUL ! 
3 


4 : < : 
OU 2—— + Aïnfi là Courbe a, à peu près, la figure 


qu'on voit ici [ 7°. 2]. Son ordonnée primitive Of eft 
— 4. Etle Maximum e des abfGiffes eft déterminé par 
Pabfciffe O1, racine de l’éq: 4(2}# 4) + 2847 — 0, 
34° 

2(2:+æ) 

Cette Courbe [#°. 2] fert à décrire l'autre [r°. 1], 
en prenant dans la prémiére une abfciffe quelconque z & 
fon ordonnée #, & donnant, pour la feconde, à l’ab£ 


227 
— ]. Sans entrer 
44 


& par l’ordonnée ie — 


cifle x [71 une ordonnée y[ — 


ici dans un détail, qui feroit fuperflu après ce qui a été 
dit dans l’Ex. préc. il füffira de remarquer que la Branche 
abc, infinie de part & d'autre, produit la Feuille ABC, 
qui touche!, au Point A, les deux Axes : que la Branche 
infinie def produit le Fleuron DEF, dont les deux 
Branches touchent, au Point A, PAxe des abfcifles: & 
que la Branche infinie fgh produit la Feuille FGH, qui 
touche les deux Axes au Point A. La Courbe entiére 
cft donc compolée de trois Feuills ABC, DEF, FGH, 
ou detrois Branches BAHG , GHDE ,; & EFACB, qui for- 
ment à l’Origine une: Ofculinflexion traverfée par ‘une 
Branche de dire&tion différente. 

Voici maintenant des Exemples de Points triples dont 
les trois Branches ‘ont au Point de ‘contaét une même 


direétion. Et d’abord, 


= — = = — æ TL = — = > =] . D — = — - 
Ne 


= 


Exemple TI, 1. Un Rebrouflément DAË, touché rg. 51g 
par une Branche BAC , f voit à l’Origine de la Courbe 
reprélentée par l’ég: 44ÿ° —2xy#x— 0, Son cours 

iii 3 confifte 
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“Pcaxee confifte en une Branche BAC, qui étenduë à l'infini dans Cxxlil 
XXVIL l'angle des abfciffés négatives & des’ordonnées poñitives , $:22% 
touche à l’Origine À lAxe des abfcifles | forme dans 
l’angle des coordonnées poñitives un Fleuron ACDA & 
revient toucher l’Axe des abfüiflés en À , d’où rebrouffant 
en AE, elle f& jette à l'infini dans l'angle des abfcifles 
pofitives & des ordonnées négatives. L’Afymptote des 
Branches infinies eft la Parabole 4° #H x°—o. Les 
Points principaux font , le Maximum C des abfcifles, 


3 
qui a pour abfcifle Ac— 2. , & pour ordonnée cC 


s4 
108b° 


—= race le Maximum D des ordonnées, qui a pour 


- 8 b° ; Ab? ; 
ab{ciffé Dd= -- —, & pour ordonnée Ad=———-. ; mais 
2434* 274 


fur-tout l’Origine A qui eft un Point triple , dont les trois 
Branches font touchées par l’Axe des ablcifles. Car les 
Tangentes font données par l’équation du plus bas Rang 
4 y —0, qui n’a qu'une racine triple y—0o. Et com- 
me cette racine divifé, mais une feule fois, le quatriéme 
Rang 2x y,' fans divifer le cinquiéme x’, on conclurra 
[ci-deflüus IV, 2, r)] que ce Point A eft un Rebrouffe- 
ment D'AË, touché, où traverfé par une Branche BAC 
de même direction. 

C’eft auffi ce qu’on voit bien clairement en mettant 
l'équation fur le Tr. anal. Car elle a deux déterminatri- 


0#10 040,2 074% 
0 O O0 * o 
* 0 o o 
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C.XNL. ces inférieures , qui donnent les éq :,,4°y}— dx) — 0 , prancue 


. X x? XXVIL 
ou J—= + — Vbx, & —bx'yHx=0o , où y * 


$. 221e 


? 
dont la prémiére défigne le Rebrouffement ,. & la feconde 
la Branche qui le touche. 

2. Si dans cette équation, on fait k— 0, le Fleuron 
ACDA s'évanouit & la Courbe eft réduite à une Parabole 
dont l'éq: eft 4°ÿ +x'=—o, qui, pour la Figure, ref 

. femble aflez à la Parabole cubique; mais qui porte à l'O- 
rigine un Point triple, veftige du Fleuron qui a difparu. 
Sa Tangente en ce Point eft déterminée par l'éq: #y = 0, 
dont la racine triple y=—=0 eft cenfée divifér , tant de fois 
qu'on Lies » le quatriéme Rang qui manque [ ci-deflus 
V2 2294 


Exemple TT. L’éq : Nm 244 x y — D y — 0 Fig. i16« 
repréfente une Courbe qui a du raport avec la précéden- 
te. On peut commencer fon cours par la Branche infinie 
BA, qui étenduë dans l'angle des abitifles négatives & 
des ordonnées pofitives vient à l’Origine toucher & cou- 
per lAxe des abfciflès : infléchie en ce point, elle pale 
dans l'angle oppofé & y forme le Fleuron ACDA, qui 
la ramène à l’'Origine, où touchant de nouveau l'Axe des 
abfciffès , elle rebrouffe , & poufle dans l'angle des coor- 

onnées pofitives une Branche infinie AE. Ce cours de 
la Courbe eft rendu manifefle en réfolvant fon équation 


& lui donnant cette forme x-— V(— 48) y Cat 4 
b'y)). Car on voit que ; y étant pofitive, x a deux va- 
leurs , une pofitive VC— 44)+3v (a+ by) & une 
négative V(— 44) —yy(a*+by)), qui croiflent tou- 
tes deux à Pinfini & donnent les Branches infinies AE, 
AB. Mais, y étant négative , les valeurs d’x ne font 

réelles, 
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Praxcue réelles, qu'autant que 4*:K 2y eft poñitive, c'eft-à-dire , cuxttf 
XXVIL, $. 221. 


4. 
jufqu’à l’ordonnée Ad! y] —— Dre Dans cet interval- 


le, elles font toutes deux poñtives & donnent le! Fleuron 

ACDA , dont les Maxima D', C font déterminés par 
; 4 8 xt 

leurs ordonnées Ad=—" ; C=— ; & par 


leurs abfaiftes dD= Ac RAA à Ainfi le Point 
bd 3 bi/2 

triple de Origine eft un-Rebrouflément D AE touché par 

une Branche infléchie B AC. 

C'elt auffi ce qu’on peut conclure de nos Principes, 
Car l'équation du plus bas Rang by —o, n’a qu'une 
racine , mais triple, y—o. Donc à ce Point; il n’y a 
qu’une Fangente pour les trois Branches de la Courbe ; 
& cette Tangente eft PAxe des abfciflès. La racine triple 
divifant, une fule fois, le quatriéme Rang 24ax'y, & 
divifant aufi, ou étant cenfée divifer, le cinquiéme Rang 
qui manque , mais non pas le fixiéme Rang x°; le Point 
triple doit être un Rebrouflement traverfé par une Bran- 
che infléchie [ci- deflus IV, 3, 1) ]. 

Mais on le voit encore mieux en mettant l'équation 
für le Tr. anal. Elle a deux déterminatrices inférieures 


qui donnent les éq:,—2'y "Hz244xy—0o, où y—— 
3 


AX 2X 3 6 t x 
EE y 2 S & ounx X O0, OU ÿY—— "2" 4 
b V b ? ae } jf; 48 ont 


là prémiére marque le Rebrouflement & la feconde la 
Branche infléchie qui le touche. 


0°: 0%:0-0 0o’/0° # 
0! {0 10% 0, 0 -0 
O :0 :0}:*% 0 
* _o,:0 o 
&c. 
Exemple 


à 
2 É. Li 
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Fi 
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Cuxur. Æxemple V'LIT. Les Courbes que défigne léq : Prancus 
S:22r. ÿ— 4) + by kexty+ dx fourniflent des Exemples XXIe 

de tous les Points triples dont il eft queftion, ci-deflus n.1.2.3. 
IV,3,2). Qu'on fübftituë dans cette équation xxz à y, #5: 6 
& qu’on divife la transformée par x°, on aura xww — 
au KbuHcu+d, équation qui repréfente des Cour- 
bes du troifiéme Ordre. Elles ont quatre Branches hy- 
perboliques , dont deux ba , gh ont pour Afymptote 
courbe PHyperbole exprimée par l’éq : xux = 4 [&. 138], 
ce qui fait voir qu’elles embraffent l’Axe des abfcifles, qui 
eft leur Afymptote droite, fe jettant du côté négatif, fi 
deit négative [ #°.1,3, 5]; du côté poñitif, fi d eft po- 
five [#°.254,67]. Les deux autres Branches hyperbo- 
liques de, gf, ont pour Afymptote droite lOblique eF 
défignée par l’ég: x—40+ 4, & pour Afÿmptote cour- 
be l’Hyperbole ordinaire [&. 143 |. Ces Courbes ren- 
contrent leur ordonnée primitive en autant de points que 
l'ég: 44° »K bu Hcurk d—o a de racines. . Ce qui fait 
fix Cas principaux. 

1°. Celui. où les trois racines font réelles , inégales & num. r. 
de même figne : alors les trois points b, c, d, où la 
Courbe coupe l’Axe des ordonnées , font d'un même 
côté de l’Origine. ; 
2: Celui où ces trois racines étant réelles & inégales, "”* ?* 
y en a une d’un figne & deux d'un autre figne : alors; 
des trois points b, d,,8,.il y en a un d’un côté de l'O- 
rigine , & deux de Pautre. | 

3°. Celui où il y a deux racines réelles & égales, & "7. 3. 
une troifiéme réelle de même figne: dans ce cas, la Cour- 
be touche l'Axe des ordonnées en d, & le coupe du 
même côté de lOrigine en b. 

4. Celui où la troifiéme racine à un figne différent #7: + 
de celui des racines égales: alors la Courbe touche l’Axe 


Prod, à P Analyfe des Lignes Courbes. KkkKk des 


626 DES POINTS TRIPLES. 


Praxcue des ordonnées d'un côté en b, & le coupe d’un autre côté cæxtit- 
ÆXVIL de l'Origine en g. SAS 
mum, 5. 5°. Celui où les trois racines font égales : alors la 

Courbe touche & coupe l’Axe en un même Point bd : 

qui eft un Point d’inflexion, 

6°. Celui où il n'y a qu’une racine réelle & deux ima- 
ginaires; en ce cas la Courbe ne coupe qu’en un Point g 
l’Axe des ordonnées, 


Je pañe fous filence quelques varietés | qui pourroient 
fubdiviler ces Cas, mais qui ne font pas efléntielles. 

On peut, par le moyen de ces Courbes du 3% Or- 
dre, décrire géométriquement celles du 6°. que définit l'éqg:: 
XY = 4ÿ° + bx"y" + cxty Hi dx*, en prenant, für les pré- 
miéres, une abiciffé quelconque x & fon ordonnée #, & 
donnant, pour les autres, à la même abf&iffe x une or- 
donnée y [ — xx ]. 

sr 1, La Courbe abcde fgh produit la Courbe ABBCCDE FGH. 
Les Branches hyperboliques ba , gh donnent des Bran. 
ches paraboliques BA, GH, afymptotes de la Parabole 
femi-cubique æBn, dont l’éq: eft »»—dx, ou J=+X 
xv#x. Car l'ablciffe x des points a, h étant fuppofée 


. Li a d . . . 
infinie , leur ordonnée #[ — V=] cf infiniment petite ; 


mais l’ordonnée y des points A, H eft [ sa = y 7] 


—x*xvdx. Les Branches hyperboliques de, gf donnent 
les Branches paraboliques DE, GF, afymptotes de la Pa- 
3 


rabole cubique sB@, dont lég: et > — + Car Pabf. 
cife x des points e, f étant prife infinie, pofitive ou né- 
gative, leur ordonnée z =] eft-auffi infinie du méme 


figne : 


Ca.XTII. 
$. 221, 
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3 " ; 
figne: mais l'ordonnée y des points E, F eft Lsxr —] — Ro 


Ainfi les quatre Branches hyperboliques de la Courbe n°. F8: 217- 
15 produifent les quatre Branches paraboliques de Ja 
Courbe #°,1. Mais les deux arcs, qui font entre bc, 
&-cd, produifent les Fleurons BBC, CCD, dont les 
Branches touchent l’Axe des abf&iffes à POrigine ; parce 
qu’à l’abf@iffe x infiniment petite des points b, cAtdstréz 
pondent des ordonnées z finies Ob, Oc, Od : mais à 
une pareille ab{Ciffe, dans’ l’autre Courbe ; répondent des 
ordonnées y [ — xxx] infiniment plus pctites que labfcifte 
x. La Courbe produite eft donc compofée de quatre 
Branches paraboliques & de deux Fleurons. 

La Courbe abcde fgh du #°. 2 produit la Courbe ,:.&11 

ABCDE FGH du #°.11. qui, avec un feul Fleuron BCD 
produit par l'arc bcd , a quatre Branches paraboliques , BA, 
GH, DE, GF produites par les Branches hyperboliques 
ba,gh, de, gf. Les deux prémiéres ont pour Afÿmp- 
tote courbe la Parabole femi-cubique «Bn: les deux der- 
niéres la Parabole cubique sBo. 

La Courbe ABCDE FGH du #»°. I, produite par là "3@1IL 
Courbe abcde fgh du #°.z, a auf quatre Branches pa- 
raboliques BA, GH, DE, GF produites comme dans les 
Cas précédens & ayant les mêmes Afymptotes. A ces 
ET €S f joint un Fleuron BCD > produit par l'arc 

La Courbe ABE FGH [#°. IV produite par la Cour- ».4.&1y. 
be abe fgh[»°. 4] n'a point de Fleuron , mais feule- 
ment les quatre Branches paraboliques , qui paflent toutes 
quatre par lOrigine, & y touchent l’Axe des ab{ciffes. 

La Courbe ABE FGH du »°. V, produite par la ms.6 V. 
Courbe abe fgh du #°, «, cft auffi fans Feuron, & a 
les quatre Branches paraboliques BA, GH, DE, GF: 
mais il n’y a que la 1°, & la 3°, qui paflènt par l’Origine. 

Kkkk 2 Il 
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Praxcee - I] en eft de même de la Courbe ABE FGH du »°. VI, cuxliL 

#XVIIL produite par la Courbe abe fgh. du #°.6, fi ce n'eft $#1 

&ævi que ce font les Branches GF, GH qui pañlent par l’'O- 
rigine. 

“ Ainfi la Courbe du #°. 1 dégénére en celle du »°. 1H, 
quand lé Fleuron CCD difparoit , & celle-ci, par l'éva- 
nouiflement du Fleuron BCD dévient la Courbe du #°. 
V. De même la Courbe du #°.11, fe change en celle du 
n°. IV, quand le Fleuron BCD fe réduit à rien, & la 
Courbe du #°. IV fe transforme en celle du #°. VI, quand 
le Bec ABE fe retire & s’'émoufte. 

Toutes ces Courbes ont à l’'Origine un Point triple, 
Celui du #°. 1 eft un Embraflement de trois Branches : 
celui du #°. II un Embraffement & Ofculation ; celui des 
n°. II & IV un Bec touché par une Branche qui l'embraf- 
fe ou le baife : enfin ceux des #°. V & VI n’ont qu’une 
Branche, mais on peut fuppofer au #°. V les Fleurons du 
n°. 1 devénus infiniment petits, & au #°. VI un Point 
adhérent. 

Tout cela fe lit dans l’éq: x°yy — 4y° ÆK bx° y + cxty 
>Kk dx° mift fur le Tr. anal. Elle a deux déterminatrices 


OO: O0 NO HOMO X 
O O OO %*% %* oO 
O0 O *% O oO 
#% O©O O oO 


füpérieures, qui donnent les ég: 4 =xy" & x°y° — 
3 
dx°, ou =" , J—Æxvdx, des Paraboles afÿm- 


ptotes des Branches infinies. Elle a auffi une détermina- 
trice 
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. . fé . ? d : lé . 3, L be y 4 6 
CII. trice inférieure qui, donne l'éq: 4y? #4 bxxpy + cxty 24 7x 
fe221. ___O, dont les racines font réelles ou imaginaires , -Égales 


ou inégales , de même ou de diférents fignes , à l’imita- 
tion de celles de Péq : 44° + buu ca KW do, en la- 
quclle elle fe transforme par la fubititution de xxz à y. 


C’eft donc ici le Cas dun°. IV, 3,2) ci-deflus, & 
pour démêler les différents Points qu'il renferme, il faut 
chercher le fecond terme des Séries y —Bx? &r. dont le 
prémier terme. eft donné par l’éq : 4y° bxtyy a cxty + 
dx°—0o. On fubftituera donc’ Bxx + # à y dans la pro- 
pofée, & on mettra la transformée für le Tr. anal. Le 
feul-terme x'y° remplira les Cafes 4°, x°x & x7 [ 4. 
105]: mais les termes y, x°yy, x*y, x°, qui étoient fur 
la déterminatrice ,. laïfléront vuides, ou la feule Caf x°, 
ou les deux x°, x, ou les trois x°, x*#, x°z*; felon 
que Bx°.eft une racine fimple , double, ou triple de l'éq: 
ay h bx° y" Hcx*y dx —© 0 [. 107]. 


OO "D OM OMIOMMIOr TX 
OO MOMOMOME NO 
07040. #20. "0 

0#070/7"07"0 

#k20 70 O0 


Si Bxx eft une racine fimple, il ne, manque que la 
Cafe x°, & la déterminatrice inférieure ; paflant par les 
Cafes xt & x7, donnera 4 —Cx?, 

. Si Bxx cft une racine double, il manque les Cafes 
x° & x'u, & la déterminatrice pañfant par les Cafés x°#° 
&. +7, donnera #=EyCx ——#x4/C x, 

Si Bxx eff une racine triple, il manque les Cafes x‘, 
KKKk 3 . x°# 
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Piaxcue N°4 & X°x° : la déterminatrice pañle par les Cafes #° & cuxtit 


ee donne me DCR CA sr 

Donc fi l'ég: 4} + Bx°y" + cxfyHdx—o à trois 
racines inégales, on a trois Séries y—BxxHCx &c, 
J—=B'xx+C'x de, y—B'xx+C'x Ge, qui mar- 
quent un Embraffément de trois Branches [#°.1}, f B, 
B’, B" ont le même figne; ou un Embraffèment & une 
Ofculation [#°. 11 ], fi le figne d’une de ces trois gran- 
deurs eft différent de celui des deux autres. 

Si lég: 47° éc—0o a une racine fimple & une racine 
double, les Séries font y—Bxx 4H Cx°' dc, y—=B'xx + 
x VC'x dc, y—B'xx —x'yC'x Ê'c. ce qui marque un 
Rebrouflément en Bec, embraflé [ #°. 11] ou baïfé [ »°. 
IV ] par une autre Branche, felon que B & B' ont un mé- 
me ou un différent figne, 

Si l’éq: 4y° Éc—0o n’a qu'une racine triple , il n’y a 

3 
qu'une Série y—Bxx#HxxyCx dre, les deux autres 
étant imaginaires : ce qui défigne une Branche réelle avec 
un Embraflèment imaginaire | #°. V ]. 

Enfin , fi l’ég: 4» »Hbx°y* Hocxty+dx=o, n'a 
qu’une racine fimple, les deux autres étant imaginaires ; 
on n’a qu'une Série y—Bxx+Cx' dc. qui marque une 
feule Branche réelle avec un Point adhérent [ 7°. VI ]. 

Mais en voilà bien affez fur les Points triples. 


$. 222. Des Points qguadruples. 


Si l'Origine eff prife fur un Point quadruple, le Rang 
le plus bas de Péquation mife fur le Triangle analytique, 
ef le quatriëme #9 Hnxy ox y" + pxiyLgxt. Ce 
Rang égalé à zéro donne une équation du 4°, dégré, que 
nous apellerons E, & dont les racines font les équations 
tangentielles dü Point quadruple. Leurs varietés préfen- 
tent huit Cas. 

Cas I 
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Cnxnr Cas Si lég: E a fes guarre racires réelles & inéra- vinncm 
$22 5; le Point quadruple a quatre Tangentes & quatre ss 

Branches qui fe croifent à angles finis, & forment un 

Point quadruple d'interfelion, un Triple-Nœud, où Donble 

Posnt de Croix. Ce Point peut avoir une , deux, trois , 

ou quatre Branches avec Inflexion ou Serpentement de 

tous les dégrés. Mais fi quelque Branche a une Inflexion. 

du dégré ?, la Courbe fera au moins de l'Ordre :+5, 

parce que la Tangente de la Branche infléchie eft cenfée 

la rencontrer en #2 points, & les trois autres Bran- 

ches en 3 points, ce qui fait z+ 5 points. Ainf dans le 

cinquiéme Ordre aucune Branche d’un Triple- Nœud ne 

peut être infléchie, & dans le fixiéme Ordre aucune ne 

peut ferpenter. Voyez ci-deflous Ex. I, v. 

Au refte ici, comme dans les Points doubles & tri- 
ples, on connoitra de quel côté chaque Branche tourne 
fà concavité , en cherchant le fecond terme de la Série 


qui la repréfente, & dont le prémier eft donné par une 
racine de l’ég : E. 


Cas IL. Si des quatre racines de Péq: E, deux font 


imaginaires © deux réelles inégales ; celles-ci ‘défignent 
deux Tangentes & deux Branches qui font un Pons de 
Croix, & celles-Rà marquent un Pont inufible pofé fur 
Pinterfe@tion des Branches qui fe croifent, & dont aucune 
ne peut être infléchie dans le cinquiéme Ordre, ni fer- 

penter dans le fixiéme. Voyez Ex. I 2. 
Cas I. Mais fi les quatre racines de l'éq: E font #m4- 
ginatres 3 le Pins quadruple eft comugué. Voyez Ex. I 3. 
Cas I V. Si lég: E à ane raûne double & deux fim- 
ples ; le Point quadruple eft formé par le concours d’un 
Nond avec un Point double à direflions coincidentes , lequel 
fera [$. 220, Il] ou un Rebrouflément, ou un Bec, on 
un Embraffement , ou une Ofculation réelle ou’ imaginai- 
re, ou une Ofculinflexion , ou une Embraffinflexion, 4 
C* 
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&c. Mais, à s’en tenir aux Courbes du’ cinquiéme & du Cu.xtlf 


fixiéme Ordre; 

1. Si la racine double du 4°. Rang ne divife pas le 
s°. ce Point double fera un Rebrouflement | 4.220, Ill, 1], 
qui devient Point quadruple à caufe des deux Branches 
qui le traverfent, & defquelles aucune ne peut être inflé- 
chie dans le cinquiéme Ordre. Voyez Ex. I. 4. 
! 2. Si cette racine double divife le s°. Rang & non le 
6, le Point quadruple peut être une Ofculation réelle 
ou imaginaire, un Embraflément ; ou un Bec, traverfé 
par deux Branches, qui peuvent être infléchies ; mais qui 
ne peuvent ferpenter, dans le fixiéme Ordre des Courbes. 
On déterminera la nature du Point double qui concourt 
à former le Point quadruple ; par les Régles du <. 220; 
JIl, 2. Voyez Ex. IL 1. ?afot 
Cas W. Sifég: E a ne racine double &* deux imagt- 
maires ; celles-ci n'indiquent qu'un Point adhérent au Point 
double à direfions coincidentes ; ce qui en fut un Point 
quadruple. Voyez Ex. I. s. & Ex. IL 2. JET 

Cas VL:Si l'éq : E a deux racines doubles, le Point 
quadruple n’a que deux Tangentes ;: &c il eft formé par 
le concours de dwx Points doubles dont chacun à Je dt- 
reëlion particiliére.… Sans. pafler le fixiéme Ordre , On'a 


cinq de ces Points [ $. 220: Ill. 1.2 ], qui, combinés deux 
à deux, fontiquinze efpéces de Points quadruples renfer- 


més fous ce Cas, Voyez Ex. 1 6, Ex. IL3, Ex V, & 


Ex. VI 


Cas VII. Si lég: E ane racine fimple &' une racine 


Zriple ; ce Point quadruple eft formé par un Pot sriple à 


direflionscoëncidentes traverfé par une Branche de direblion 
différente... La Branche et .défignée par la racine fimple , 
& le Point triple. par la racine triple [$. 221,1V ]: En 
f renfermant. dans, les ciniquiéme & fixiéme Ordres , il 
peut être, 

r. D'une 


6.222» 


Cu,XIIL 
$. 222. 
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r. D'une:triplicité invifible, refültante de l'évanouifte- 
ment de quelque Feuille : ce qui a lieu quand la racine 
triple du 4°. Rang ne divife pas le $°, CS. 221. IV. 1]. 
Voyez ci-deflous Ex. I 7. 

2. Un Rebrouffement touché par une Branche: ce qui 
arrive quand la racine triple du 4°. Rang divife une fois 
le s°, fans divifer le 6°. [$. 221. IV. 2. 1]. Voyez ci- 
deflous Ex. LIL 1. 

3- Un Point d’une triplicité invifible , réfaltante de l’é- 


vanouifflement d’une Feuille adhérente à une Branche in-. 


- fléchie : c’eft le cas où la racine triple du 4°. rang divife 


plus d’une fois le s°, fans divifer le 6°, [£. 221.1V.2.2)]. 
Voyez ci-deflous Ex, LIL 2. 

Cas VIIL Enfin, G l'ég: E n'a qu'ene fèule racine 
quadruple y— Ax—o; le Point quadruple de lOrigine 
n'a qu’une fule. Tangente, dont la fituation eft donnée 
par lég: y—4x—o. En fübftituant dans la propofée 
AX+4 à ÿ, on aura une transformée, dans le 4°, Rang 
de laquelle il ny aura que la Cale #* qui foit pleine, 

1. Si la racine y— 4x—o du 4. Rang ne divife 
pas le 5°. de la propofée, la Cafe x’ reftera pleine dans 
la transformée; & la déterminatrice inférieure donnera #* 


4 4 
—Bx', ou #——©yBx —+x/Bx La Série —— 


AXE xV/Bx dr. indique un Rebrouffément ; mais qui 
eft Point quadruple, parce qu'il eft cenfé renfermer quel. 
que Feuille Évanouiffante, Voyez Ex. 1£ g: 


. 0 0e ee + + 


Tatrod. à l Analyfe des Lignes Courbes. LIil Les 


PLaxcax 
XXIX, 
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praxcuz Les Courbes du cinquiéme Ordre font fufceptibles de CaxllE 
XXIX. ce Point ; mais ceux dont on va parler ne peuvent con- $:%%#* 
venir qu'aux Courbes du fixiéme Ordre, ou des Ordres 
fupérieurs. 
2. Si la racine quadruple du 4° Rang divife une fois 
le s°. & non le 6°, il manquera à la transformée la Cafe 
x° } mais non les Cafes #x* & x°. Ainf elle a deux dé- 
terminatrices inférieures, qui donnent #°—Buxt & ux° 


— B'x°, foit u—xyBx & u—B'xx. Il y a donc 


® © 6 © © © * 
® ® 68 © * 0 


&c. 


3 
deux Séries y— Ax+xyBx Ôr. y—/Ax+B'x Ov. 
qui défignent deux Branches fans Inflexton , lefquelles 
s’embraffént ou fe baifent, flon que B & B' ont le même 
figne ou des fignes oppofés. Le Point de contaët de ces 
deux Branches eft cenfé quadruple, parce que l’ég: #* = 
Bux*, ou #’= Bx*, renferme deux racines imaginaires avec 


la racine réelle #—xyBx, Voyez Ex.lIL 3. 


3. Si la racine y— 4x=—o divife plus d’une fois 
le sc. Rang, fans divifer le 6°. de la propofée; la détermi- 
natrice inférieure de la transformée pañléra par les Cafes 
ut, u°x & x, & donnera une équation du fecond dé- 


6 © © 6 © © * 
@ @ @ © © oO 
SAOÏSOMOMIO 

&c. 
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Cuxrr, gré, qui a deux racines #4==ÆxyBx, "+ x4/B'x. Praxcue 
. $.222 I] y a donc deux doubles Séries y— 4x=y/Bx &re, XXIX: 
y—AxxxyB'x Ôv Voyez ci-defflous Ex. IV. Mais 

il faut remarquer, 


1”. Que fi B & B' font imaginaires ; les deux Séries 
font imaginaires, & l’Origine eft un Point conjugué, qui 
ne différe que dans le Calcul de celui qui a été indiqué 
au n°. Ill de ce . 

2°. Que fi B & B’ font des grandeurs réelles & de 
différens fignes , le Point quadruple eft formé par deux 
Rebrouffements oppolés au fommet; ce qui fait, à l'œuil, 
comme une Ofculation , avec cette difiérence pourtant, 
qu'ici les Branches de même courbure font de part & 
d'autre de la Tangente commune, au lieu que dans l'Of 
culation elles font d’une même part. 

3°. Si B & B° font des grandeurs réelles, inégales & 
de même figne; le Point quadruple eft formé par quatre 
Branches qui font un double Rebrouffèment , c’eft-à-dire, 
un Rebrouflement renfermé dans un autre Rebroufflèment 
de même fommet & de même Tangente. 

4°. Enfin fi B—B', la Série y—Ax=xyBx dr. 
n'eft pas encore réguliére. Il en faut chercher un nou- 
veau terme, en fubftituant dans la transformée = x/Bx 
KZà#. La valeur de z peut être fort diverle, mais elle 
ne donnera qu’un double Rebroufflement, ou un Bec; ce 
Sp fera facile à diftinguer par le troifiéme terme de la 
Série, & fouvent fans calcul par la Remarque du &. 113. 


On ne peut, fans! forti® du fixigme Ordre , au-delà 
duquel nous ne voulons pas aller, fappoér que la racine 
quadruple du 4° Rang divife le 6°. parce qu’alors toute 
l'équation feroit divifible par cette racine. Ainfñi venons 
aux Exemples. 


=== 
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Puancur Exemple TZ. Les Courbes défignées par l’éq: x° = C#XNL 
XXIX 4 : Us : " Di $. 222. 
ax + bx°y He cx°y x dxy + ey*, fournifflent des Exemples 
de tous les Points quadruples dont les Courbes du cin= 
quiéme Ordre font fufceptibles. En fuppofant y—xx, 
on transforme cette équation en x = #4 K bu ce + du 
-H eut, qui repréfente une Courbe du quatriéme Ordre, 
laquelle a deux Branches paraboliques, & coupe l’Axe des 
ordonnées en autant de points qu'a de racines réelles 
léquat: (P)... a+bumen+du meut—o. Soit. 
DCQRSEF cette Courbe du quatriéme Ordre décrite 
fur les Axes AB, AG. Qu'on prenne l'abfcifle AB= 1, 
& qu’on mène l’ordonnée indéfinie CBE. Enfuite, que 
d’un point quelconque M de la Courbe DQRSF , on tire 
l'ordonnée MP , & la Droite Mm parallèle à AB & qui 
coupe en m l’ordonnée CBE. Enfin qu’on mène la 
Droite Am qui rencontre MP en N, & le Point N fera 
un Point de la Courbe CNAqArASsAE repréfentée par 
lég: x'—axt+bxy+oxy Hdxy +eyt. Car les 
Triangles femblables ABm, APN donnent AP[x]:PN 


[>]—AB[:1]:BmouPMf#7] Donc u— À , & 
cette valeur fubftituée dans l’ég: x = 4 + bu fa cu + du 

z L 
x euf ,.la transforme en x — a+b 24e eu Le 


> | 
He É y OÙ %° = 4x + D rh CNT A dx eyt, 


On voit que la Courbe produite CAqArAsAE pañle 
autant de fois par lOrigine que la Courbe produétrice 
DQRSF par l’Axe des ordonnées. Ainf, 

1. L'ég: (P)...4%k but cn + du Leu —0o ayant 
quatre racines réelles inégales, l’éq : (@ )... ax*k bx°y 
+ 0x y" + dx Hey —0o [ qui eft le 4°. Rang de l’équa- 
tion propofée épalé à zéro | aura aufñfi quatre racines né 

gales: 
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PLANCHE 
eus gales : car P fe transforme en 9, quand on fait # — L. rent 
Donc, comme les quatre racines de P défignent les qua- #7: Le 
tre Points G, H, T1, K où la Courbe produëtrice coupe s 
l'Axe des ordonnées, de même les quatre racines de 9. 
marquent que quatre Branches de la Courbe produite paf- 
fent par lOrigine A, & y forment un Triple-Nœud | ci- 
deflus, Cas I. |. 
2. Si les éq: P & Q ont deux racines réelles inégales 
& deux imaginaires ; la Courbe produ@rice ne coupe fon 
Axe des ordonnées qu’en deux Points G, K, & la Cour- 
be produite ne paflé que deux fois par A. Elle y forme 
un fimple Nœud , fur lequel on doit concevoir un Point 
adhérent, puifque lOrigine eft un Point quadruple [ ci- 
deflus, Cas I]. 
3. Si les éq: P & Q n’ont que des racines imaginai- 
res; la Courbe produétrice ne rencontre point fon Axe, 
& la Courbe produite ne pañle point par l'Origine, L’'O- 
rigine eft pourtant un Point de la Courbe , puifque x—0 
& y—0 fatisfont à fon équation. Elle eft même un 
Point quadruple, puifque fon plus bas Rang cft le qua- 
triémê | $ 170]. C’eft donc un Point quadruple conju- 
gué | ci-deflus Ces III. ] 
4. Si les éq: P & Q_ ont deux racines fimples & une mm. # 
double; Ja Courbe produétrice coupe deux fois, & tou- 
che une fois fon Axe, & la Courbe produite pale deux 
Branches CAq, sAE par l'Origine, & elle y a, outre cela, 
un Point de Rebrouflément qAs [ ci-deflus Cus IV, 1 ]. 
s”. Si les éq: P & Q ont une racine double & deux 
imaginaires ; la Courbe produétrice touche fon Axe fans 
le couper, & la Courbe produite n’a, à lOrigine, qu’un 
Rebrouflement CAr, auquel eft fuppofé adhérer un Point ; 
qui le rend Point quadruple [ci-deflus, Cas P.] 


LILI 3 6. Mais 
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Praxcue 6. Mais fi les éq: P & Q ont deux racines doubles; cxxtil: 
Sr s là Courbe produétrice touche deux fois fon Axe, & la 5: 22* 
um. 6, Courbe produite a, à l’Origine , deux Rebroufléments 

î F 5 


Car, rAE, [ci-deflus, Ces WI]. 


num. 7e 7. Si les éq: P & Q ont une racine fimple & une tri- 
ple; la Courbe productrice coupe fon Axe en un Point 
K, & en un autre Point Q, qui eft Point d’Inflexion, elle 
le coupe & touche en même tems. Et la Courbe pro- 
duite a, à l’'Origine, fur la Branche CAs, un Pointtriple, 
- dont la triplicité invifble réfulte de l’évanouiffément d’une 
Feuille Aq [#°.4], lequel Point triple eft traverfé par 
une Branche fimple sAE [ci-deflus, Cas VII, 1 ]. 


num, 8. 8. Enfin, fi les éq: P & Q n’ont qu’une feule racine 
quadruple; la Courbe produétrice touche l'Axe des or- 
données en un Point de Serpentement Q [ &. 193 ], & 
la Courbe produite forme en A un Rebrouffement , 
mais qui, étant cenfé renfermer les trois Feuilles Aq, Ar, 
As, de la Courbe x°. 1, eft un Point quadruple [ ci-deflus 
Cas VII, 1 ]. 


PLXXX. Exemple TZ. Les Courbes du fixiéme Orâre re- 
préfentées par léqg: x°+ axtyHcxy 4x? +ey—=0, 
ont, à leur Origine, des Points quadruples, le plus bas 
Rang de leur équations étant le quatriéme. En faifant x — 
PAS EULTE elle fe transforme en auLautc+ di+ 
ezz—o, qui repréfènte une Ellipfe quand e cft négative, 
& une Hyperbole quand & eft pofitive [$. 154]. Mais la 
diverfe poñition de ces Courbes par raport à leurs Axes 
fait fize Cas différents. Car füivant que léq : ## +44 + 
ë— 0 à fes racines imaginaires ou réelles, égales ou iné- 
gales, de même ou de différents fignes, la Courbe peut 
ou 1°. couper l’Axe des ordonnées de part & d'autre de 
l'Origine, ou 2°. le couper de même part, ou 3°. le SE 

cher; 
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Cuxrir. cher, ou 4°. ne le point rencontrer. : Et füivant Ja nature PLANCHE 
$ 22. des racines de l’ég: c+dz+ezz—0o, il en cft de méme XXX. 
par raport à PAxe des ablcifles.… Ces quatre différentes 
pofitions, par raport à chaque Axe, combinées cnfemble, 
font feize Cas repréfentés dans les 16 # de la Fiewre, 
où l’on a joint les Courbes du fixiéme Ordre produites 
par celles du fecond. Sans entrer dans un détail, long 
mais facile, on verra, par un Raïfonnement femblable à 
celui de l’Ex, IF. du &.préced., que les Courbes des #7. 
1 & $ ont, à l'Origine, une Ofculation traverfée par 
deux Branches de dire&tion différente : que celles des x. 
2 & 6, y ont un Embraffèment auñfi traverfé par deux 
Branches : celles des #% 3 & 7, un Bec traverfé de mé- 
me, & celles des »*% 4 & 8 , un Point traverfé pareille- 
ment par deux Branches, Que les Courbes des # 9, ro, 
11, & 12, préfentent un Rebrouflèment combiné avec 
une Ofculation, un Embraflément, un Bec, & un Point: 
& qu'enfin les Courbes des #% 13, 14, 1$ &.16, don- 
nent lOfculation, l’'Embrafflement, le Bec, & le Point, com. 
binés avec un Point, de forte que ce dernier eft un Point 
quadruple conjugué. 
C’eit précilément ce que donne l'équation mife für le 
Triang. anal. Son plus bas Rang égalé à zéro donne Péq: 


Fig, 219, 


OO OMNOMOPOPLX 
OM O0O0M0£::+5E0 
* *% % O 0o 


000.0 
&c. 


ex° y” + dxÿ? +=, qui à toujours une racine dou- 
ble y —0o, qui divife le se, Rang 2x*y une fois, & outre 
cela elle a les deux racines de léq: CORNE PTE" 
y 0, analogues à celles de léq: (Q)...c+drtezz 0. 

r, Si 


—_—_—_—_——— ro 
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PLANCHE 1. Si ces deux racines font inégales & réelles [ comme Cx.xrnr, 
FX. dans les 8 prémiers #% de la Figwre ], c'elt le Cas IV. 2, $: 222, 


{ent une Ofculation, réelle, ou imaginaire, un Embraffe- 
ment, ou un Bec. 
C’eit une Ofculation réelle, quand les racines de léqg: 
x° + axtyrk ex*y* —o donnée par la déterminatrice infé- 
rieure, ou, ce qui eft la même chofe, quand les racines 
de lég: (R)...x"HKaxyHy*—o, analogues à celles 
de l'éq: (S)...#u+au+c—=0o font réelles & de diffé- 
rents fignes : ce qui a lieu quand la Courbe productrice 
coupe l'Axe des ordonnées de part & d'autre de l'Ori- 
gine. - 
mac  C’eft un Embraffèment, quand les racines des éq: R 
& S font réelles, & de même figne , mais inégales : ce 
qui arrive quand la Courbe produétrice coupe l’Axe des 
ordonnées en deux points d’un même côté de l’Origine. 
C’eft un Bec, quand les racines de R & S font éga- 
les, ceft-à-dire quand la Courbe produë&rice touche l’Axe 
des ordonnées. 
ns.&8  C’eft une OfCulation imaginaire, quand les racines de 
R & S font imaginaires : ce qui a lieu quand la Courbe 
produëtrice ne rencontre point l’Axe des ordonnées. 

mn. 12,14, 2. Si les racines des éq : P & Q font imaginaires, Ja 

15 & 16. Courbe produétrice ne ‘rencontre point l'Axe des abfciftès, 
& on eft dans Le Cas PV, ci-deflus. Un Point invifble 
adhére à une Ofculation réelle [ #°. 13], ou à un Em- 
braffement [#°. 14], ou à un Bec [ #°. 15 ], ou à une 
Ofculation imaginaire [#°. 16 ], füivant que les racines des 
éq: R & S font réelles de différents fignes, ou réelles de 
méme figne mais inégales,-où égales, ou imaginaires , 
c’eft-à-dire felon que la Courbe produétrice, ou coupe 


l'Axe des ordonnées de part & d'autre de l’Origine [n°,13), 
ou 


nr. À $. 


n.3. Ÿ'7 
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ca.xtnt, ou le coupe d’une même part [#°.14 ], ou le touche [»°. 
fra 15 ], ou ne le rencontre point [ #°. 16 ]. 


3. Enfin, fi les racines de P ou de Q font égales la 
Courbe produétrice touche l’Axe des abfcifles ; & on a 
une partie des Points mentionnés au Ces WI, ci-deffüs. 
L'équation du plus bas Rang a deux racines doubles y—o 
& yvet+xvc—0. La prémiété divife le 5°. Rang ; la 
féconde ne le divifé pas. Aïufi celle-ci défigne un Re- 
brouffement [<i-deflus Cas IV. 1]. L'autre [ C4s 17.2] 
marque une Ofculation [#°.9 |], ou un Embraflément {#°. 
10], ou un Bec{#°11], ou une Ofculation imaginaire 
[n’.12], felon que les racines de R & S font ou de 
différents fignes, ou de même figne , égales, ou imagi- 
naires ; c’eft-à-dire, felon que la Courbe produétrice cou- 
pe de part & d’autre [#°.9], ou de même part [#°.10], 
ou touche [ #°. 11 ], ou ne rencontre pas [#°.12] l’Axe 
des ordonnées. 


Exemple IIT. Joignons à ces Courbes celles que 
donnent les mêmes Courbes produétrices , quand l’Origi- 
ne eft prife fur un de leurs points. Cela fait trois Cas 
principaux. 1°. Ou‘la Courbe coupe fés deux Axes , 
Las 1,2,3], 2°. ou elle touche lAxe des ordennées 
L%4, 51, 3°. ou elle touche l’Axe des abfüifles [ #6, 
71- Dans le prémier Cas, il manque à l'ég: 244 4% 
rkc+ 42*ke2z—=0o de l’Exemple préced. le terme c; 
dans le fecond Gas, il manque les termes « & ww; & dans 
le troifiéme , les termes € & 77. ‘Aïnfi la Courbe produi- 
re fera repréfentée, dans le prémier Cas; par l'éq: x° 4 #x*y 


+ dxy? "Key —=0, dans le fecond par x°%f4 dxy’ Hey 


— 0, & dans le troifiéme par x°#K 4x*y Hey —0, 

1. La prémiére de ces trois équations appartient au Cas 
VIL 2; a-deffus. Le 4° & plus bas Rang dxy Leyt 
égalé à zéro, a une racine fimple x»Hey—o, qui ne 
= Zotrod, à P'Analyfe des Lignes Courbes. Mmmm divif 


ro 
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Prances divife pas le 5°, Rang 4x*y, & une racine triple Y=—=0, Cuxnr. 

##X* qui divife une fois le $° Rang & ne divife pas le 6°, x°. S:2:2. 
Donc le Point de l'Origine eit un Rebrouflément touché 
par une Branche [ c’eft ce que défigne la racine triple 1 
& traverfé par une autre Branche [ qu'indique la racine 
fimple]. , 

HUM A4 5e 2. La feconde équation apartient auffi au Cas VII, 3, 
cy-deflus. La racine fimple dx+ey—o, & la racine 
triple y—0o, du 4° Rang font cenfées divifer, tant de 
fois qu’on voudra, le 5°, Rang qui manque, & ni l’une 
ni l’autre ne divife le 6 x. Il y aura donc, à l'Origine, 
deux Branches infléchies , dont celle qui touche l’Axe des 
abfcifles, défignée par la racine J=0, à un Point triple 
formé par l’évanouiffèment d’une Feuille, En effet, Les 
Courbes #% 7,3 dela Fig. 219 , dégénérent en celles des 
#%, 4,5 de cette Fig. 220, par l’évanouiflement des Feuil- 
les cid, qui difparoïffent avec les grandeurs # & c. 

3. Mais la troifiéme équation apattient au Car VIT, 2, 
ci-deflus. Le 4°. Rang e* égalé à zéro, n'a qu’une ra- 
cine quadruple y— 0, qui divife une fois le 5°, Rang 
ax'y & non le fixiéme x°,_ Donc l’Origine eft un Embraf- 
fément [ #°.6] ou une Ofulation [#°. ]. 


L' Exemple V4 fera pris de léq : NE 
2bx°ÿ »Kk 4c)*—0o. On peut conftruire les Courbes 
qu'elle repréfente, en la réduifant à 444 uuz— 2bz <, 


sat: 42, UZZ 
220, par la fubfitution de “7 1 x», & de 7° à ÿ- 
> P 4 DES añ 


Cette équation-ci repréfente une Courbe du troifiéme Ordre, 
quia[S$. 142] -deux Branches paraboliques , dont l’Afÿmp- 
tote à pour éq:## cz — 0, & deux Branches hyperboli- 
ques {4.139 |, dont PAfymptote droite:eft l’ordonhée de 
PabGiffe —:, & PAfymptote courbe l'Hyperbole, défi 
gnée par Péq: « (zek 4) 246 — 0. Cette même cos 

e 


PLANCHE. NEX. Fig 219. 
1227 EE # 


Cx.xnix. be 4, à fon Origine, un Point doubl 
$. 222 duquel fa forme varie confidérablément. Le plus bas Rang, 
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qui eft le fecond, égalé à zéro, done 47 204% 
‘2%—0, Équation du fecond dégré, qui a deux râcines 
imaginaires fi bb < 4c; deux racines Cpales fi Db— ue, & 
deux racines inégales fit#5% %c; de même ou de diffé- 
rents fignes felon que # & : font de même ou de diffé- 
rents fignes. 

Dans le ir, Cas, l'Origine eft un Point conjugué [ &, 
220. 11, & la Courbe eft compolfée de deux parties fé 
parées CHI, DEFG, avec un Point ifolk A. 

Dans le 24, Cas, lOrigine eft un Rebrouflèment L$& 
220. III. 1 1, & la partie DE va jufqu'à lOrigine en A, 
d’où elle rebrouflé en FG. 

Dans le 3°. Cas, l’Origine eft un Nœud [$. 220.11], 
que fait la partie DAE AFG, en donnant une Feuille 
AE. 


Et dans le 4°, Cas, Origine eft l'interf&ion des 
Branches CAI, DEAG, qui f croifent en À L$. 220.117. 


Maintenant, fi lon cherche quelles Courbes font pro- 
duites par celles-Ià, én donnant à chaque ablciffe xç= 7} 
4 


unc ordonnée y[— a J > & dont. par conféquent l’é- 
qution eft RE 56 y — 2 b x ÿ° 0 atÿ*=—=0, on verra par 
le même raifonnément qui a été fait au $ préc. Ex. IF. 
que l'Afÿmptoté ordonñée CD dés Courbes produétrices 
devient danS les! Courbestptoduites. une Afÿmptote obli- 
que cd, qui coupe en deux également les Angles des 
coordonnées de diférents fignes : que les Branches h per- 
boliques ED, CH produïlent-les Branches hyperboliques 
ed , ch; & les Branches paraboliques FG, Hi > les para- 
boliques fe, hi, Et quant à l'Origine, on verra que celle 

Mmmm 2 du 


e, füivant là nature piancue 


XXXL 


Prance AU #°, 


XXXL 


Fig. 227. 
num, x, 


num. 2, 


num, 3. 
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deux Rebrouflements oppofés. : Or c’eft précifément ce 
qu’on tire de la Régle du Car VIII, 3 , ci-deffüs. 

Car c’eft à ce Cas que fe raporte l’ég: x° + x y — 
26x"y* »k ay*—o, puilque fon plus bas Rang acy* égalé 
à Zé1o n'a qu'une racine y—0, mais quadruple, qui di- 
vife deux fois le 5°, Rang —24x°y° , fans divifer le 6e, 
x°»k x'y.. La déterminatrice donne l’ég: #6 y —2bxy" 


Hx°—0o, qui a deux racines »y— BRVCB = ar) ni 


ac 
b—WCbb— ac), 
MOTTE 


& y = 


OMMOROLLOMOLER IE 
OMSOLIOMÉH SO CO 
HO NO: F0. 0 
00070 


&c. 


Ces racines font imaginaires, fi bb «4e, & POrigine 
eft un Point conjugué [ Cas VIIL. 3, 1° ci- deflüs 1. 

Elles font égales, fi bb, & Origine [ Cas VIIL 
3. 4° ] ft où uv Bec ou un double Rebrouflement. On 
voit que C’éft un Bec, parce qu'entre la déterminatrice 
qui pafle par les termes du prémier ordre D'ANILA PATUS 
& {a parallèlé menée par le terme unique du fecond or- 
dre x'y, il n’y a qu’un intervalle, & que ce terme «y 
n'eft. divifible par aucune des deux racines y —— 


Ex y . de l'équation de la dérerminatrice , [&. 1131. 
By bb — ac) 


#6 
trice font réelles , inégales & de même fignc , lorfque 
bb ac, 


Ees racines yy — x” de la détermina. 


1 cft un Point conjugué, celle du 2°. 2: un Bec, Cuxru: 
celle du #°.3 un double Rebrouflement, & celle: du »°. 4 Sa 


al" 
Le 
+ 
a 
re] 
L 
> 
= 
à 


DES POINTS QUADRUPLES 645 


Cexul bac, & que # & c ont le. même figne. Alors POrigi- Piaxeu 
$22% ne eft un double-Rebroufflément f Car VII, 253 CE 
defflus 1. Fig. 221: 
Enfin ces racines font réelles, inégales, & de différents um. 4: 
fignes , quand 4 & 6 ont des fignes différents. Alors 
lOrigine eft un Point quadruple formé par deux Rebrouf- 
fements oppofés au fommet [ Cas VIT, 3, 2°, ci- deflus 1. 
Si dans la même équation , lorfque #6 — be, il Y AVOit Piaxcue 
“u un nombre pair d’intervalles entre la déterminatrice & XXXHIL. 
fa parallèle menée par les termes du fècond ordre, la 7# °°? 
Courbe au lieu d’avoir un Bec à l'Origine, y auroit eu 
un double - Rebrouffement [ Cas VII, 3, 4°. c1- deflus1. 
Si, par ex. au lieu du terme x*y, on avoit eu —#xy* 


OFÉOROMOMOROME 
OMFMOPMAITOMO 
FL OMORLOMO 


OFONOMO 
&c. 


E+ 4xy* donneroït une Courbe imaginaire], la Série au- 


Sa XX A à 
roit été y = Ex + Æ3Vz ©t; où le double figne 


des deux prémiers termes marque quatre Branches qui 
font un double - Rebrouffement à l’Origine. On le voit 
encore en réduifant léq : x°— 4xÿ*— 28x'y° »K bby* = 0 


“ x . . 4 
à cette forme y—=x4 Eux Ji fait voir que la 


Courbe a quatre Branches, deux paraboliques AE, AE 
& deux hyperboliques AC, AD: prémiéres, indi- 


. x 
uées par les racines 9—==2Æx#ÿ-——— , ont pour 
q P : b Ky/ax ? P 


Afÿmptote la Parabole défignée par l'éq: y = 


Mmmm 3 où 
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Écarct ON ay*—x". Les dernicres, indiquées par les racines y= Caux, 
XXXxUI. $. 222 
Exy jy , ont pour Afÿmptote droite ordonnée 


ax 
Bb 


4 


CBD de labfciffe AB— 


Er Exemple 1”. Les mêmes Courbes du troifiéme Or- 

Big, 223. dre qui ont férvi à conftruire celles du fixiéme dans l’Ex. 

pré. en donneront d’autres, fi on porte l'Origine fur ur 

autre point de l’Axe des abfaiffes, comme à l'extrémité 

de l'abfiflé AO—=7%. Cette tranfpoñition s'exécute en 

füubftituant z-+ 9 à z dans l’ég: aux x ur — 2bur + cz 

— 0 de cette Courbe. La transformée [ en faïfant, pour 

abréger, 4H d—f ] fera fan 4 ut — 2 but — 2bdu +- 

cit »K 2cdt + cdd — 0. Ce qu’il importe de confidérer ici, 

ce font les Points où ces Courbes rencontrent l’Axe des 

ordonnées, On les détermine par l’ég: (CP)... fm — 

2bdu + cdd — 0, à laquelle fe réduit l'équation de la Cour- 

be , quand on fait : —o. Cette équation, quand f & c 

et %* ont différents fignes, a deux racines réelles dé différents 

fignes, &, dans ce Cas, les Courbes coupent l’Axe des 

ordonnées en deux Points M, N, fitués de part & d’autre 

de POrigine. Mais quand, f&c ayant le même figne, f£ < bp, 

ee LR l'équation P a deux racines réelles, inégales, de même fi- 

; gnc, & les Courbes coupent l’Axe des ordonnées en deux 

Points M, N, placés d’un même côté de l’Origine. Elles 

".. touchent leur Axe des ordonnées en un feul Point E; lorf- 

ue lég: P n’a qu’une racine double, ce qui a lieu quand 

nu. 4: 8. fc —= b. Et clles ne rencontrent point leur Axe des or- 

23° 16 données quand # > 4b, parce qu’alors les racines de l’éq: 
P font imaginaires. 

Chaque Courbe:dônnant ainfi quatre Cas différents, les 

quatre , Courbes. en. donneront féize, repréfentés dans les 

: 

: 

: 


feizew de la Fig. 222, avec les Courbes du fixiéme Or- 
dre, 
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Gs.xnI. dre, qui f conftruifént par celles du troïfiéme, en donnant 


«221: = ut 2 utt x? FrANCHE 
© à l'ab{cife x[ — © 7 Pordonnée y [ = 27 — ]. Leur xxXxIL. 


équation eft donc fx 4 75 — 2fbxt J— 2bdxty + féÿ* es 
+ 2f4xy? +4 cddx°y = 0, qui nait de la fubftitution de 
à 4, & do [= I à z dans l'éq : fée 4 ant — 
2but — 2bdu a cit 4 ocdt + cdd — 0. Ces Courbes ont 
les mêmes Branches infinies & les mêmes Afymptotes que 
celles de Ex. précéd, Mais on trouvera, comme dans lEx, 
IV. du À. précéd. qu'à l'Origine les Courbes des #°%. 1,2, 
3,4, ont une OfCulation imaginaire: celles des #°. S > 6» 
7 8, une OfCulation réelle; celles des #2. 9: 10,11,12,un 
Embraflement; & celles des #°. 13, 14, 15, 16, un Bec; 
combinés avec une Oftulation réelle dans les #°:1 15 0012, 
avecun Embraffément dansles z°, 2, 6 > 10, 14, avec un 
Bec dansles #°. 3,7, 11, 15, & avec une Ofculation ima- 
ginaire-dans les #°. 4, 8,12, 16. Etce font là tous les 
Points quadruples indiqués dans ce $. Cas VI: fi ce n’eft 
que les deux Becs, combinés au #°. 15, n’en font qu’un 
feul, parce qu’ils tombent précifément l’un: fur l’autre. 
Ccla cft exaétement STE aux Règles. Si lon met 
fur le Triang: anal: l'ég: fX° + fey — fps — 2 bdxty 
+ Hey + Tr K DEA = 0 fe plus bas 


Rang donnera l'éq: f/2y* — 2fidxy cddxx)y — 0 , qui 
a deux racines doubles y 0 & f} 4x == 0, qui indi- 
quent deux Tangentes, À 
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prancue La prémiére eftl’Axe même des abfcifles, & le prémier Cx.xIm. 
XXXIL terme de la Série rélative aux Branches qu'il touche fe tire $: ?** 

de l'éq: f5— 2bdxty + cddxxyy — 0, où ( Q ).. fxf 
— 2bdxxy +4 cddyy — 0, que donne la déterminatrice; & dont 
les racines font analogues à celles de lég: CP)... jam — 
2bdu + cdd — 0 mentionée ci-deffus. 

Si les racines de ces éq: P & Q font réelles & de dif- 
férents fignes, le Point touché par l’Axe des abfciffes ef 
une Ofculation réelle [ #”#*1, 5, 9,13 ]: f elles font réel- 
les, inégales, & de différents fignes c’eft un Embraffèment 
[ns2,6,10, 14]: fi elles font égales, c’eft un Bec [ #°* 
3, 711,105 |, parce qu'il ny a qu’un intervalle entre la 
déterminatrice & fa prémiére paralléle, & que la racine dou- 
ble [ xx — cdy — 0 ] de l'ég: Q, qui dans ce Cas de- 
vient Dbxt —— 2hcdxty »K ceddyy —0 , ne divifé pas la 
fomme fx — 2fhx°y° + 2fcdxy des terme du fecond or- 
dre [213]: enfin, fi les racines des éq: P & Q font 
imaginaires, les Branches que l’Axe des abfciffes devroit 
toucher font imaginaires, & font une OfCulation imagis 
naire [ #4, 8, 12 &16 |. 


A 


Il 


: dx 
L’autre racine {y #K dx —0,Oouy —=— PAM donne 


que la pofition de la Tangente oblique: Pour connoitre 
là nature du Point qu’elle touche, on cherchera le fecond 
terme de la Série, en fübftituant dans l'équation propo- 
fée pc; Hzày. La transformée ( f—d > x° + fx ‘« 


 2bdxtu — 2fbxuu feat — ofcdxu + cddx'n, 
— 0, étant mil fur le Triangle analytique la déter- 


RARE RER 
Se 


SILE 


O0 D:0::0 0 «kan *# 
OO D Er O 
dr 10 0 

OMmMOMOMO 


&c. 


minatrice 
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Cu.xnr. minatrice donne l'ég: (f d) x° H,2bdxt a #4 Puancus 
$.222. çddxu — 0, où [ puifque f—d— 4] ax* 4 2bdxta AU 


b+V Gb Fie 223: 
+ cdduu = 0, qui a deux racines 4 = ——" D 


RP PRE 4 (CA DIN 
cd 


Sielles font imaginaires , ce qui a lieu quand 88 < x; 
la Courbe eft une de celles des 7°. 1, 2,3, 4, où les Bran- 
ches que devroit toucher la Tangente oblique font imagi- 
naires. 

Si elles font réelles & de différentes fignes, ce qui a 
lieu. quand 4 &c ont différents fignes ; le Point touché par 
la Tangente oblique elt une Olculation, comme aux #°. 5, 
6; 


> 8 

6 elles font réelles, inégales, & de même figne, ce qui 
alieu quand #b> ac, a &c ayant le même figne; le Point 
que touche la Tangente oblique eft un Embraffement, #°. 
DSMOLELI 512, 

Si elles fonc égales, ce qui a lieu quand bb = x; la 
Tangente oblique touche un Bec, #°.13, 14, 15, 16: car 
il n’y a qu'un intervalle entre la déterminatrice & fa pré- 


ER = Te ns Tr —— É 


à 2 A 


ER 
EE 


.! , . bxse 
miére parall£le, & la racine double 4 # a des ter- 


mes"du prémier ordre ne divifé pas la fomme fx'# — 
2fbx'unu —ofidxe des termes du fecond ordre. 

Mais on remarquera que dans le »°.15, la Tangente 
oblique ceilède l'être. Car, dansce Cas, = 45 & bb = ar. 
Donc jf — 4, J— #4; & db=f— 4] — 0. L'éq: 
firkdxk—o, qui détermine là pofition de la Tangente 
oblique, {réduit donc à f) =, où y — 0, qui mon- 
tre que cette Tangente fe confond avec l’Axe des ab{@flès. 


m oh Re na, tt tte, te" 2 Dr —— = 
; se _ Le S = 
—_- — 2 . = : = 2= ZT = 


Exemple JT. Ainf pour avoir des Exemples de 
tous les Points quadruples qui fe raportent au WI Cas ci- 
Introd. à l Analyfs des Lignes Courbes. Nnnn deffus, 
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prancae deffus, il n’en faut plus qu’un, fav. du Point où fe combinent car. 
XXXUL deux Becs fous des direétions différentes. L'éq: 44x°— S.222. 
2aabx"y Æ aabbxxyy — 2abbxyt Æ bbyf — 0 
nous le fournira. Quand on la met furle Tr: anal: l'é- 
quation de fon plus bas Rang, #4bbxxyy— 0, montre 


par fes deux racines doubles x — o , y —'0;, quela 


FLO OO OZOMRE 
Ok m0 OH TO 
OO sr 00 
OM10%0,20 


‘ Courbe touche à l’Origine fes deux Axes. La détermi- 
patrice rélative aux Branches touchées par l’Axe des abf 
cifles , donne l’ég: 44bbxxyy — 24abx*y + aax° —o, qui 
a une feule racine, mais double, by —xx— o. Le Point 
eft doncun Embraflément, ou un Bec [ $. 220 ], & oncon- 
clura que c’eft un Bec, parce qu'il y à trois intervalles en- 
tre la déterminatrice & fa paralléle menée par le terme 
—— zabbxy* du fecond ordre, lequel n’eft pas divifble par 
la racine by — xx = 0 [i$: 1138220 - 7: Un raïfonnement 
pareil fera conclurre que l’Axe des  ordonnées touche auf 
un Bec. Ainfi l’Origineeft un Point quadruple formé par 
le concours de deux Becs fous deux direétions différentes. 

On le vérifie par la conftruétion qu’on peut faire de 


cette Courbe, en mettant dans fon équation 7 pour x. 


Cette fübfitution la transforme en 2°yy — 24ab2*y + 
4° bbzz — 24*bh7y + atbbyy = 0 , qui exprime une Cour- 
be du huitiéme Ordre, mais facile à conftruire, puifque 
dans fon équation y ne monte ‘qu’au fecond déoré. Les 

raci= 


Cu,XIIT. 
S° 222. 
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a bbz += aDZ2V 202 Lanbz* 
mn, 


racines y — PIE , & mieux encore 


aab nb ,2b  aftb 
207 TV mg 
donnent la valeur d'y en 3, font voir que cette Courbe 
n’a que deux Branches hyperboliques AGE, AFD, qui par- 
tant de lOrigine À, où elles forment un Rebrouflément , 
s'étendent le long de lPAxe des abfciffes AB, qui cft leur 
Afymptote droite , ayant pour Afÿmptote courbe ‘une 


Branche de l’'Hyperbole y = [$.138]. Au moyen de 


cette Courbe on conftruit la propofée, en prenant l’or- 
donnée AC —— 4, & menant l'abfciffe indefinie CQ. Car 
fi par un Point quelconque M de la Courbe AMEDNA , on 
mene une ordonnée MP prolongée jufqu’en Q où elle ren- 
contre l'abfcifle CQ, & qu'on tire par les Points Q;& A 
la droite QAM prolongée jufqu’en m où elle rencontre 
labfiffe prolongée Mum du Point M, on aura un Point 
m de la Courbe cherchée. Les triangles femblables QPA, 
Aum donnant Au où PM [ y ]: wm [x] = QP où AC 


[4]: AP[z3], on aura 3 — +” & cette valeur , fubfti- 


les Séries defcendantes y — dre. qui 


tuée dans l'ég: 2°yy — 2aabz*y + 2 bbzz — 24"bbzy + 


-4"bb}y = o de AGEDFA, Îa transforme en gax° — 


2440 y + aabbxxyy — 24bbxy" + by = 0, équation de 
AgAfA. 

Cette conftruétion fait voir afez clairement que la Cour. 
be AgAfA a deux Becs à fon Origine. Car fi on fuppofe 
les Points H & 1 infiniment proches de À, c’eft-4-dire HK 
infiniment proche de AC; AL eft infiniment plus petite que 
KL: donc auf h# eft infiniment plus petite que An, &'is 
infiniment plus petite que Az Ainf les deux Branches Ab, 
Ai touchent l’Axe des ordonnées & forment un Bec hAï. 

Nnnn 2 Et 


PLANCUE 
XXXILL, 


Fig. 214: 
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Pcaxér Et fi on fuppofe les Points M, N infiniment éloignés de À, Cu-xnr. 
XX Ceft-à-dire MQinfiniment éloignée de AC, PQ fera infi- $- 22 
piment plus petite que AP: donc Au fera infiniment plus. 
petite que mw, & Av infiniment plus petite que n7. Ainf 
les: Branches Am, Antouchent l’Axe des abfüifles, & for- 

ment un fecond Bec mAn. 


223. C’est par les mêmes Principes qu’on. pourroit dé. 
tailler les diverfes efpèces de Points quintuples. 
* En f renfermant dans les Courbes du fixiéme Ordre, qui 
font les plus fimples qui puiflent avoir un Point quintu- 
* ple, on en trouvera onze efpèces, dont les Courbes défi- 
nies par l'ég: x° — 4x + bxty exp? dy} 4 exyt 
fy’ fourniflent des Exemples. Ces Courbes fe peuvent conf- 
truire comme celles du $. préc. Ex. IL En fubftituant x# 
à, leur ég: { transforme en x —# + bise n° #4 du + 
et fu’, qui exprime une Courbe du cinquiéme Or- 
dre, à deux Branches paraboliques, dont l’Afymptote eft 
défignée par l’ég: x = f#°, & dont parconféquent lune va du. 
côté des abfcifles pofiives, & l’autre.du côté des négatives. 
Cette Courbe rencontre fon Axe des ordonnées en autant de. 
points que l’ég: (CP)... 4 Lbu+cr + dut Leut+fe—0, 
ou l'équation analogue. (@=)+. 4x1 + bxty cx°y" + 
dx°y" exyt »k fy — 0, a de racines réelles. Appliquant. 
donc ici les confidérations faites au €: préc. Ex. Z fur un 
Exemple tout femblable, on diftinguera onze Cas. 

1. Celui où les éq: P & Q ont-cing:racines réelles. A- 
lors la-Courbe produétrice CQR ST D coupe l’Axe des: 
ordonnées en cinq points: G, H,1, K, L; & la Courbe- 
produite CAqArAfAtAd pafñle cinq fois par l’Origine, 
fous, cing- direétions différentes, faifant un Qradraples 
Neœud', &. quatre. Feuilles Aq, Ar; Af, At... 

2:. Gelut ou.les. équ: P &. 9 ont: trois racines réelles. 
&. deux imaginaires. Ici la. Courbe. produétrice ne coupe 


PAxe: 
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cuxur. l’Axe des ordonnées qu’en ‘trois points. G, H,L; & la Prancu 
$.12:2 Courbe produite ne pañle quetrois fois. par l’Origine , fous X*X 
trois directions différentes, faifant un Double- Nœud & 
deux Feuilles Aq, Arft A. Cependant le Point A eft qua- 
druple, parce que fur le Double-Neœnd, on doit concevoir 
un Pont double inviible, indiqué par: les racines imaginai- 
res de l’ég: 2 

3. Dans le Cas où les éq: P & Q ont une feule raci- num. 3. 
ne réelle & quatre imaginaires, la Courbe produdtrice ne 
coupe. qu'en un feul Point 1 Axe des ordonnées, & la 
Courbe produite ne pafle qu’une fois par l'Origine A. 

Mais on doit concevoir fur cette Branche un Pois guudra- 
ple mvshible, indiqué par les quatre racines imaginaires de 
lég: Q. 

4. Si les éq: P & Q,; ont une racine double & trois 
fimples réelles; la Courbe produétrice touche fon Axe une 
foisenR, & le coupe trois fois en G, K, L, &la Cour- 
be produite fait à lOrigine un Trpl-Neud avec un 
Rebroufement. 

s. Siles éq: P & Q ontune racine double & une fimple, 
réelles, & deux imaginaires; la Courbe produêtrice touche. 
fon Axe en Q & le coupe en I. La Courbe produite a à 
Origine #7 Rebrouffément traverfe d'une Branche de direflion: 
différente; avec un Point double invifible, indiqué par les 
deux racines imaginaires de l’ég: Q: 

6. Siles ég: P &: 9 ont deux racines doubles & une num. 6: 
fimple ; la Courbe produétrice touche fon Axe deux fois 
en Q&S, & le coupe une fois en L. Et la Courbe pro-. 
duite a à l’Origine deux Rebroufements des direftions dife- 
rentes traverfés par une Branche fous une -1roifiéme direc- 
10h. k F 

7. Siles éq: P & Q ont une racine triple & deux fimr- num. 7, 

ples; la Courbe produétrice coupe fon Axe des ordon- 

nées en K & L, & le coupe & touche en Q Point d’In- 
Nnnn 3 fléxion. . 
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Pcancue fléxion, La Courbe produite fait à l’Origine un Double- Cnxtnr. 
XXXUT W3/, dont une Branche CAf a, au point A, une #i- $ 23% 
FE 25e plicité invifible réfaltante de l’évanouiflement de deux Feuil- 

les. Car comme le point Q de la Courbe produétrice ren- 

ferme virtuellement les deux finuofités GQH, HRI dela 

Courbe #°. 1, de même le Point A de la Branche CAf de 

la Courbe produite renferme virtuellement les deux Feuilles 

Aq, Ar, de la Courbe CAqArAfAtAd du même»°. r. 

pu. 8. 8. Si les éq: P & Q ont une racine triple & une dou- 
ble; la Courbe produétrice touche fon Axe en T, & le 
coupe & touche en Q.. Et la Courbe produite a à l'O- 
rigine un Rebroufément traverfe par une Branche CAT, 
dont le Point À a, comme au Cas précéd. une sr#picité 
tnvt/ible qui renferme virtuellement les deux Feuilles Aq, 

At de la Courbe n°. 4. 

EEE 9. Si les éq: P & Q ont une racine triple & deux 
imaginaires, la Courbe produétrice coupe & touche en Q@ 
lAxe des ordonnées & ne le rencontre point ailleurs. La’ 
Courbe produite ne pañle qu’une fois par A: mais non 
feulement le Point A de la Branche qui y pañe eft d’une 
zriplicité 2nvifible ; renfermant virtuellement deux Feuilles; 
mais encore il faut y concevoir un Pont double invifible, 
qui fait de ce Point un Point quintuple: 

fum, 10. 10, Si les éq: P & Q ont une racine quadruple & 
une fimple; la Courbe produétrice coupe l'Axe des or- 
données en L, & le touche en Q@ par un Point de Ser- 
pentement. La Courbe produite a, à l’Origine, une Bran- 
che qui traverfe un Point de. Rebroufément cenfé renfermer 
2rois Feuilles évanouifantes. Car puifque le Point de Ser- 
pentement G eft cenfé renfermer les trois finuofités, GQH, 
HRI, ISK de la Courbe #°. 1, qui y font devenues in- 
finiment petites, le Rebrouflément CAt eft auffi cenfé 
renfermer. les trois Feuilles Ag, Ar, Af devenues infini- 
ment petites. 


II. 
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11. Enfin, fi les éq: P & 2 ont une feule racine praxeur 

quintuple ; la Courbe produëtrice coupe & touche l’Axc XXXIUL 
des ordonnées au Point Q de double Inflexion. Et la NS 
Courbe produite ne pañlé qu'une fois par lOrigine A: 
mais ce Point eft un Port guintuple d'une multiplicité 
#nvifible, qui renférme virtuellement. quatre Feuilles éva- 
nouïflantes. Car comme le Point de double Inflexion Q_ 
elt cenfé renfermer les quatre finuofités GQH, HRI, 
ISK, KTL de la Courbe #°. 1, qui font devenues in- 
finiment petites, de même le Point A de là Courbe pro- 
duite renferme les quatre Feuilles Agq, Ar, Af, At, 
devenues. infiniment petites. C’eft donc réellement un 
Point quintuple, dont la multiplicité échappe aux Sens, 
mais fe laiffe apperçevoir par l’Analyte, 
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NT LE Cc ETIT: 


De l'évanouiflèment des inconnues. 


dont les rélations font tellement compliquées qu’on 
fe trouve obligé de former plufeurs équations; alors, pour 
découvrir les valeurs de ces inconnues, .on les fait toutes 
évanouir, moins une, qui combinée feule avec les gran- 
deurs connues donne, fi le Problème eft déterminé, une 
Egration finale, dont la réfolution fait connoître d’abord 
cette inconnue, & enfüite par fon moyen toutes les au- 
tres. 

L’Algébre fournit pour cela des ‘Règles, dont le füc- A 
cès eft infaillible, pourvû qu'on ait la patience de les fui 
vre, Mais le Calcul en devient extrémement long , lorfque 
le nombre des équations & des inconnues eft#ort grand, 
& aufñfi lorfque ces inconnues montent dans les équations. 
propofées à des dégrés fort élevés. Dans ce fecond Cas 
on tombe, par les Méthodes ordinaires, dans un autre in- 
convénient; c’eft d'être conduit à des équations plus com- 
pofées qu'il ne faut, & qui renferment-dés racines fuper- 
flues, qu'il n’eft pas toujours aifé de démêler de celles qui 
donnent la vraye Solution du Problème. On fe propofe 
dans les deux Nos, füivants de remédier à ces inconvé- 
nients. 


Q Uand un Problème renferme plufeurs inconnues , 
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No. I. 
Voyez pag. s9 6: 60. 


Soient plufcurs inconnuesz, y, x, v, de. & autant d'équations 


À = 2 ET EX x Eu Po Êc. 

A = 22H Ty+ Lx 4 Vu + de. 

À = 228 Ty Lx Vo dre. 

À = 2 ER Ty XX LV to + de 
tc, 


où les lettres 4, 4°, A°, A*, dv ne mar- 
quent pas, comme à l'ordinaire, les puiffances d'A, mais 
le prémier membre, fuppofé connu , de la prémiére, fe- 
conde, troifiéme, quatriéme &c. équation. De même Z', 
2°, dc. font les coëfficients de z ; T°, T°, Gr. ceux de 
35 À", X°, dv. ceux de x53 W',V?, &r. ceux de v; 
&c. dans la premiére, feconde, &c. équation. 

Cette Notation füppolfée , s’il n’y a qu’une équation & 

Le 


u’une inconnue Z3 on aura 32— <—, Si] a deux équa- 
q Æ 4 q 


tions, & deux inconnues z & y; on trouvera z —— 
Z'A —Z" A 

ZT ZT 

équations & trois inconnues %, J, & X3 on trouvera 
APR AXE AY OAV XE HE AY Xe — AY: XT 


ZEX— PIX—PNN LZNIN PP ny 
Z'AX—L'ANX—L'A X + LA X ED A X TD Avr 


S'il y a trois 


2= 


TZR ZTEZTR RZPXEZNX y A 
ZA TN AV A LE ZA LDY 4  DY- A7 

N== en ses 
ZA —ZNX—ZYLLZzNy +ZY'X— ZT X 
Zosrod. à l'Analyfe des Lignes Courbes.  Oooo  L'é- 
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L'examen de ces Formules fournit cette Règle générale. 
Le nombre des équations & des inconnues étant #, on 
trouvera la valeur de chaque inconnue en formant # frac- 
tions dont le dénominateur commun a autant de termes 
qu'il y a de divers arrangements de z chofes différentes. 
Chaque terme eft compolé des lettres ZTAW &*. toujours 
écrites dans le même ordre, mais auxquelles on difiribue, 
comme expofants, les # prémiers chiffres rangés en toutes 
les maniéres pofñfibles. Aïnf, lorfqu’on a trois inconnues, 
le dénominateur a [ 1X2X3=—] 6 termes, compolés des 
trois lettres ZT X, qui reçoivent fuccellivement.les expo- 
fants 123, 132, 213, 231, 312, 321. On donne àces 
termes les fignes + ou ——, felon la Règle fuivante. Quand 
un expofant eft füivi dans le même terme, médiatement 
ou immédiatement , d’un expofant plus petit que lui, j'a- 
pellerai cela un déragement. Qu'on compte, pour cha- 
que terme, le nombre des dérangements:. s'il eft pair ou 
nul, le terme aura le figne +; sil eft impair, le terme 
aura le figne—, . Par.ex. danse terme Zi ny 
a aucun dérangement: ce terme aura donc le figne +. Le 
terme Z°T'X° a auffi le figne »#k, parce quila deux dé- 
rangements ,.3 avant 1 & 3 avant 2. Mais le terme ZX; 
qui a trois dérangements, 3 avant. 2,43 .avant 1,8 2 avant 
5, aura lefigne—. | 

Le dénominateur commun étant ainfi formé, on aura 
la valeur de % en donnant à ce dénominateur le .nu- 
mérateur qui f forme en changeant, dans tous fès ter- 
mes, Zen Æ Etla valeur d’y eft la fraction qui a le mé- 
medénominateur & pour numérateur la quantité qui ré- 
fülte quand on change en 4, dans tous les termes du 
dénominateur. Et on trouve d’une maniére femblable la va- 
leur des autres inconnues. 


Généralement parlant, le Probléme eft déterminé, Mae 
1 
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il peut y avoir des Cas particuliers, où il refte indétermi- 
né; & d’autres où il devient impoñhble. C’eft lorfque le dé- 
nominateur commun fe trouve égal-à zéro; c’eft-à-dire, 
s’il n’y a que deux équations, lorfque Z'# —Z°Y —o, 
s'ily ena trois, lorfque Z'Y:X:-——Z'Y3X:— Z*y: x: 
HZYIXIEZIYIX — ZT X—0, &c. Alors, fi 
les grandeurs 4°, 4°, 4°, Ôx. font telles que les nu- 
mérateurs foient auñfi égaux à zéro, le Problème eft indé- 
terminé; car les fraétions ?, qui devroient donner la va- 
leur des inconnues, font indéterminées. Mais fi les gran- 
deuts 4°, 4°, A’, &v. font telles que, le dénomina- 
teur commun étant zéro, les numérateurs ou quelques-uns 
d’entr'eux ne foient pas zéro, le Problème eft impoffible, 
ou du moins les grandeurs inconnues qui peuvent le ré- 
foudre font toutes, ou en partie, infinies. Par ex, fi l'on 
a ces deux équations 2 — 32% — 2y & S— 62 —4}, 
on trouvera Z2—2:&y—3;, Donc z & y font des gran- 
deurs infinies, qui font l’une, à l'autre en raïfon de 2 à 3. 
En dégageant les inconnues par les Méthodes ordinaires, 
on tomberoit dans cette équation abfurde 35%, Car la 
prémiére équation donne z = © y + 5 & la fecondez — 
#y+5 Donc 5 Y+; —$y+i, oui: ce qui ef 
abfurde, fi z & y font des grandeurs finies Mais fi el- 
les font infinies, on peut dire fans abfurdité que z —; 
+5 & en même téms que z ==? y+ #5 parce que les gran- 
deurs finies $ &% n'étant rien en comparaifon des grandeurs 
infinies z.& ©? y, les deux équations z—": y +:&7=i)+E 
£ réduifent toutes "deux àz—% y, qui na rien de con- 
tradiétoire. | 
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& 1. Soient x & y deux grandeurs variables, dont le 
rapport, tant entrelles qu'avec des grandeurs, conftantes , 
foit exprimé par les deux équations A & B, la prémiére 
de l’ordre # & la féconde de l’ordre #. 

Xt— [rats fr] ere 13 Jos 4 dre [rr]=0o 
B.... (Co) x°+ (1) 4° #4 (2) x 4 (2) 2° d'ou (72) x = 0 


Lesi,1*,r?, &c. dans des parenthéfes quarrées, marquent, non 
les puiffänces de l'unité , mais les coëfficients de x, ou les 
fonétions rationnelles de y qui multiplient les puiffances dex 
dans léq: A. Et leschifireso, 1,2, 3, &c. dans les pa- 
renthéfes rondes, indiquent auf les fonétions rationelles 
d’y qui multiplient les puiffances de x dans l'équation B. 
L'ufage de cette Notation paroïtra dans la fuite, & les pa- 
renthéfès ne laiflènt aucune équivoque. On propofe de fai- 
re évanouir x, au moyen de ces deux équations, & de 
trouver celle qui exprime le raport des fonétions [r],[ 1°], 
[1°], &c. (Co), (1), C2), &c. c’eft-à-dire de trouver l’équa- 
tion en y & Conftantes , qui refte quand on a fait évanouir 
x. Nous nommerons cette équation C. 
$. 2. Que #, b,c, 4, à. repréfentent les racines de 
léq: À, ou les fonétions, rationelles ou irrationelles, dey 
qui font les valeurs de x dans cette équation x* —[1] 
x1 de [1] —0. Comme elle eft du dégré », lenom- 
bre de fes racines ef: Et les fubftituant fucceffivement 
. dans l’éq: B, on aura # équations &, 8, y, d', &c; où x 
nc paroit plus. 
(o)4° HG) a (a) a. + (r) 4m —o 
Co) 2° + (1) 8° + (2) 6° + (m2) 4m = 0 
Co) + (ce +2) + Gr) = 0 
d... (o) +1) d' Hz)... Æ (r) dm —0o 
&C: de. 
Ces 


om 


— — 4 
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Ces équations font le réfultat de l’évanouiflement de x, 
& leurs racines font les valeurs de » qui fatisfont aux deux 
équations À & B, & que donneroit auffi l’ég: C trouvée 
en éliminant x par quelque Méthode que ce foit. Ainf 
lég: © doit avoir les mêmes racines que toutes les équat: 
&, B, y, d, enfemble. Elle n'eft donc autre chofe que le 
produit de ces équations multipliées les unes par les autres. 
&. 3. Or ce produit des éq: «, 8,7, d, &c. fe for- 
men multipliant chaque terme de chaque équation par 
chaque terme de chacune des autres. Il eft la fomme de 
tous les produits particuliers qu’on peut faire, en prenant, 
de toutes les maniéres pofñfibles, un terme de chaque é- 
quation. ; 
Aiofñ, multipliant d’abord « par 8, ou chaque terme de 
æ par chaque terme de 8, on aura 


(00)4°2°+ (0122 #02 )4° 0° H(03)4°b5 + (04) 4° 284 rc. 
H(ro)e BH 1)4 D 12) a D +13) 4 Ltée. 
"F(20)4° L°H(21)4 LH (22) 4 LL dre. 
HGO)4 8 + (1)a2 +, 
+ (40)4*L° +. 
à +. 

ou plus briévement, 


be og! je p 04 
CODE RCO)S ge PHCO2)S pspe (C3) Sparge FO LM Gr, 


pr 1p2 123 
HÇL1) 4 HG RAD eo 
+2) #5 or, 


Si on multiplie ce produit des deux éq: «, 8, parla troi- 
fiéme y, ce qui fe fait en joignant chaque terme de > à 
chaque terme combiné de 48, ou en aflortiffant, en tou- 
tes les maniéres pofbles , un terme de &, un de B, &unde 
7; ON aura 

O0o00 3 (000) 


(000)4°20:24{o001) $ + 4°b'c°4 (002) 
a'b°c° 
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a°b°c' a°b°c° a°b°c? 
a°b%c0L(003)< Ha br Le. 
+ abc +u5b0c° 
a°b'c' a°b'c°+ab?c" 
HHor1) à Ha bc (012) Hub Lu tho Le, 
+a'b'c° abc typo 
(air) abc! be 


Et ainfi de füite, quel que foit le nombre # des équations 
«, B, y, d', &c. qu’on multiplie les unes par les autres. 

$. 4. Dans chaque terme de ce produit, ou équation 
finale C, on diftingue deux Fafewrs. L'un, que nous ap- 
pellerons. Faéleur -prémier, eft le produit de quelques coëf- 
ficients de l’ég: B, & il eft exprimé par des chiffres, com- 
me (ooo), (oo1), (o12) &c. L'autre, que nous nomme- 
rons Fafeur-fecond, eft une fonétion des racines #, b, €, 
Gr. de l'éq: A. 

&. 5. Les Fafleurs - prémiers fe trouvent  aïifément. II 
ne s’agit que de combiner # à # les termes du polynome 
Co)+QD+ (C2) HG) &c.. #H (7). Qu'on mette à la pré- 
miére Colomne (or), qui eft (o) élevé à la puiffarice #3 à 
la feconde, (o#1) multiplie par tous les ‘autres termes du 
polynome (1), C2», G), &c.; à latroifiéme, Co"2) multi- 
pliée par tous les produits (11), Cr2); (13) &c. (22), (23) 
&c. (33) &c. &c. qu'on peut faire en combinant ces ter- 
mes deux à deux; à la quatriéme, (o*3) multipliée par 
tous les produits de ces termes pris trois à troïs, (xr1), 
Crr2), (113) &c. C(122),C123) &c. (133) &c (222), (223) 
&c. (233) &c. (333) Kc. Kc; à la cinquiéme, (or-#) mul- 
tipliée par tous les produits des mêmes termes pris quatre 
à quatre; & ainfi de fuite: On aura les Fafewrs-prémiers 
rangés comme on les voit dans la Table fuivante pour le 


Cas particulier de = 3 &n—4. 


(ooo) 


og 
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(0000) (0001) + (0011) + (ot11) (irri) 
+ (0002) + (0012) + (O112) + (1112) 
(0003) + (0013) + (o113) + (1113) 

+ (0022) + (o122) + (1122) 
(0023) + (0123) + (1123) 


M 0 


663 


LAIT 


Où l'on voit que le chiffre Co), élevé d’abord à la puif- 
fance #, puis, à la puiflance #—1, &c. fert en quelque 
maniére à completter les dimenfions qui manquent aux 
chifres fignificatif, & à faire. qu’en. chaque terme il y ait 
_n chiffres. De forte que dans la fuite, nous négligerons 
ordinairement d'écrire ces puiffances de:(o) , quoiqu'il fail- 
le toujours les fous-entendre dans ces Kafeurs-prémiers. 
Car Co) eft une grandeur bien réelle. 

$ 6: On peut confidérer, dans cette difpoñition des 
Faëleurs-prémiers, les lignes luivant. lefquelles ils font ran- 
gés. Dans chacune le Fafenr füivant fe forme du précé- 
dent par le changement de (o)en (1); de forte que le pré- 
mier Fañleur de chaque ligne étant donné, on a tous les 
autres. | 

On peut auffi difinguerscesylignes en ordres. Le pré- 
mier ne contient que la prémiére ligne, qui commence 
par le terme (cr), 

Le feconda #7 — 1 lignes, dont les prémiers termes 
font (o“-12), Conrtz) &c, jufqu’à € Cor); c’eft-à-dire, 
les produits de (o%1) par tous les termes du polynome 

CxCep- 
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excepté les deux prémiers (o) & (1). 

Le troifiéme ordre eft compolé de ED —9) 
lignes, qui commencent par les termes (o"-:22), (o-223) 
&c. lefquels naïffent en multipliant (o*-2) par tous les pro- 
duits qu’on peut faire en combinant deux à deux tous les 
termes-du polynome, hors les deux prémiers. 
Cn—1)(m—2).(m—3) 

12216 
lignes, qui commencent par les Fafewrs (o“3222), 
Co”3223) &c formés de la multiplication de (o“3) par 
tous les produits qu’on trouve en combinant trois à trois 
tous les termes du polynome à l'exception des deux pré- 
miers. 

Les ordres füivants fe forment d’une maniére fembla- 
ble; de forte qu'en ne comptant point les deux prémiers 
termes (o), & (1), du polynome (o)+(1)+@)+() 
&c. on peut dire que les termes du prémier ordre n’ont 
aucun chiffre, que ceux du fecond n’en ont qu'un, que 
ccux du troifiéme en ont deux &c. comme on le voit af 
Ée évidemment en jettant les yeux fur la Table du &. pré- 
cédent, 


$. 7. Quant aux Fafewrs-feconds de l'équation C, 
leurs Fafenrs-prémiers es repréfentent. Chaque chifre du 
Fableur-prémier annonce, dans le Fafeur-frcond qui lui eft 
Joint, une puiflance des lettres #, 4, c, d, dre. dont ce 
chifire eft l’expofant , & ces puiffances font autant de ter- 
mes qu'il y a de maniéres de les arranger. Car le produit 
aByd &c ($.3) étant la fomme de tous les produits qu’on 
peut faire en prenant un terme dans chaque équation #, 
B, y; 9, &c. chacun de fes termes aura toutes les lettres 
abcd Ce. élevées aux mêmes ou à différentes puiflances. 
Ët comme, par la notation des coëfficients dans les équat: 


æ, LA 


Le quatriéme ordre a 


D cm, 
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28, y; à, &c. (& 2), chaque puiffance des lettres z, 
> C3 4, Ôt. porte avec foi, comme coëfficient , le même 
chiffre qui eft fon expofant, le Fafleur-prémier, produit 
des coëffcients, {era compofé de tous les chiffres qui dans 
le Fafeur-fecond font expofants des lettres 4, 2, c,d, dt. 
Ainf le terme 2'4°%°4°@c. venant.de la multiplication 
de (1) 4° par (o)£4° par (o}e° par Co) d° &c. aura pour 
Faëleur-prémier (or), Et, par la même raifon, (on-11) 
cftauñi le Fafeur-prémier de a'b'e déc. &de 4 br déc 
& de 4°b'c°d'&c. Tous ces termes fe réuniflent donc 
en un feul, qui a pour Faëleur-prémier (or-11), & pour 
Faëleur-fecond 4 bd. + Bb d Etc. 4 abc d'Ec. 
k 4°b°c°d'ér., ou fimplement 4 +8 +6 x déve. puif- 
que toutes les puiffances zéro ne font que des unités. 

De même, tous les termes où font combinés une raci- 
ne, un quarré, & un cube de diverfes lettres ( car une mé- 
me lettre ne fe repéte pas dans un même terme ) tels que 
4° bc, où a'b°c de dr. étant produits par la multipli- 
cation de (1) 4! par (2) 4° par (3) c* par (o) 4° par (o)e® 
&c. auront pour Faëleur-prémier (o“3123) ou (123) en 
omettant les o (4. 5.) Doncle Fabeur-fécond de (123) eft 
za bc u” abc K be hu 4° bte Hi 4 be + 4 bc" A 
4 4° b°4? + a'L'd? +- a b'd? +k 4°b°d' + 2 bd! L 4° b° 4° 
Oc. + a cd) He 4e d? Hd Lee d'a 0 dd + ad 
ÔC, + bL'cd + 18 4? + bc 4 -H bc d' > b'c'd: bc? 4" 
dc. c’elt-à-dire la fomme de tous les produits qu’on peut 
faire en combinant une racine, un quarré, & un cube de 
trois lettres différentes. prifes parmi celles qui reprélen- 
tent les racines de À. 

$ 8. Si donc les racines de l’éq: A étoient connues , 
il froit aifé d’avoir tous les Faëleurs-feconds de l6q+:C: 
Mais ces racines font inconnues, lorfque l'ég: A eft d’un 
dégré trop. élevé pour que lAlgébre en puiflé donner la 
folution. 

Iatrod, à lAnalyfe des Lrenes Courbes. Pppp Ce- 
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Cependant ces Fafewrs-feconds fe peuvent toujours 
calculer & exhiber fous une forme rationelle, au moyen des 
coëfficiens de lég: A...xt—[1]x: fi] [1°] 
x73...... [ir] 0. Car, les fignes -k & — étant alterna- 
tif, on fait que [1], coëfficient du fecond terme, eft égal 
à la fomme a+ + ch dE rc. des racines, & par conté- 
quent au Fafeur-ficond de (o"11): que de même [1°], 
coëfficient du troifiéme terme, eft égal à 42 # ac k ad 
de. 4 be + bd + Sc. H cd+ dc. fomme des produits des 
racines prifes deux à deux, ou au Fafeur-fecond de (o"-:11) 
ou (1°): que parcillement le coëfficient {1°} du quatriéme 
terme eft égal à abc 4 abd 4 Ge.  acd + dc. + bid + Ôr. 
fomme-des produits des racines prifes trois à trois, & Fac 
zeur-fecond de (o“-111) ou (1°): que de même [1*] eftle 
Faëleur fecond de (1*) &c. Les coëffcients de l’ég: À don- 
nent donc, immédiatement & fans calcul, tous les F#. 
teurs-feconds de la prémiére ligne | $. s. |; ou du prémier 
Ordre [ $. 6 ]. Et au moyen de ceux-là, ou trouvera tous 
les autres par le Théorème fuivant. 

6. o. Si on multiplie un Fafewr-fecend quelconque par 
un Fafeur-fecond dont le Fafeur-prémier n'ait qu’un feul 
chiffre fignificatif, c’eft-à-dire différent du zéro: le produit 
eft égal à autant de Fafeurs-feconds qu'il y a de chifres 
différents dans le Fafeur-prémier du multiplicande. On au- 
ra les Fafeurs-prémiers de ces Faëfleurs-féconds en ajoutant 
le chiffe du multiplicateur à chacun des différents chiffres 
du multiplicande. Et sil arrive que, dans quelcun de ces 
Fafleurs-prémiers du produit, un chiffre foit repété plus fou- 
venrque dans le Fafleur-prémier du muluplicande, on pren- 
dra ce Fafleur-là autant de fois que ce chiffre y eft repété, 

Par ex. le produit du Fafeur-fecond de (o":6111223) 
par le Fafeur-fécond de (o"-11} eft égal à la fomme du Fxc- 
teur-fecond de (or-6111224), de deux fois le. Fafeur-/e- 
sond de (0"°6 111233), de trois fois le Fafeur-fesond de 

Cu 
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Co ér112223), & de quatre fois le Fafeur-fecond de 
Co”71111223). Ce qu’on exprime en abrégé par cette équa- 
tion [111223] x 1] = (rrre24] + 2 [111233 ] 
3[ 112223 | +4 {1111223 |, où les chiffres renférmés dans 
les parenthéfes quarrées défignent les Fafewrs-feconds dont 
les Fafleurs-prémiers auroïent les mêmes chiffres dans des 
parenchéfes rondes, & où, pour abréger, on omet les 
puiflances de (o). 

Voici comment fe forme cette équation felon le Théo- 
rème, Dans le Fafeur-prémier (o"-6111223 ) du multipli- 
cande, on voit quatre différents chiffres o, 1, 2, 3. Le 
produit de [111223] par [1] aura donc quatre parties. 
On aura le Fafeur-prémier de la prémiére, en ajoutant le 
chiffre 1 du multiplicateur au chifite 3 du multiplicande, 
ce qui change (06111223 ) en (o“-S111224). Et comme 
aucun chiffre ne f trouve plus fouvent en (o"-111224) 
qu'en (o"6111223), le Faflewr-fecond [111224 ] ne fera 
pris qu'une fois. Le F«feur-prémier de la feconde partie 
{© forme en ajoutant le chiffre 1 du multiplicateur au chif- 
fre 2 du multiplicande, ce qui change (o"-6r11223) en 
(o“-6111233), où le chiffre 3, qui n’étoit qu’une fois dans le 
multiplicande, fe trouve deux fois On prendra donc 
deux fois le Fafeur-fecond | 1112331. De même pour avoir 
la troifiéme partie du produit, on ajoutera le chiffre r du 
multiplicateur à un des chiffres 1 du multiplicande 
(o"-$ 111223), ce qui le change en (o"S112223), où 2 
eft repété trois fois, au lieu qu'il n'étoit que deux fois 
dans Îe multiplicande, On prendra donc trois fois le Far 
zeur-fecond | 112223 |. Enfin, ajoutant.le chiffre : du mui- 
tiplicateur à un chiffre o du multiplicande, on transforme 
(ow6111223) en (o“71111223), où lon voit quatre r, 
au lieu des trois qu'il y avoit dans le multiplicande, On 
prendra donc quatre fois [ 1111223. Et ainf l’on aura l’é- 
quation 
| Pppp 2 [xrr223] 
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$. 10. On peut remarquer, dans cette équation, que 
dans chaque terme du fecond membre, la fomme des chif. 
fres renfermés dans les parenthéfes eft la même, favoir la 
fomme des chiffres du-muültiplicateur & du multiplicande: 
parce que les chiffres de chaque terme du fecond membre 
de l'équation font formés par l'addition des chiffres du mul- 
tiplicande & du multiplicateur. 

$. 11 La preuve de ce Théorème [ qu’on f conten- 

tera d'appliquer au cas particulier qui a fervi d’Exemple, 
mais qu’on Concevra aifément être générale ] f tire de ce 
que le multiplicande [111223 ] eft la fomme de tous les 
produits, tels que 4*8*c*d'e'ff, de trois racines d'e'f par 
deux quarrés 8° & par un cube 4° de différentes lettres 
C$-7); & de ce que le multiplicateur [1] eft la fomme 
de toutes les racines 34 b4Hc+d+etfu Eh, tr. 
de A. Multiplier par [1] chaque terme de [xrr223 ], 
comme #'bc'd'e"f", c'eft donc le multiplier 1°, par lara- 
cine # qui, dans ce terme, a fon cube »’ » 2°. par les ra- 
cines b, 6, quiy font élevées au quarré &?, c°, 3°. par 
les racines 4, e, f, qui fe trouvent dans ce terme, & 4° 
par les racines g, h , @t. qui ne paroiflent dans ce terme, 
ni par elles-mêmes, ni par leurs puiffances. 

Or la multiplication de chaque terme;tel que 4°8°c*d'erfr, 
par la racine #, qui dans ce terme a 3 dimenfons, donne 
tous les termes tels que 4*b*c*d'e'f" qui font enfemble le 
Fafleur-fécond [111224]: & elle ne le donne qu’une fois, 
parce que chaque terme tel que 4*b°c*d'e'f' ne peut être 
produit, dans la multiplication de [111223 ] par [1 ], que 
d’une feule maniére , favoir en multipliant 4°2*c'd'c"f" par 4 

Mais la multiplication de chaque terme, tel que 
#'b'ed'e'f", par une des racines b, [ous, | qui ont, 
dans ce terme, leur quarré &* [ous*], produit tous les 

(EL 
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termes; tels que #86 4" 


ef", dont là fomme faitle Fac- 
teur-feécond | 111233], & elle produit deux fois cette fom- 
me; parce que chacun de ces termes fe trouve deux fois 
dans le produit [111223] xX[1]; a'b'ed'e'f y paroi 
fant, & comme produit de a'b'éd'e'f par #, & comme 
produit de #4'c*d'e'f" Par #. 

La muliplication de Chaque terme, tel Que 4'B'c*d'ef", 
par une des racines 4 [ou e, f ] qui dans ce terme n’ont 
qu'une dimenfon , 


produit tous les termes tels que 
4" l?cd'é"f" dont la fomme eft le Fafleur-fecond [xr2223], 
& elle la produit trois fois: Parce que chaque terme fe 
trouvetrois füis dans le produit L111223 ]xf 1 |. Par exem- 
ple 4°b°c° def S'y trouve formé par la Multiplication de 
a b'cd'e ff. par 4, & par celle de 48014107 f par c, & 
encore par celle de #°4'c*d'ef par 8, 

Eofin la multiplication de tous les termes, tels que 
#b'cd'e f, par quelque racine comme £, différente de 
celles #4, 2, c, d,e,f, qui y font déjà, produit tous les 
termes, tels que #°2°6°d ‘e'fg"; dont la fomme et le Fac 
teur-fecond [11112231], & dans ce produit chaque terme 
fe trouve quatre fois; parce que 4'b°c*d'e'f'e par ex. eft 
produit en quatre maniéres, fe. en multipliant #26 d'ef" 
par g, OÙ #'b'cd'e'g' par Où 4 bi d'f'£" par e; ou 
#bcef'g par 4 

Le Produit [11 1223]x[ 1] eft donc compofé des qua- 
tre parties [111224] 2 [111233] 3 [x 12223 | + 
afz111223]. 

& 12. Par ce Théorème, on peut calculer tous les 
Faëleurs-feconds de l'équation C; au moyen de ceux du 
prémier ordre, qui font les coéfficiens de l'équation don- 
née À (4.8). Pour cet cffêt, on décompolera en deux 
parties le Faëleur-prémier dont on cherche le Fafeur-fe- 
sond. L'une n'aura que des Co) avec un ful chiffre fi- 

Pppp 3 guificatif, 
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gnificatif, qui vaut une unité de moins que le plus grand - 


chiffre du Fafleur propofé: L'autre contiendra tous les 
chiffres du Fafeur propolé à la réferve du plus grand, 
auquel on fübflituera l'unité. En multipliant l'un par l’au- 
tre les Fafeurs-feconds dont ces parties font les Fafewrs- 
prémiers, on aura par le Théorème précédent une équa- 
tion, dont un des termes fera le Fafeur cherché, & dont 
tous les autres termes feront des Fafewrs-feconds qui fe trou- 
vent dans des lignes füpérieures , fi l’on difpofe les F4c- 
teurs-prémiers comme on l'a indiqué au & s. Donc, fi 
lon calcule les Fafeurs-feconds ligne par ligne; quand 
on vient à calculer celui-ci, on aura déjà tous les autres 
par le moyen defquels il eft donné & connu. 


On cherche, par ex. la valeur de [o123 ]. On dé- 
compofera ce nombre en deux parties [ 0002 ] & [orr21; 
dont la prémiére n’a que le chiffre fignificatif 2, moindre 
d’une unité que 3 le plus grand chiffre de ceux du Fafeur 
propolé; & dont la féconde partie Lor12]a tous les chiffres 
du Fafleur propofé Lor23], hors le plus grand 3 qu’on a 
changé en 1. On multipliera [or12]par { 00021, & on 


L4 


aura l’équation { o112]X[00021=[o114]+ [01237 


+ 2 [1122], d’où l’on tirera [or23] — [orrx21 X 


[ooo2] — Lorrgh 2[ra22s "AïinfiCor231 eft 
donné par Lo1r2], [ooo2], [o:141 & [1122]. Mais 
ces Faëlenrs-feconds font déja calculés, quand on viendra 
à la ligne où @ trouve [or233 Car Lor:123, [ooo2] 
& Lorr41] font du fécond ordre (4, s), & C::1227, qui, 
auf bien que [o123 |, eft du troifitrne ordre, fe trouve 
dans la ligne immédiatement fupérieure, parce que/le chi£ 
fre 2 précéde immédiatement le chiffie 3. Donc fi on cal- 
cule ces Fafeurs-feconds ligne par ligne, on a déja, quand 
on vient à calculer [ o123 |, tous ceux par lefquels il eft 
donné, 


$. 13, 
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$. 13. On peut fupputer ainf l'équation C, à quel- 
que dégré que s’éléve la variable x dans les éq: À & B. 
Il cft vrai qu’on y trouvera cet inconvénient, c'eft que 
pour calculer certains Fafewrs-féconds qui entrent dans léq : 
C, il fut en avoir calculé d’autres qui n'y entrent pas. 
Aïofi pour avoir la valeur de [0123], il faut connoitre 
celle de [ 0114 |, qui feroit d’ailleurs inutile fi léq: B ne 
pale pas le quatriéme dégré. Quoique cet inconvénient 
{oit plus apparent que réel, payant d'autre incommodité 
que celle d’allonger le Calcul; on. pourra, fi l’on veut, 
le lever au moyen de la Règle füivante, qui fert à fuppu- 
ter'le produit de deux Fafeurs-feconds quelconques. 


1°, Ecrivés de füite tous les arrangements poffbles des 
chiffres du multiplicande, Le calcul fera plus court, fi 
vous choififlez pour multiplicande celui des deux Fafewrs 
dont les chiffies donnent le plus petit nombre d’arrange- 
ments. 

2°. Sous chaque arrangement écrivés les chiffres du 
multiplicateur, dans un ordre tel que vous voudrés, mais 
toujours le même, & ajoutés les chiffres de deffous à ceux 
de deffus. Ces fommes feront les Faeflenrs-prémiers dont 
les Fafeurs-feconds compofent le produit. 


3 Multipliés chacun de ces Fafewrs-feconds par la 
faétion qui a pour numérateur le nombre des permuta- 
tions des chiffres du multiplicateur, & pour dénominateur 
le nombre des permutations des chiffres du Fafewrmême. 


$ 14. Ce feroit trop s’écarter de nôtre but, que de 
s'arrêter à prouver cette Règle, dontiewre@eur attentif 
pénétrera aifement la raifon. J'ai cru pouttant devoir l'in- 
diquer , parce qu’elle fournit divers moyens plus faciles de 
calculer l'équation C, & qu'elle m'a été fort utile pour 
calculer en peu de moments l'équation C x, qu’on voit ici 
vis-à- 
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vis-à-vis, & qui eft celle qui réfulte de l’évanouïffement 
de x dans ces deux équations du 4°, dégré, 


A Dé — px M gé — 7x Æ [— 0 
B..... (0) C1) x+ C2) x (3) x? (dixit —0 


Cette éqg: Cx, où l'on a changé pour plus de com- 
modité l’ordre des Fafeurs, peut fervir pour tous les dé- 
grés inférieurs, & contient ainfi toutes les Régles que Mr. 
Newrox a données dans fon Ærthmét. univerf. pag. 73, 
74, & au delà. Car fi l'ég: B n’eft que du 3°. dégré, 
on fera (4) —0, ceft-à-dire, on omettra tous les ter- 
mes de l’ég: Cx où le chiffre 4 paroit entre les Fafewrs… 
prémiers, & alors toute l'équation fe peut & doit divifer 
par 2 Et fi l'ég:.B n’étoit que du 2°. dégré, on omet- 
troit encore tous les termes dans le Faflewr-prémier dans 
lefquels paroit un 3, & l'équation feroit encore divifible par 
1, &c. Mais filéq: A n’étoit que du 3e. dégré, on omet- 
troit dans les Fafewrs-feconds tous les termes où il y aune 
JS, & toute l'équation fe diviferoit par (o). Et fi A n'é- 
toit que du 2°, dégré, il faudroit encore omettre tous les 
termes où il y a une 7, & divifér une feconde fois l'équa- 
tion par (o), & ainfi de fuite. 
On propofe, par ex. d'éliminer x de ces deux équa- 
tions x°—24x" 4 4ayx —ÿ} = O & 4x + y°x — ay — 0. 
On comparera la feconde avec l’ég: B, & on aura (o) 
= — y, (1) =y, C2), RG)—=c— (4); | 
: ce qui réduit d’abord l'éq:-Cx aux cinq prémiéres lignes, 
toutes les autres ayant dans leurs Fafewrs-prémiers les chif | 


fres 3 ou 4 Enfuite on comparera la prémiére des deux 
équations propofées avec A, & l’on aura /=—1,p=—24, 
q—= 44, 7— y &f— 0. Cette valeur de / faifant 

as Éva- 
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ésanouïr toute la cinquiéme colomne , ce qui refte des cinq 
prémiéres lignes fera divifible par (Co) & par Z/, & après 
la divifon elles fe réduiront à ceci 


(000) /* ÆH(oo1) # “H(o11) 77 +(r11)7—0 
HHCoo2)pp—2lp H(o12) pg—3/r+(ir2)pr 
#H(022) 99 —2pr+(i22)gr 
+ (222)rr 


où, fubftituant à (o), (1), (2), 2, p, g, r, leurs va- 
leurs, 


4" y 4 4° y. 24 —4ÿ. 447 HA LYE 0 
Hay". (4a4—8ay)—a"y". (Baay—3y") #4 47°. 24° 
—4'ÿ (1644))-44y°)"+44)y.44* 
4’, j° 
qui fe réduit à 
— 2 y + 24°y° 4 dy he 
+44 — 84) — 8a*y +34 H2ay! 
—164°y* + 44*y° k 44°y° 
HA 


ou, réuniffant les termes homogénes , à 


374 y7+6ayS-1 245-1245 pt —0—(y ay +-64y-124%y-1245) 3°, 


$ xs. On pourroit tirer de ces Principes, plufieurs 
conféquences fort utiles dans l’Algébre: mais ne nous É- 
cartons point de notre but, qui eft de démontrer que fi À 
& B font deux équations, l'une de l'ordre # & l’autre de 
l'ordre #, l'équation qui réfulte de l’évanouiflement de la 
Ztrod, à ? Analyfe des Lignes Courbes. Qqqq  varia- 
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variable x ne fauroit être d’un dégré plus élevé que # ». 


Auot — [1] at [rt] see— Cr? 5e sun [17] —=0 
Bu. (oO)HÇ1)x HC2)xt HZ) Huus (77) X7 O0 


1°. Puifque l’éq: À eft de l’ordre #, elle na aucun 
terme où les expofants de x-& de y enfemble faflent une 
fomme plus grande que Donc Cr] eft une fonétion de y 
qui ne pal pas le prémier dégré, & [1°] une fonétion 
qui ne pañle pas le fécond dégré, &c. & [r"] une fonc- 
tion quine pañle pas le dégréx, c’eft-à-dire , dans laquel- 
le il n'y a aucun terme où y ait un expofant plus grand 
que #. 

Delà on peut conclurre qu'il n’y a aucun Fafleur - fe- 
cond. de l'ég: C où la variable y ait un expofant plus. 
grand que la fomme des chiffres de fon Fafeur-prémier : 
Que dans [o“3123 1 par ex. il n’ÿ a aucune puiflance de 
y fupérieure à la fixiéme ; parce que 1 2+3—6. 

Cette conclufñon fe déduit au moyen de deux Princi- 
pes. L'un, qui a été indiqué au €. ro, c’eft que les chif- 
fres de deux Fafewrs qui fe multiplient Pun l’autre font 
enfemble la même fomme que les chiffres des Fafeurs qui 
compofent le produit de cette multiplication. L'autre, qui 
ct connu, C’eft quefi on multiplie lune par Pautre deux 
Fonétions rationelles, de dégrés quelconques, d’une mê- 
me variable; le produit fera une Fonétion d’un dégré égal 
à la fomme de leurs dégrés. Si donc il eft vrai de dire de: 
deux Fafeurs-feconds multipliés l’un par l'autre, que cha- 
cun eft une Fonétion rationelle de y, où elle n’a point d’ex- 
pofant fupérieur à la fomme des chiffres de leurs Faffeurs- 
prémiers ;: cela fera également vrai de leur produit, & par 
conféquent de tous les Fafewrsfeconds qui compofent 
ce produit, Or on.a vû al commencement de ce À. ge 

CEA: 


| 
| 
| 
| 
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cela cit vrai des Fafeurs- feconds Li] , Li]... Lun 
de la prémiére ligne. Donc cela eft vrai des Fafeurs - fe- 
conds fans exception; puifqu’ils font tous produits, immé- 
diatement ou médiatement, par la multiplication des Fafewrs 
de la prémiére ligne (&. 12 }. 

Ainfi, pour prouver que y ne palle pas le 6°. dégré 
dans [1231], il fuffit de faire voir qu’elle ne pañlé par le 4°. 
dégré dans [r121, nile 2°, dansf21. Car, comme f[rr2] 
KXLC21] —= Cr14] "K [123]“H2[11221, le Fableur [1231 
eft une des parties qui compofent le produit de Érr2] par 
L21. Or on prouve que y ne pañe pas le 4°. dégré dans 
[x121, nile 2°, dans [ 21], par une fémblable décompo- 
fition. [11X[1]=—=(2]kaC11], Donc y, ne paflant pas 
le 1er dégré dans [1], ne pafféra pas le 2° dans [r]xç11, 
ou dans [2], qui n’eft qu’une partie du produit [1] X[x]. 
De même, puifque Cirr1X fi] == fr12] #4 C1*], & que 
y ne paîle pas le 3°. dégré dans [1°] ni le rer dans [11], 
elle ne paffera pas le 4°. dans pr? x [1], ni par conféquent 
dans [ri2], qui n’eft qu’une partie de ce produit. 

Par de fmblables raïfonnemens, remontant d'un Fx- 
veur-fecond quelconque à ceux du produit defquels il fait 
partie , & de ceux-là à d’autres, & ainfi jufqu’aux FaSewrs 
Li], [1°] &c. de la prémiére ligne, on prouvera toujours 
que.dans aucun Fafeur-fécond de lég: C, la variable y ne 


monte à un dégré plus haut que celui dont l'expofant eft 


la fomme des chiffres de fon Fafleur-prémier. 

2°. D'un autre côté, l'éq: B étant de l'ordre #7, elle 
ne contient aucun terme où les expofants de x & de y en- 
femble faflent une fomme plus grande que #7. Donc ÿ dans 
la Fonétion (o) ne pañlè pas le déoré 7, & dans (1) el- 
le ne pale pasle dégré #7—1, ni dans (2) le dégré 


‘om —2, RC. 


Par conféquent dans aucun Fafeur-prémier de Péq : C, 
Qggq 2 il 
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il n'y aura aucune puiflance de y dont l'expofant pafle [le 
nombre qui refte quand de ## on ôte la fomme des chif- 
fres de ce Faflewr. Ainfi dans (o“3123), y ne fauroit 
pafler le dégré #7—6. Car dans (3), > ne pañle pas le 
dégré #7 — 3, ni dans (2) le dégré #—2, ni dans (1) 
le dégré #—1, ni dans (o) le dégré #1, ni par confé- 
quent dans (o"-3) le dégré x (n—3) =mn— 37: 
Donc dans (0r-3123)—=(0"3)X(1)xX(2)x(3), yne pañle 
pas le dégré 27 — 3m, +m—1,+m—2,+m—3z 
=Nh—i—2— 3 = Mn —6. | 

2°. Cela étant ainfi, qu'on prenne dans léq: © quel 
terme on voudra, & fi l’on cherche qu'elle peut être la 
plus haute puiflance de y dans ce terme-là, ontrouvera que 
y ne peut s'élever dans le Faëkewr-fecond à un dégré plus 
haut que la fomme des chiffres du Fafleur-prémier Qn°. 1), 
oi dans le Fafenr-prémier à un dégré plus haut que le 
nombre qui refte quand on ôte de #77 la fomme de ces 
chifires (#°.2). Donc dans le terme complet, qui eft le 
produit du Fafeur-prémier par le Fafleur-fecond, y ne mon- 
tera point à un dégré plus haut que #7#, qui réfulte de 
Paddition de cette fomme & de ce refte. 

Ainf, dans aucun terme de l'équation finale €, 7 n€ 
monte à une puiffance plus haute que celle: dont #7 eft 
l'expofant. L'équation C n’eft donc, au plus, que du dé- 
gré #7: elle ne peut avoir plus de #7 racines, Ce gw# 
faloit démontrer. 


N°. IIL. 
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NCA BE E 
Dénonftration de la Regle de Mr. Hvppe. 
LEMME. 

Si on multiplie la fuite ‘bien ordonnée des termes d'un 
binome v y élevé à une puifance quelconque dont lexpo- 
fant foit V, par les termes de: la progrefion arithmétique o, 
1,2, 35 45 &C. le produit fera la puifancel—x de se 


binome: multipliée par \y> - 


La feule infpetion du calcul peut tenir lieu de preuve. 


2.@- AC 2),, 
(0H) = 0! + 0-17 4 Cu y + de. 
Q 0 2° 3 
AC A) (E | 
Joli y ED V}2 y EE os pag de. 


I 
— 1j x Got (Ar) oÙ: y RD ppde 
px) 
Croll. T. Si au lieu de la progreffion o, r, 2, 3, 4, 


&c. on avoit multiplié la fuite des termes de la puiffance 
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Cv+7y), par la progreffion o#, 1%, 2m) 3m, Gr. le 
produit auroit été 77/7 x (vu #4 y)#r. 

Car multiplier la fuite des-termes (uv) par o», 
12, 2m, O. Celt la multiplier par o, 1, 2, 3, &c. 
ce qui donne /yxÇ(v#Hy}#*, & multiplier le tout par”, 
ce qui donne #7/y x (way )l-r. 

Corel. XI. Si on multiplie la fuite des termes de 
(vHy)! par une progreffion arithmétique quelconque 
n,nvkm,n“Hke2m,n—+3m, dt le produit fera divifi- 
ble par (v#y)#1. 

Carmultiplier la fuitedes termes de (u»ky}! par la pro. 
greffion #, 2477, n +2m,Ô%,. c'eftla mültiplier 1°, par», 
ce qui donne #X(u#kKy)! = 7x Çuky) x (uæy)tr = 
Cano+ny)x(v+y)t1 & 2°. par la progreffion o#, 1", 
22, dc, ce quisdonne #/yx(v+y)l1, Le produit com- 
plet eft donc (rv-Hkny#H wm/y)X(v+y)kr, qui eft di- 
vilible par (v+y)f:, 


THEOREM _E. 


Si on multiplie, par une progrefion arithmétique quelcon- 
que, la-fuite bien ordonnée des termes d'une Egalité qui ait 
quelques racines égales; le produit fera une Egalité, qui 
aura toutes les mêmes racines égales, moins une. 


Le fecond membre d’une Egalité bich ordonnée étant 
zéro, le prémier membre eft divifible par toutes les raci- 
nes defquelles il eft le produit. Si l'Egalité a / racines é- 
gales, repréfentées par y Hv—o [y cit l’inconnue de l'E- 
galité & —"v fa valeur ]; le prémier mémbre fera Us 

Qis 
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Lfois par v>ky,,ceft-à-dire divifible.par:(v+y).. On 
peut donc repréfenter l’Égalité par cette. Formule (u-+ y)! 
X CPE 43 ry" + Jp &c): la grandeur p+7yÆry° 
+/9" + Gr. étant fuppolée le produft de toutes les racines 
différentes de y+ v — o. Si on dévelope la puiffance 


C(vHy)/, PEgalité ordonnée fera 


1 ? 7, L L /, L , z- 132 
pp pot D à Co 
VACE 
40! y+ lg vx y _— gp Ce. —=gy (+) 

+ ru! y* + fr vf y te. —=7y (v+yY 
” +/v'y° Se. —=f} (v+yY 


tu = Ê%. 


& fi on multiplie la füite de ces termes par la progref- 
fion arithmétique 


n nvkm nwk2m 23m dr. 


on voit que chaque ligne fera multipliée par une progref- 
fion arithmétique, la prémiére par la progreffion entiére 
7,7%, nrk2m,Ot. la feconde pars Hy, no 21. 
n"Kk 3, ©c. la troifiéme par #2», nk 2m, dt Or 
chaque ligne eft la puiffance / de v+y: & n'importe 
qu’elle foit multipliée dans la prémiére ligne par p, dans 
la féconde par 4y, dans la troifiéme par ry* , &c. il {e- 
ra toujours vrai [ Cr. préc. | que le produit de chaque 
ligne eft divifible par (v+y}-1. Donc toute lEgalité” 
multipliée par la progreffion, #, 24», #4 2», dr. eft: 
divifible par (u»ky)=1, Donc de / racines égales qu’el- 

: le: 
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le avoit avant la multiplication, elle en conferve /—r 
après la multiplication. 

Cor. Ainf, une Egalité, qui a une ou plufeurs raci- 
nes doubles, les conférve, mais fimples, après qu’on a 
multiplié la fuite de fes termes par une progreffion arithmé- 
tique quelconque, 


INDI 


rm 


ss 


E-NEDPIRCG-E 


DES CHAPITRES ET DES PARAGRAPHES. 


CHAPITRE PREMIER, 


De la Nature des Lignes Courbes en général \ & de leurs Equations. 


6. 1. 


2. 


3. 


12. 


13. 


LE: Lignes font réguliéres ow 
irréguliéres. pag. 1 
Lignes réguliéres ,lenr nature. 2 
Elles font la même chofe que les 
Lieux géométriques des An- 
ciens. i 2 
Lignes à fimple ou à double cour- 
bure. 3 
Ce que c'eft que lOrigine , les 
Axes; les Abfciffes , les Or- 
données. 3 
Ce que c'efi que L Equation d'u- 
ne Ligne. 4 
Exemple. 4 
Une même Ligne peut être re- 
préfentée par diverfes Equa- 
tions. 6 
Courbes algébriques © tranf: 
cendantes. 
Courbes exponentielles , interf- 
cendentes. | 
Courbes finies ; infinies, & mix- 
tes. 8 
Comment une Equation repre- 
fente une Ligne. 9 
Abfcifes & Ordonnées ; politi- 
.ves Ÿ négatives. 11 
Les Branches d'une Courbe font 
repréfentées par les racines de 


17. 


18. 


19. 


Jon équation. p.11 
Exemples. 12 
Une Ligne pale par lOrigine, 

quand Jon équation n’a point 


« de terme conflant. 16 
Trouver en quels points une Li- 
gne coupe fes Axes. 17 


Une Courbemanque où fes or- 
données font imaginaires. 18 
Exemple. 19 
Les limites des ordonnées réelles 
© imaginaires font des dou- 
bles-ordonnées, 24. 
Parce que les racines imaginai- 
res des-équations ont deux 
à deux. 2$ 
En quel fens on. peut dire que 
le cours d'une Ligne eff con- 
tin. 27 
Une Jeule équation peut repre- 
lenter Paffemblage de plufieurs 
Lignes. 28 
Comment on le peut difcerner.29 
Décrire une Courbe par points. 


39 

Exemple. 31 
Maniere de le faire en plufieuts 
CAS. 33 


Exemples. 34 
a C H 4A- 


 — 


IPMNEDHIACRE 


CTH APP T RrE 


I I 


Des transformations que fubit l’Equation d’une Courbe, quand on'la 


raporte à d’autres coordonnées. 


$. 24. PRincipe général de ces trans- $:28. Maniére plus commode d'éxécu- 
formations. pag. 38 ter cette Transformation. p.44 

25. Application de ce Principe aux 29: Transporter POrigine [ur un 
cas particuliers. 3 Point quelconque. 4$ 

* 26. Principe pour en abréger le Cal- Exemple. 43 
cul, 40 30. Changer La potion d'un des 

27. Tranfporter lOrigine [ur un Axes, fans changer POrigine. 
Point donné de l'unou de l'au- 49 

tre Axe. 43 Exemple. | so 

Exemple. 44 


CERPMRASE LIT RENE T ENT. 


Des différens Ordres des Lignes algébriques, 


$.31. PRrincipe de la divifion des 
Lignes algébriques en Ordres. 
s p.52 
32. Equations générales des Lignes 38. 
de chaque Ordre. 52 
33. L'équation d'un afemblage de 
Lignes d'Ordres inférieures ef? 
d'un Ordre fupérieur, 53 39. 
34: Toutes les équations d'une même une Droite peut rencontrer 
Ligne font d'un même Ordre. une Courbe d'un Ordre a 
53 Ne 52 
35. Difpolition des termes d'une 40. La Droite eft la feule Ligne du 
équation fur le Parallelogram- premier Ordre. 64 
me, ou fur le Triangle Ana- 41. Nombre des Points dans lefquels 
lytique. s4 une Courbe peut être rencon” 
36, Ce que c’efl queles Cafes , les trée par une Droite paralléle à 
Bandes © les Rangs de ce Pun de fes Axes. 69 
Triangle, s6 42. Le nombre des interfellions de | 


deux 


37- Nombre des termes des équations 
générales de chaque Ordre. 
LS Ÿ à 

Nombre des Points par lefquels 
on peut faire paller une Ligne 
d'un Ordre donné. 58 
Exemple. s9 
Nombre des Points dans lefquels 


nes ap soi PR mins 
tr - 


DES CHAPITRES ET DES PARAGRAPHES. ii 


deux Lignes déterminé Par les 
racines d'une Egalité. pag.7o 
6.43. Le nombre de ces Points eft 
quelquefois plus petit que celui 


Points de rencontre n’eft pas 
inférieur an nombre ‘des ra- 
cines 


72 
Exemple. 


72 


$, 45, Le nombre des Points de rencon- 

tre efl quelquefois plus grand 

que celui des racines. pag. 73 

Exemple. 73 

46. Nombre des Points dans lefquels 

peuvent fe rencontrer deux Li- 

gnes d'Ordres donnés. 7 

47. Explication d'une contradiétion 
apparette, 7 

48. Solution d'une autre difficulré.78 


TA TS me care 
CESR A ET EE TETE RICE CTI I 


Quelques Remarques fur la confruétion géométrique des Egalités, 


$. 49. LE: Egalités fe confiruifent par 
les interfetlions de deux Cour 

bes. p- 80 
Exemple. 

50. Maniére de trouver ces Cour- 
bes. 82 

$1. Limitation de ce choix, Le n0m= 
bre des interfe&tions des Cour- 

bes peut-être moindre que ce- 


| de ces racines. 71 
44. Cas dans lequel le nombre des 
lui des racines de P Egalité 


qu'on veut conftruire, 83 
| Exemple. 84 
| $2. Il peut être plus grand, 85 
| Exemple. g 
| 53- Maniére d'éviter ces inconvé- 
| niens. 86 
| Exemple. 87 


$: 54 Choix des Courbes les plus finr= 
Ples qui peuvent confiruire une 
Egalité d'un dévré donne. 88 

. Réflexions [ur cette règle. 9x 
+ Conffruélion d'une Egalité quel- 
coque par une Courbe € une 
Droite. 92 

+ Uage de cette confiruétion pour 
déterminer les limites des Ega- 
liés, © le nombre de leurs 
racines réelles © imapinai- 


res. 93 
S8. Application aux Egalités du fe- 
cond dégré, 95 
$9- Application à celles du troifié- 
me y 97 
60. & du quatriéme dégré. 103 


C H AÀ- 


ii} 


$. 


6. 


IMNPIDSIRCME 
ARRETE EDR D à D SU aout 


COHMA EI; TS: RME ST: 


Valeur du produit detoutes les Ordonnées d’une même Abfciffe, 


61. T'Héorème général. pag. 108 


cord Ordre, p.110 


62. Application aux Lignes du Je- $. 63. Er à celles du troifiéme. 116 


2200 0 RE EN 0 07 0 EE LO DAE 


CEHSAS RAI TA RTE FE 


Des Diamètres , Contre-Diamètres, & Centres des Lignes Courbes, 


64. V Aleur de la fomme de toutes 
les ordonnées d'une même ab[- 
cie. P 129 
65. Propriété de deux Lignes du mê- 
me Ordre , dont les équations 
ont les deux mêmes premiers 
termes, 129 
66. De ces deux Liones, lune peut 
être un afemblage de Droi- 
tes. 131 
67, Ou même une [eule Droite, qui 
eft le Diametre de La Courte 


133 

68. Toute Courbe 4 une infinité de 
Diamèrres. 134 

69. Diametres curvilignes. 135 
70. Diametre”abfoln, 137 


$. 71. Toute Ligne du fecond Ordre 4 


un Diamètre ab/olu. p. 138 
72. Trouver les Diametres abfolus 
des Courbes des Ordres fupé- 
rieurs ; lorfqu'elles en ont. 138 
73. Contre- Diametres. 141 
74. Une Courbe qui a un Contre- 
Diamètre en a une infinité. 


143 
75. Centre dune Courbe à ce que 
c'efi. 144 


76... Dérerminer» par l'équation du- 
ne Courbe, fielle a un Cen- 
tre, © quelle ef fa polition. 

144 
Exemples. + 144 


€ H Z- 


! 


DES CHAPITRES ET DFS PARAGRAPHES. v 
ee 


_CÉAVAN ETAT RUE 


20 0 À 


Détermination des plus grands termes d’une Equition. Principes de {æ 
Méthode des Séries , ou Suites infinies. 


$. 77. Ur Equation perd quelques- 
uns de jes termes ; quand on 
Juppo/e lune de Jes indétermi- 
nées infinie ou infitiment pe- 


tite. Pag. 148 
78. Ordres des infinis, potentiels & 
radicaux. 149 


79. Ordres des infiniment petits. 150 
80. Tentative infru£tueufe pour trou- 
ver les plus grands termes du- 


ñe Equation. 151 

81. Maniére de les trouver Par voie 
d'exclufion. 152 
Exemple. 153 


82. Ufage du Triangle analytique 
dans cette Recherche. ” 1 ss 
83. Propriété du Triangle analyti- 
que. 156 
84. Les termes ; qui font fur une 
méme Droite, ont des expo- 
Jants en progrelion arithmé- 
tique. 158 
85. Le rapport des différences de ces 
progrefhons dépend de linch- 
nailon de cette Droite. 159 
86, Les termes qui font fur deux 
Droites parallèles ont des ex- 
po/ans en progrelions arirh- 
métiques , dont les différences 
Sont les mêmes. 160 
87, Tous les termes qui font fur une 
même Droite, font du même 
ordre, Ji deux d'entr'eux font 
Juppofés du même ordre. 161 


$. 88. Raport des crdres des deux in- 


déterminées, dans cette [up- 


polition. P. 162 


© 89. Expofant de l'ordre des termes 


qui font fur une même Droi- 
te. 162 
90. Les termes, qui font au-defus 


. 


de cette Droite, font d'un or . 


dre fipérieur : ceux qui font 

au-deffous , d'un ordre infe- 

rieur, 164 

91. Delà, la Méthode Pour trouver 

les plus grands termes une 
Equation. 16 

92. Dévelopement de cette Méthode. 

Déterminatrices Jupérieures & 

inférieures. 16$ 

Exemples. 166 

93- Racines de l'équation donnée 

L4 “ . 

Par une Déterminatrice, pag. 

x 169 

94. Elles peuvent être imaginaires. 

170 

95- Ou demi-imapinaires. 171 

96. Remarque Jur Pexpofant de ces 
racines. 172 

97. Méthode des Séries, ou Suites 
infinies. 173 

98. Séries CONVergentes , © divers. 

gentes. : 174 

Les expo/ans des termes d'une 
Série CONVergente put 1ou- 
Jours en croïfant , où toujours 
en décroifant. 175 


a, 3 $. ico 


\o 
5 


V] 


€, 100, 


10, 
102. 


I _N@D I CE 


Séries afcendantes , Séries def- 
cendantes. pag. 177 
Forme générale d'une Série. 177 
Invefligation des termes [uc- 
cefhfs d'une Série. 177 


103. Remarque, © Exemples. 179 


104. 


105. 


106. 


$. 114. 


115. 


116. 


117. 
118. 


119. 


Séries imaginaires , demi-ima- 
ginaires , Séries qui fe four- 
chent. 184 

Exemples. 184 

Quelle ef? la place, fur le Tri- 
angle analytique ; des ter- 
mes dune équation transfor- 
mée. 137 

Exemple. 183 

Méthode abrégée de faire les 
transformations indiquées au 
6. 102. 192 


$. 107. 
108: 
109. 
111, 


112. 


113. 


En quels cas, quelques-uns des 
termes de ces transformées 
manquent. pag. 195 

Recherche des termes irrégu- 
liers d'une Série. 197 

Où efl-ce que la Série commen- 
ce à devenir réguliére. 200 

Détermination dela forme du- 
ne Série régulière, ou de la 
Juite des expoans des termes 
réguliers. 204 

Détermination des coëficients 
de ces termes. 204 

Exemples. 205$ 

Remarque , qui fert à faire 
connoître ; en bien des cas, fi 
une Série efl demi-imaginai- 
re. 213 


CHAT PE TINT  REEM VEEIE 


Des Branches infinies des Courbes. 


U Ne Pranche infinie de Cour- 
be l'éloigne infiniment , ou 
de l'un ; ou de L'autre des 
deux Axes , on de tous les 
deux. p.215 

Une Courbe à autant de Bran- 
ches infinies, que fon équa- 
tion peut donner de Séries 
defcendantes réelles différen- 


tes. 216 
Ces Séries déterminent la pofi- 
tion des Branches. 217 


Hÿperboles © Paraboles. 218 
Définition © Defcription de 
PHyperbole. 219 
Ce que c'eft que [es Afympto- 
tes, 229 


$. 120. 
121, 
122. 
123. 
124. 
125. 
126. 


127. 


128. 


Hyperboles oppofces. pag.221 
Hyperboles conjuguées: 221 
Hyperboles des Ordres fupe- 
TÉEUTS, 222 
Définition de la Parabole. 223 
Defcription de la Parabole.22$ 
Cette Courbe na point d'A- 
Dmptotes. 226 
Paraboles des Ordres Jupé- 
rieurs. 226 
Différence de l'équation dune 
même Parabole , fuivant | A- 
xe auquel on la raporte. 227 
Nombre © polision des Bran- 
ches des Paraboles © des 
Hyyerboles de jous les Or- 
res. 228 
129. Les 


DORE 


. 129. 


130. 


131. 


132. 


333. 


134. 


135: 


136. 


137. 


138. 


139. 


140. 


L41. 


DES CHAPITRES ET DES PARAGRAPHES. vi] 


Les Branches des Courbes font 
ou byperboliques ou parabo- 
liques. pag. 230 

Maniére de les difcerner. 230 

Branches hyperboliques ; trou- 
ver leur Afÿmptote droite. 

231 

Ce quec’eft que leur Afymptote 
courbe ; © leur Hÿperbole- 
afymptote. 232 

Branches paraboliques ; trou- 
ver leur derniére dire£lion. 

234 

Ce que c’ef que leur A/ympto- 
te courbe, © leur Parabole- 
alymptote. 236 

Trouver, par le Triangle ana- 
lytique , La derniére dire£tion 
des Branches infinies d'une 


Courbe. 237 
En quel cas une Courbe ef 
finie. 239 
Exemple. 239 


Quatre politions différentes des 
des déterminatrices ; par lef- 
quelles on trouve les Bran- 
ches infinies d'une Courbe. 

240 

Cas I. Branches byperboli- 
ques , AYANT un des Axes 
pour A/ÿmptote. 243 

Exemples. 245$ 

Cas IL. Branches hyperboli- 
ques , ayant leur A[ymptote 
parallele à l'un des Axes. 

261 

Exemples. e 262 

Pofition de ces Branches autour 
de leur Afymptote. 263 

Exemples. 264 

Abrègé du Calcul nécefaire 


$. 142. 


143. 


144. 


145. 


147. 


152: 


dans ce cas-là. pag. 273 
Exemples. 274 
Cas. III. Branches paraboli- 

ques, dont la derniére direc- 

tion efl parallele à lun des 

deux Axes. 284 
Exemples. 285 
Cas IV. Branches infruies,dont 

la derniére direëlion ef? obli- 

que aux deux Axes. 308 
Exemples. 31I 
Les Branches infinies d'une 

Courbe font toujours en nom- 

bre pair.» 342 
Une Ligne algébrique d'ur Or- 

dre impair 4, au moins, 

deux Branches infinies. 


343. 


+ Une Courbe algébrique ne peur 


avoir plus de Branches in- 
finies, qWil ny à d'unirés 
dans le double de Pexpofant 
de fon Ordre. 343 
Une Courbe algébrique ne peut 
avoir plus d’Afymptotes 
droites qu'il y 4 d'unités 
dans l'expofant de fon Or- 
dre. 344 


. Lorfqwelle à ce nombre d'A: 


Jymptotes , toutes fes Bran- 
ches font byperboliques. 345 


. Propriété de ces Afymptotes & 


de ces Branches. 345 
En combien de Points une 
Courbe peut reontrer [on 
Afÿmptote droite. 7 
Combien une Courbe algébri= 
que peut avoir d'A'ympto- 
tes droites paralleles à fes 
ordonnées. 349 
Combien elle peur avoir d'A- 


fP'mpto- 


vi . END 


CE 


fÿmptotes droites parallèlesen S.153. En quelcas elle peut les cou- 


1out. pag: 359 


per. pag. 351 


CRHSAMENTETERSEEPIEX: 


Divifions générales des Lignes des cinq premiers Ordres. 


$. 154. LE fecond Ordre n'a que trois 
Courbes , l'Ellipfe, dont le 
Cercle efl une efpéce, l'Hy- 
perbole & la Parabole. p.352 
155. Letroiliéème Ordre 4 quatorze 
Genres de Courbes. 359 
156. Les Courbes du quatrième Or- 
re; 
157. fe peuvent réduire à neuf Cla[- 
Jes,qui fe Jubdivifent en plu- 
fieurs Genres. 369 


$. 158. Le cinquiéme Ordre 4 onve 


Clafes. p: 397 
159. Nombre des Branches infinies , 


paraboliques © hyperboli- 
ques, des Courbes des cinq 
premiers Ordres. 398 
160. Regle générale fur le nombre 
des Branches, foit parabo- 
liques, foit hyperboliques,dans 
chaque Ordre. 399 


QE 


CEHSAMEFINRERME EX 


Des Points finguliers ; Points multiples , Points d’Inflexion 
& de Serpentement. 


.161. Points fimples © multiples. 


pag. 400 

162. Secantes Ÿ Tangentes. 409 
163. Points d'Inflexion. 401 
164. Point de double Inflexion , ou 
de Serpentement. 403 

165. Point de triple, quadruple, 
&c. Inflexion. 403 

166. Inflexions vifibles © invilt- 
bles. 403 


167. A quels Ordres les Courbes 
commencent à être [ufcepti- 
bles des diverfes Inflexions. 


4°4 


$. 168. Exemples de ces Inflexions 


dans les Paraboles des divers 


Ordres. p. 404 
169. Points doubles, triples ; qua- 
druples , Ôc. 493 


170. Connoître La fimplicité ou mul- 
tiplicité d'un Point fitué à 
l'Origine d'une Courbe. 409 

Exemples. à 4tl 

171. Connoître la fimplicite ou mul- 
tiplicité d'un Point quelcon- 
que d'une Courbe. 415$ 

Exemples. | 417 

172. Abrégé du Calcul , quand le 

Point 


mm 


DES CHAPITRES ET DES PARAGRAPHES. ix | 


Point ef? fitué Jur lun des 
deux Axes. : pag. 423 
Exemple. 23 


4 
$: 173. Trouver fi une Courbe 4 des 


Points multiples , où ils font , 

© quels ils font. 426 
Exempler. 428 

174. Trouver, dans l'équation d'une 
Courbe, les conditions qui 

lui donnent des Points mul- 

tiples. 440 
Exemples. 44t 

175. Une Courbe ne peut avoir au- 
cun Point, dont la multipli- 

cité ait le même expofant que 
lOrdre de la Courbe. 455$ 

176. En quel cas une Courbe ne peut 
avoir qu'un feul Point mul- 


tiple. 456 


$. 177. Une Courbe ne peut avoir deux 


Points tels que les expofans 

de leur mulriplicité fafent 

une fomme égale à l'expofant 

de lOrdre de cette Courbe. 

p. 456 

178. Une Courbe ne peut avoir cinq 
Points dont les dégrés de mul- 
tiplicité fafent une fomme 

double de l'expofant de fon 

Ordre. 456 

179. Une Courbe ne peut avoir neuf 
Points , dont les dégrés de 
multiplicité faffent une [om- 

me triple de l'expofant de 

Jon Ordre. 457 

180. Nombre des Points multiples 
qu'une Courbe d'un Ordre 

donné peut avoir. 458 


me, 
CON PCT TRE x" 


De la Méthode des Tangentes : Des Points d’Inflexion » &c. Des plus 
grandes & des plus petites abfcifles & ordonnées, &c, 


$. 181. T'Angentes des Points fimples 


©’ multiples ; combien de fois 

Jont cenfées rencontrer La 
Courbe. P- 460 

182. Trouver les Tangentes d'un 
Point ftué à lOrigine. 461 

183. Un Point peut avoir autant de 
Tangentes qu'ily a d'unités 

dans l'expofant de [a multi- 

plicité. 462 

184. En quel cas la Courbe touche , 
à lOrigine ;un de fes Axes, 

ou tous les deux. 463 

185. Détermination des Tangentes 


du Point ftué à POrigine. 


ag. 464 
Exemples. #5 6 


404 
$, 186. Déterminer s'il y 4 une Infle- 


xion à POrigine, (cs queleft 

Jon dégre. 467 
Exemples. 468 
187. Trouver les Tangente dun 
Point Jitué hors de Origi- 


ne. À 471 
Exemple. 472 

188. Détermination de certe Tan- 
gente. 472 


189. Trouver la Soñ-taigente. 473 
190. 


x HEN@DL IS GYÉE 
6. 190. Calcul abrégé pour trouver la  $. 197. Ufages de ce Problème. p. 494 
So-tangente. pag. 475 Exemples. 495. 
191. Trouver les Tangentes d’un 198. Autre ufage, pour mieux con- 
Point double. 477 noître le cours des Courbes. 
Exemples. 477 $oo 
392. Trouver les Tangentes dun Exemples. 500 
Point triple, Ÿc. © en gé- 199. Trouver les Points d'Inflexion 
néral multiple. 480 d'une Courbe: sit 
Exemple. 480 Exemples, s12 
193. Déterminer ftun Point, hors de 200. Réfolution de tous ces Problèmes 
lOrigine, a une Inflexion, © par la Méthode des Séries. 
quel'en-eft le dégré. 48t S17 
Exemples. 482 20x. Séries afcendantes tirées de Pé, 
194. Trouver les Points d’une Cour- quation d'une Courbe. S19 
be » defquels la Tangente 202. Le premier terme indique Por- 
fait avecles Axes des an- donnée primitive. 21. 
gles donnés. 485$ 203. Le fecond détermine la pofition 
Exemple. 486 de la Tangente. s22 
595. Trouver les Maxima & Mini- 204. Le troifiéme fait connoître les 
ma d'une Courbe, c.a. d. les Inflexions. s24 
Points dont les Tangentes 205$. Difcerner les Maxima des Mi- 
font parallèles aux Axes.487 nima. 526 
196. Remarques fur cette Solution. 206. Pofiion de La Courbe par ra- 
4387 port à fa Tangente.. 526 
Exemples. 439 Exemples. s28 


CH ACIEPET RSR T PIE, 


De la Courbure des Lignes Courbes en leurs différens Points: 


6.207. LA Courbure des Courbes fe $.210. Trouver en quel Point une 


208, 


209. 


mefure par celle des Cercles. 
pag: 539 

Centre, © raion de Courbure 
en chaque Point d'une Cour- 
be. s41 
Trouver le raïon de Courbure 
en un Point quelconque dune 
Courbe. s42 
Exemples, 543 


Courbe a une Courbxre don- 
née. s47 


211. Trouver en quels Points d'une 


Courbe fa Courbure efl inf 
nie. 548 


212. Trouver en quels Points elle ef 


213. Trorver en quels Points elle ef 


nulle ; cu infiniment petite. 


549 


la 


_ 


DES CHAPITRES ET DES PARAGRAPHES. x} 

la plus grande ou la plis: 217. & 218. Déterminer là polition 

petite. pag. 549 © la Courbure de chaque 

$.214 Courbures infinies & infinimers Branche en un Point Jimple 
ment petites. 552 ou multiple d'une Courbe: 

215. Courbures des Courbes compa- 556 
rées à celles des fommets de. Exemples. 561 
Paraboles. S55 219. Remarque nécefairé pour Pré- 


216. Déterminer ; par cetté compa- . . venir les erreurs où pourroit 
railonla diretlion dun Point jetter cette Méthode. 566 
quelconque d'une Courbe. 556 


GÉHEATENTOTIRER 2 ON) (0) 1 # 


Des différentes efpéces de Points multiples dont peuvent étre fufceptibles 


les Courbes des fix premiers Ordres. 


6.220. DE: Points doubles. .P. 568 S$.222, Des Points quadruples. p.630 


Exemples. 580 Exemples. 636 
221. Des Points triples. 600 * 223. Des Points quintuples.  6$2 
Exemples. 608 


| 


A4APPENDICE. 


De l'évanouifement des inconnues. Re re 656 

N°. I. peg. 659 “NOT * 660 
N°. III, Démonftration de la Regle de Mr, Huppe: 677 
F A U- 


TS ER ir: 


Ligne. 
I, 


3. 
Note *« L. dern, 
Cn Marge. 

IL 

12. 

16. 

12. 

pénulr. 


... LI. 


res 
SET. 
EC 
Ha 

. derniére, . 


Toma re 
220040 
L2 HO; . . 


. 14.07 marge. 


eo 2e 


FAUTES A CORRIGER. 


Faute, 
impair . . 
(z )j°. 

N°. 3. 

Fig. 23. 
— 154%, 
PSXPIT 
troifiéme . . 


JISEt3 + 


p ee 
pofitif . 
négatif . 


,‘ bb aa 


CorreËkion. 
pair 


double 

en trois 

— bx° 

Fig. 121. 

— 84") . 

ar: a 
IS+V 32 

V IST VES SE 


2 
vp 
négatif 
pofiti£. 
bb < 344 


e 
_ - " 
. 
4 . 
L. 
a 4 À 
À : 15 ar 
1 . 4 
ë 
* 
"k 
” 
LÀ 
. 4 " : 
; 
z ? .# 
} + 
é." « 
v4 : 
NA ui def No 
>. : V L 
SA. - £. 
| 
=: d . 
_ L ÿ 


U 
. 


DR 


I A RE 


